
Mathematik f�ur Naturwissenshaftler, Prusha & RostKap 6 L�osungen1. a)(1 + i) � (1� i) = 1 � 1� 1 � (�1) + i [1 � (�1) + 1 � 1℄ = 2 + i 0 = 2Shneller gem�a� der Formel (1 + i) � (1� i) = 12 � i2 = 1� (�1) = 2.b) 1 + 3 i2� i = 1 � 2 + 3 � (�1)22 + 1 + i �1 (�1) + 2 � 322 + 1 = �15 + i 75 :) Nah der Eulershen Formel giltz = p3 � ei �=3 = p3 � os(�=3) + i sin(�=3)� = p32 + i 32 :Also ist Re(z) = p3=2, Im(z) = 3=2.2. a)F�ur z1 = p3 + i, z2 = 1 +p3 i und r1 = jz1j, r2 = jz2j, '1 = arg(z1), '2 = arg(z2) giltr1 = p3 + 1 = 2 ; r2 = p1 + 3 = 2 ;tan('1) = 1p3 ; tan('2) = p3 ; also '1 = �6 � 30o ; '2 = �3 � 60o :Es folgen f�ur z = z1 � z2jzj = r1 � r2 = 4 ; arg(z) = '1 + '2 = �2 � 90o(Also ist z = 4 � os(�=2) + i sin(�=2)� = 4 i).b) F�ur z1 = 1 + i , z2 = 1� i und r1, r2, '1, '2 wie in a) giltr1 = r2 = p1 + 1 = p2 ;tan('1) = 1 ; tan('2) = �1 ; also '1 = �4 � 45o ; '2 = ��4 � �45oEs folgen f�ur z = z1=z2jzj = r1r2 = 1 ; arg(z) = '1 � '2 = �4 + �4 = �2 � 90o(Also ist z = os(�=2) + i sin(�=2) = i).3.Gegeben die beiden komplexen Zahlenz1 = r1 � � os(�) + i sin(�)� ; z2 = r2 � � os(�) + i sin(�)� :a) Mit Hilfe der Additionstheoreme f�ur sin und os erhalten wirz1 � z2 = r1 � r2�� os(�) os(�)� sin(�) sin(�)�+ i � os(�) sin(�) + sin(�) os(�)��=A r1 � r2� os(�+ �) + i sin(�+ �)�1



Daraus folgt jz1 � z2j = r1 � r2 = jz1j � jz2jarg(z1 � z2) = �+ � = arg(z1) + arg(z2) :b) Unter Benutzung der Bezeihnungen und des Ergebnisses von a): Die komplexe Zahlz = z1=z2, wobei z2 6= 0 vorausgesetzt wird, ist L�osung von z1 = z � z2. Setzt man z =r � os() + i sin()�, dann giltr1 =a) r � r2 ; d. h. ��z1z2 �� � r = r1r2 = jz1jjz2j� =a)  + � ; d. h. arg �z1z2 � �  = �� � = arg(z1)� arg(z2) :4.F�ur z1 + z2 = (x1 + x2) + i (y1 + y2) gilt per De�nition der ez FunktionRe(ez1+z2) = ex1+x2 � os(y1 + y2) ; Im(ez1+z2) = ex1+x2 � sin(y1 + y2) :Anwendung der Additionstheoreme f�ur sin und os liefert dannez1+z2 = ex1+x2 � � os(y1 + y2) + i sin(y1 + y2)�=A ex1 ex2 � � os(y1) � os(y2)� sin(y1) � sin(y2)+i [ sin(y1) � os(y2) + sin(y2) � os(y1) ℄ �= ex1 � � os(y1) + i sin(y1)� � ex2 � � os(y2) + i sin(y2)� = ez1 � ez2 :5.Ausgangspunkt ist die Di�erentialgleihungU 0(t) = R � I 0(t) + L � I 00(t) + I(t)=C : (1)Unsere Aufgabe ist es, bei gegebenen Konstanten U0, !, L, C, R diese Di�erentialgleihungnah I(t) aufzul�osen. Dazu shreiben wir U(t) in komplexer Shreibweise alsU(t) = U0 � ei ! t :F�ur die Ableitungen komplexwertiger Funktionen (einer reellwertigen Ver�anderlihen t) geltendie bekannten Ableitungsregeln. In unserem Fall erh�alt man via Eulersher Formel�ei!t�0 = � os(!t) + i sin(!t)�0 = ! � (� sin(!t) + i os(!t))= i ! (os(!t) + i sin(!t)) = i ! ei!t :Es gilt dann f�ur die Ableitung von U(t)U 0(t) = U0 i ! ei ! t :Wir stellen die Stromst�arke im Kreis in der FormI(t) = I0 � ei (! t�')dar, wobei I0 > 0 und die Phasenvershiebung ' zu berehnen sind. Die Ableitungen sindI 0(t) = I0 i ! ei (! t�') ; I 00(t) = I0 (�!2) ei (! t�') :2



Eingesetzt in (1) ergibt sihU0 i !ei!t = RI0 i ! ei!t � e�i ' + LI0 (�!2) ei!t e�i ' + (I0=C) ei!t e�i ' :Nah Multiplikation mit (e�i!tei')=(I0i!) ergibt sihU0I0 ei ' = R� !Li + 1i ! C ;oder wegen �1=i = i U0I0 ei ' = R+ i �! L� 1!C � : (2)b) Die Gr�o�e I0 = I0(!) ist nah 6.2.3 gleihI0 = U0rR2 + �!L� 1!C�2 :Sie wird maximal, wenn der Nenner minimal wird, d. h. f�ur!0 = 1pL � C ; mit dem maximalen Wert I0(!0) = U0R :Im Sondefall R = 0, das ist der Wehselstrom-Keis mit L und C, kommt es bei der Reso-nanzfrequenz !0 zu I0(!0) =1 ("Resonanzkatastrophe\).6. Wir l�osen die Di�erentialgleihungf 00(t) + 2� f 0(t) + !2 f(t) = 0 k = 2�; D = !2; (3)nah der Funktion f(t), t 2 IR, auf.a) Ansatz: f(t) = f0 � e i � t mit dem Anfangswert f0 = f(0) > 0 und mit der {zubestimmenden{ Gr�o�e �. Es giltf 0(t) = f0 � i � � � e i � t = i � � � f f 00(t) = f0 � i2 � �2 � e i � t = � �2 � f :Nah K�urzen durh f(t) wird dann aus (3)� �2 + 2� i � � + !2 = 0 oder �2 + b � � +  = 0 mit b = �2� i,  = �!2.Die L�osung der quadratishen Gleihung lautet� = 12�� b � pb2 � 4 � = 12�2� i � p4�2 i2 + 4!�= � i � p!2 � �2 ;wobei wir !2 = D > k2=4 = �2 vorausgesetzt hatten. Wir erhaltenf(t) = f0 � e�� t � e� i � t ; � = p!2 � �2 =pD � k2=4 :b) Mit Hilfe der Eulershen Gleihung ergibt diesf1(t)f2(t)� = f0 � e�� t � � os(� t)� sin(� t)� :Linearkombinationen zur Gewinnung der beiden L�osungen in 4.4.2 (Punkt 2) sind12 f0 �f1(t) + f2(t)� = e�� t � os(� t)1i f0 �f1(t)� f2(t)� = e�� t � sin(� t) :3



7. Unter Benutzung von Formel 2. aus 6.4 rehnet man f�ur k; l 2 IN, die beiden F�alle k 6= lund k = l getrennt behandelnd,2� Z 2�0 os(kt) � os(lt) dt =2: Z 2�0 os((k � l)t) dt + Z 2�0 os((k + l)t) dt=k 6=l 1k � l � sin((k � l)t)���2�0 + 1k + l � sin((k + l)t)���2�0 = 0 + 0 ;=k=l Z 2�0 1 dt+ Z 2�0 os(2kt) dt = 2� + 12 k � sin(2kt)���2�0 = 2� + 0 :Unter Benutzung der Formel 1. aus 6.4 rehnet man f�ur k; l 2 IN2�Z 2�0 sin(kt)�sin(lt) dt =1: Z 2�0 os((k�l)t) dt � Z 2�0 os((k+l)t) dt = ( 0� 0 ; k 6= l2� � 0 ; k = l ;die letzten Gleihheitszeihen jeweils wie oben begr�undet.8. Unter Benutzung von Formel 3. aus 6.4 rehnet man f�ur k; l 2 IN2� Z 2�0 os(kt) � sin(lt) dt =3: Z 2�0 sin((k � l)t) dt + Z 2�0 sin((k + l)t) dt=k 6=l � 1k � l � os((k � l)t)���2�0 � 1k + l � os((k + l)t)���2�0= � 1k � l � (1� 1)� 1k + l � (1� 1) = 0 + 0 ;=k=l 0� 12 k � os(2kt)���2�0 = 0� 12 k � (1� 1) = 0 :Shlie�lih rehnet manZ 2�0 os(kt) dt =k�1 1k � sin(kt)���2�0 = 1k � (0� 0) = 0 ;und analog f�ur R sin(kt)dt anstatt R os(kt)dt.9. Vorbemerkung: Wir setzen F (t) = � t � os(t) + sin(t) und rehnen mittels partiellerIntegration, dass (�) Z t � sin(t) dt = F (t)gilt. Die Funktion f(t) = t� �, 0 < t � 2�, ist nah Fortsetzung eine ungerade Funktion,so dass S(t) eine reine Sinusreihe wird (alle ak = 0). Dann gilt wegen R 2�0 sin(kt)dt = 0 undmit der Substitution u = k � t� � bk = Z 2�0 (t� �) � sin(kt) dt = Z 2�0 t � sin(kt) dt= 1k2 Z 2�k0 u � sin(u) du =(�) 1k2 F (u)���2�k0= 1k2 � �F (2�k) � F (0)� = 1k2 [�2�k � 0℄ = � 2�k :Also bk = � 2k , k = 1; 2; : : :. Es folgtS(t) = �2 � sin(t) + 12 sin(2t) + 13 sin(3t) + : : : � = (t� � ; 0 < t < 2�0 t = 2�k :4



10. Die Funktion f(t) = t2, �� � t � �, ist nah Fortsetzung eine gerade Funktion, sodass S(t) eine reine Cosinusreihe wird (alle bk = 0). Das zweite folgende Gleihheitszeihen(*) l�asst sih durh Vergleih von Fl�ahenst�uken begr�unden. Zun�ahst rehnet man f�ur k � 1� � ak = Z 2�0 f(t) os(t) dt =(�) Z ��� t2 os(kt) dt=k�1 1k t2 � sin(kt)������ � 1k Z ��� 2 t � sin(kt) dt= 1k2 2 t � os(kt)������ � 1k2 Z ��� 2 os(kt) dt= (�1)k 2� + 2�k2 = (�1)k 4�k2 :F�ur k = 0 ergibt sih a0 = 1� R ��� t2 dt = 23 �2. Es folgtS(t) = 4 � � 112 �2 � os(t) + 14 os(2t)� 19 os(3t)� : : : � = t2 ; �� � t � � :Bemerkung: Es ist S(0) = 0, d. h.�212 = 1� 14 + 19 � 116 + 125 � : : : :
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