Mathematik fiir Naturwissenschaftler, Pruscha & Rost
Kap 6 Lo6sungen

]
(I+d) - (1—d) = 1-1—1- (=) +i[1-(=1)+1-1] = 2440 = 2
Schneller gemif§ der Formel (1 +4)-(1—4) =12 —4i2 =1 (-1) =2.
b)
1437 1-243-(-1) —1(=1)+2-3 17
2 -1 22 +1 22 +1 5 5
c¢) Nach der Eulerschen Formel gilt

V3
2

z =33 = \/g(cos(w/3) + i sin(n/3)) = —i—i;.

Also ist Re(z) = v/3/2, Im(z) = 3/2.

[2.] a)

Fiir z; = V3414, 20 = 1 +V3i und r = |z], 72 = |2, o1 = arg(z1), g2 = arg(zy) gilt

m=V3+1l=2,1r=vVI+3=2,
1

tan(pq) = 7 tan(pz) = V3, also ¢ = % = 30°, o2 = g = 607.
Es folgen fir z = 27 - 29
m — o
z| = r1-rg =4, arg(z) = o1+ @2 = 5:90
(Also ist z = 4 (cos(m/2) + i sin(r/2)) = 44).
b) Fir z1 = 144 , 20 = 1—iund ry, re, @1, po wie in a) gilt
r =19 = V1+1 = \/i,
tan(¢q1) = 1,tan(py) = —1, also ¢ = 25450,<p2 = —% = —45°
Es folgen fir z = 21 /29
71 T m s
= — = 1 = — = — —_ = — 5900
= carg(z) = @1 —¢p2 = S+, = 3
(Also ist z = cos(n/2) + i sin(n/2) = 1).
Gegeben die beiden komplexen Zahlen
z1 = ry - (cos(a) +1 sin(a)) , z9 = 1y - (cos(B) +i sin(B)) .

a) Mit Hilfe der Additionstheoreme fiir sin und cos erhalten wir

2129 = 11 -79[(cos(a) cos(B) — sin(a) sin(B)) + i (cos(a) sin(B) + sin(c) cos(B))]
=a 11 -12]cos(a+ B) +isin(a+ B)]



Daraus folgt
|21 22| = 1112 = |z1] - [22]
arg(z - z9) = a+ f = arg(z1) + arg(z2) .

b) Unter Benutzung der Bezeichnungen und des Ergebnisses von a): Die komplexe Zahl
z = z1/z2, wobei zy # 0 vorausgesetzt wird, ist Losung von 2z; = z - z9. Setzt man 2z =
r (cos(y) + i sin(y)), dann gilt

=g T7-:T2, d. h ‘z—] Er:T—]:m
Z9 T2 |22‘
21
a =4, y+pB, dh arg(g)zfy:afﬂ:arg(zl)farg(@).

Fiir 21 + 29 = (21 4+ 22) + 7 (y1 +y2) gilt per Definition der e* Funktion
Re(e” %) = "% - cos(y1 +y2), Im(e”¥%2) = ™7 -sin(y; + ya).
Anwendung der Additionstheoreme fiir sin und cos liefert dann

€z1 +22 — efl?]+fl?2 - (Cos(y] +y2) +'l Sin(y] +y2))
T1  To

=a €™ e” - (cos(y1) - cos(ya) — sin(yr) - sin(yz)+
i [sin(y1) - cos(y2) + sin(ys) - cos(y1)])

= €" - (cos(y1) + i sin(y1)) - € - (cos(y2) + i sin(yz)) = e - €*2.
Ausgangspunkt ist die Differentialgleichung
U)=R-I't)+ L-I"(t) + I(1)/C. (1)

Unsere Aufgabe ist es, bei gegebenen Konstanten Uy, w, L, C, R diese Differentialgleichung
nach I(t) aufzulésen. Dazu schreiben wir U (t) in komplexer Schreibweise als

Fiir die Ableitungen komplexwertiger Funktionen (einer reellwertigen Verinderlichen t) gelten
die bekannten Ableitungsregeln. In unserem Fall erhiilt man via Eulerscher Formel

(BM)’ = (cos(wt) +i sin(Wt))’ = w - (—sin(wt) + 4 cos(w?))

= i w (cos(wt) + i sin(wt)) = iwe™’.

Es gilt dann fiir die Ableitung von U ()
U't) = Upiwe™?.
Wir stellen die Stromstirke im Kreis in der Form
I(t) = I - el (wi—¢p)
dar, wobei Iy > 0 und die Phasenverschiebung ¢ zu berechnen sind. Die Ableitungen sind

I'(t) = Iyiwe! @9 1'(1) = Iy (—w?) et @i 9)



Eingesetzt in (1) ergibt sich
Upiwe™ = RIyiwe™ . e+ LIy (—w?) e e "% + (I)/C) et e ¥,

Nach Multiplikation mit (e ™“*¢’%) /(Ipiw) ergibt sich

UU 'Y = R— % . ! )
I 7 twC
oder wegen —1/i =1
Uy ;s , 1
Ve = Ryi(wl — — 2
T, e R+ (w wC) (2)
b) Die Grofle Iy = Iy(w) ist nach 6.2.3 gleich
Iy = Yo

2
1

Sie wird maximal, wenn der Nenner minimal wird, d. h. fiir
1 Uo
VL-C’ R
Im Sondefall R = 0, das ist der Wechselstrom-Keis mit L und C, kommt es bei der Reso-
nanzfrequenz wg zu Ip(wy) = oo (, Resonanzkatastrophe®).

wp = mit dem maximalen Wert Ij(wg) =

Wir I6sen die Differentialgleichung
FfO)+28f ) +w’ f(t) =0 k=28 D=u’ (3)

nach der Funktion f(¢), ¢t € IR, auf.

a) Ansatz: f(t) = fo-e'”! mit dem Anfangswert f; = f(0) > 0 und mit der —zu
bestimmenden Grofle v. Es gilt

fl(t):fg"i'y'eiyt:i'y'f f”(t):fg-’iQ'VQ'@in:—VQ'f.
Nach Kiirzen durch f(¢) wird dann aus (3)
12 42Bi-v+w? =0 oder v2P4+b-v+ec=0 mit b= 284, c=—w’

Die Losung der quadratischen Gleichung lautet

1 1
v = E(fb + Vb2 - 4c) = 5(2,67 + V45242 + 4w)
= pi + Vw? - p?,
wobei wir w? = D > k?/4 = 82 vorausgesetzt hatten. Wir erhalten
F) = fo-e Ptoetivt y = = = /D - k4.
b) Mit Hilfe der Eulerschen Gleichung ergibt dies

fl(t)} = fo-e Pt (cos(vt) + sin(vt)).

fa(t)
Linearkombinationen zur Gewinnung der beiden Losungen in 4.4.2 (Punkt 2) sind
1 —
25 (f1() + fa(t)) = e 7" cos(vt)
1 .
it (f1(t) = f2(t)) = e Pt -sin(vt).



Unter Benutzung von Formel 2. aus 6.4 rechnet man fir &,/ € IN, die beiden Fille & #£ [
und k£ = [ getrennt behandelnd,

27 27 27
2- / cos(kt) - cos(lt) dt = / cos((k —1)t) dt + / cos((k +1)t)dt
0 - Jo 0

2w

-sin((k — 1)t) . +

1 2w
- sin((k lt‘ — 040,
T sin(( —l—))0 +

kjél k—1
27 27 1 o
= '/0 1dt+'/0 cos(2kt) dt = 27r+ﬁ-sin(2kt)‘0 =271+40.
Unter Benutzung der Formel 1. aus 6.4 rechnet man fiir £,/ € IN
27 2m 27 0—=0. k l
2-/ sin(kt)-sin(lt) dt = / cos((k—1)t) dt — / cos((k+0)t)dt = k7
0 L Jo 0 2 -0, k=1,

die letzten Gleichheitszeichen jeweils wie oben begriindet.
Unter Benutzung von Formel 3. aus 6.4 rechnet man fir k,/ € IN

2: '/0 cos(kt) - sin(lt) dt = '/0 sin((k —0)t)dt + '/0 sin((k +1)t) dt

1 bl 2 1 P 2
= - -cos((k — 1)t — ——-cos((k+ 1)t
k£l kE—1 cos( ))0 k+1 cos( +))0
1 1
= 11— (11 =
- 0 (21#)‘27r —0- a1 =0
k=l ok VY T 2k B
Schliefllich rechnet man
" cos(kt)d ikt = L 0-0)=0
tydt = —-sin(kt)] = — (0—0)=
| eostnyar o sinen)] T = 1o 0-0) <0,
und analog fiir [ sin(kt)dt anstatt [ cos(kt)dt.
Vorbemerkung: Wir setzen F'(t) = —t - cos(t) + sin(¢f) und rechnen mittels partieller

Integration, dass
(%) / tesin(t)dt = F(t)

gilt. Die Funktion f(t) = ¢t — 7w, 0 <t < 27, ist nach Fortsetzung eine ungerade Funktion,
so dass S(t) eine reine Sinusreihe wird (alle a; = 0). Dann gilt wegen fOQF sin(kt)dt = 0 und
mit der Substitution u =k - ¢

2 2
by = / (t — m) - sin(kt) dt = / t - sin(kt) dt
Jo J0

1 [2mk 1 21k
= ﬁ/{] u - sin(u) du =, ﬁF(u)o
1 1 27
=17 [F(2nk) — F(0)] = ﬁ[—m—o] - -0
Also bk:f%,kzl,Z,.... Es folgt
1 1 t—m 0<t<2rm
S(t) = =2 (sin(t) + = sin(2t) + = sin(3t) +...) = '
(t) = 2 (sin(®) + 5 sin(26) + 5 sin(3) + .. {0 RN



Die Funktion f(t) = t?, —m <t < m, ist nach Fortsetzung eine gerade Funktion, so
dass S(t) eine reine Cosinusreihe wird (alle by = 0). Das zweite folgende Gleichheitszeichen
(*) ldsst sich durch Vergleich von Fliachenstiicken begriinden. Zunéchst rechnet man fir & > 1

2 iy
T-a, = t) cos(t)dt = 2 cos(kt) dt
k f(t) cos(t)

0 (%) —7
= 2 sin(kt)| L[y, (kt) dt
= sin(kt)| — ¢ » sin
1 1 4
=12 2t - cos(kt) T2 2 cos(kt) dt
oJ =T
2m + 27 4
= (e R T
Fiir & = 0 ergibt sich ag = % ﬁrﬂ 2 dt = %71’2. Es folgt
1, | | ,
S(t) =4- (ﬁﬂ' fcos(t)—l—z cos(2t) -39 cos(3t) +...) =t°, —m<t<m.
Bemerkung: Es ist S(0) =0, d. h.
L T N
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