
Mathematik f�ur Naturwissenshaftler, Prusha & RostKap V L�osungen1. Zu berehnen ist das Integral I = R sin(t) � os(t) dt. Mit 1, 2,... werden Kon-stanten bezeihnet.(i) Wir benutzen die Formel (sin-Additionstheorem) sin(t) � os(t) = 12 sin(2t) underhaltenI1 = 12 Z sin(2t) dt = � 14 os(2t)+ 1 = � 14 � os2(t)�sin2(t)�+1 = 12 sin2(t)�14+1(ii) Mit x = sin(t), dx = os(t) � dt, giltI2 = Z x dx = 12 x2 + 2 = 12 sin2(t) + 2I2 untersheidet sih von I1 durh Konstanten.(iii) Mit x = os(t), dx = � sin(t) � dt, giltI3 = � Z x dx = �12 x2 + 3 = �12 os2(t) + 3 = 12 sin2(t)� 12 + 3I3 untersheidet sih von I1, I2 durh Konstanten.(iv) Partielle Integration liefertI4 = Z sin(t) � os(t) dt = sin(t) � sin(t)� Z os(t) � sin(t) dtEs folgt 2 I4 = sin2(t) + 4 also I4 = 12 sin2(t) + 5, was sih wiederum von denvorangehenden L�osungen nur durh Konstanten untersheidet.2. a) Z ln(a)0 �ex + e�x� dx = �ex � e�x�ln(a)0 = eln(a) � e� ln(a) = a� 1ab) Mit der Substitution t = x3 + 2, dt = 3 x2 dx erh�alt manZ x2 � sin(x3 + 2) dx = 13 Z sin(t) dt+  = � 13 os(t) +  = � 13 os(x3 + 1) + 3 a) Mit dem Ansatz 2x � (x + 2) = ax + bx+ 2 = (a + b) � x + 2 ax � (x + 2)erhalten wir a + b = 0, a = 1, d. h. a = 1, b = �1, so dassZ 21 2x � (x+ 2) dx = Z 21 �1x� 1x + 2� dx = � ln(x)�ln(x+2)�21 = ln(3)�ln(2) = ln(3=2)1



b) Mittels partielle Integration erhalten wirZ 1x � ln(x) dx = ln(x) � ln(x)� Z ln(x) � 1x dxEs folgt2 Z ln(x)x dx = ln2(x) + 1 ; das hei�t Z ln(x)x dx = 12 ln2(x) + 24. a) Substitution t = x3, d. h. x2 dx = 13 dt; ferner x = 0; x = 2 ! t = 0; t = 8.Z 20 x2 ex3 dx =Subst 13 Z 80 et dt = 13 et ��80 = 13 [e8 � 1℄b) Setze g(x) = xpx+1 = x3=2+1 (> 0 f�ur 0 � x � 1). Wegen g0(x) = 32 x1=2 = 32pxist dann32 Z 10 pxxpx+ 1 dx = Z 10 g0(x)g(x) dx = ln g(x) ��10 = ln(xpx + 1) ��10 = ln 25. a) Mit f(x) = x4 + 2 x2 + 1 = (x2 + 1)2 (> 0) , f 0(x) = 2 (2 x3 + 2 x) istZ 2 x3 + 2 xx4 + 2 x2 + 1 dx = 12 Z f 0(x)f(x) dx = 12 ln(f(x)) = 12 ln(x4+2 x2+1) = ln(x2+1)b) Wegen x2 + x� 6 = 0 f�ur x = 2 und x = �3 istZ xx2 + x� 6 dx = Z x(x� 2)(x+ 3) dx � Z � ax� 2 + bx+ 3� dx :F�ur a, b erh�alt man aus (Gleihsetzen der Z�ahler)1 � x+ 0 = a � (x+ 3) + b � (x� 2) = (a+ b) � x+ (3 a� 2 b)durh KoeÆzientenvergleih a + b = 1, 3 a� 2 b = 0, also a = 2=5, b = 3=5. Es folgtdeshalbZ xx2 + x� 6 dx = 25 Z 1x� 2 dx+ 35 Z 1x+ 3 dx = 25 ln(x� 2) + 35 ln(x+ 3)= ln �(x� 2)2=5 � (x+ 3)3=5� [x > 2℄6. Mit zweimaliger partieller Integration (p. I.) erh�alt manZ x2 � os x dx =p:I: x2 � sinx� 2 Z x � sinx dx=p:I: x2 � sinx + 2 x � os x� 2 Z os x dx= x2 � sinx + 2 x � os x� 2 � sinx = (x2 � 2) � sin x+ 2 x � os x2



7. F�ur f(x) = x4 und g(x) = 6 � x2hat man das nebenstehende (niht Ma�stabs-getreue) Shaubild 0 g(x)
f(x)F xa) Die Shnittpunkte der Kurvenverl�aufe erh�alt man aus x4 + x2 � 6 = 0 oder, mits = x2, aus s2 + s� 6 = 0 zus = � 12 �r14 + 6 = �12 � 52 = ( 2�3Wegen s = x2 � 0 gilt nur die L�osung s = x2 = 2; Die Shnittpunkte lauten also(�p2; 4) und (p2; 4).b) Der Inhalt F der Fl�ahe "zwishen den Kurven\ ist gleihF = Z p2�p2 �g(x)� f(x)� dx = Z p2�p2 �6� x2 � x4� dx= �6 x� 13 x3 � 15 x5�p2�p2 = 2 �6p2� 13 2p2� 15 4p2� = 2p2 6815 � 12:8228.a) Die Reihe (1) stellt gem�a� Aufgabe IV 19 f�ur jxj < 1 die Taylorreihe der Funktion� ln(1� x) dar.b) Es gilt 1n xn = R x0 tn�1 dt, so dass mit der erlaubten Vertaushung1Xn=1 1n xn = 1Xn=1 Z x0 tn�1 dt =V Z x0 1Xn=1 tn�1 dt = Z x0 1Xn=0 tn dt= Z x0 11� t dt = � ln(1� x) ; 0 < 1� x < 2 ; d. h. jxj < 19.a) Setze F (x) = R x0 e� t dt. F�ur � = 0 ist F (x) = x!1 bei x!1. Sei deshalbnun � 6= 0. Dann istF (x) = 1� e� t��x0 = 1� �e� x � 1� �! (1 f�ur � > 0� 1� f�ur � < 0bei x ! 1, denn es gilt e� x ! (1 f�ur � > 00 f�ur � < 0. Das uneigentlihe IntegralR10 e�t dt existiert genau f�ur � < 0, mit Wert � 1� .b) Setze F (x) = R x1 t� dt. F�ur � = �1 ist F (x) = ln(x) ! 1 bei x ! 1. Seideshalb nun � 6= �1. Dann istF (x) = 1�+ 1 t�+1��x1 = 1� + 1 �x�+1 � 1� �! (1 f�ur � + 1 > 0� 1�+1 f�ur � + 1 < 03



bei x!1, denn es gilt xa ! (1 f�ur a > 00 f�ur a < 0. Das uneigentlihe Integral R11 t� dtexistiert genau f�ur � < �1, mit Wert � 1�+1 .10.a) Setze f(x) = r+m �x, mit m = 1h(R� r)(beahte f(0) = r, f(h) = R).b) Die Kreis�ahe F (x) an der Stelle x istF (x) = � (f(x))2 = � (r +m � x)2Das Volumen V des Kegelstumpfes ist
hr R

V = Z h0 F (x) dx =S �m Z Rr u2 du = �3m�u3�Rr = �3m�R3 � r3�= 13 � h R3 � r3R� r = 13 � h �R2 +Rr + r2�Dabei wurde bei S die Substitution u = r +mx durhgef�uhrt.11. Die Fl�ahe "unter der Kurve\ f(x) =a � x� x2, 0 � x � a, ist gleihZ a0 (a x� x2) dx = �12 a x2 � 13 x3�a0 = 16 a3Es wird also 16 a3 = a2 gefordert, was zu einemausgeglihenen Fl�ahentaush f�ur a = 6 f�uhrt. 0 af(x)a a x
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