Mathematik fiir Naturwissenschaftler, Pruscha & Rost
Kap V Losungen

Zu berechnen ist das Integral I = [sin(t) - cos(t) dt. Mit ¢y, cs,... werden Kon-
stanten bezeichnet.

(i) Wir benutzen die Formel (sin-Additionstheorem) sin(¢) - cos(t) = % sin(2t) und
erhalten

1 1 1 1 1
I = 3 / sin(2t) dt = — 1 cos(2t) + ¢ = — 1 (cos®(t)—sin*(t))+¢; = 5 sinQ(t)—Z+c1
(i) Mit =z =sin(t), dz = cos(t) - dt, gilt
1, 1,
I, = xda::§3: +62:§sm(t)+02
I5 unterscheidet sich von I; durch Konstanten.
(iii) Mit z = cos(t), doz = —sin(t) - dt, gilt
1 1 1 1
I; = — / vdr = —§x2 ta =3 cos®(t) +c3 = 5 sin?(t) — 5 Tes

I3 unterscheidet sich von I, Iy durch Konstanten.

(iv) Partielle Integration liefert

I = / sin(t) - cos(t) dt = sin(t) - sin(t) — / cos(t) - sin(t) di

Es folgt 21, = sin®*(t) + ¢4 also Iy = 5 sin®*(f) + ¢s, was sich wiederum von den

vorangehenden Losungen nur durch Konstanten unterscheidet.

2.] a)

In(a) nla 1
/ (em + e*,’li) dr = [em . 67”:]]0( ) — eln(a,) . efln(a) —ag— =
Jo a
b) Mit der Substitution ¢ = z* + 2, dt = 322 dz erhilt man
2 (3 1 - 1 1 3
z°-sin(z’ +2) dx = 3 sin(t)dt + ¢ = — 3 cos(t) +¢ = — 3 cos(z®+1) +¢

a) Mit dem Ansatz

2 a b (a+b)-7r+2a

m-(m+2)7m+m+27 z-(r+2)

erhalten wir a +b=0,a=1,d. h. a=1,b= —1, so dass

T+ 2 mim+2

’ 2 ‘] 1 2 ~In(2) =1n
/1 ﬁ(h — /1 (- ) dx = [ln(m)—ln(m+2)]1 = In(3) —~In(2) = 1n(3/2)



b) Mittels partielle Integration erhalten wir

/ L In(z) dr = In(x) - In(x) — / In(z) - = dx

Es folgt

1 | 1
Q/H(x)d = In*(z) + ¢, das heifit /n(x)dT 2ln()+('2

T X

a) Substitution ¢t =23 d. h. 2?dz = %dt; ferner x =0, r =2 —>t=0,1t =8.

2 8
1 1 1

/ 22 €™ dr =gupet —/ el dt = —et‘g = —[e® —1]
. 3/, 360~ 3

b) Setze g(z) =z a+1=2%2+1 (> 0fiir 0 <z < 1). Wegen ¢'(z) = 222 =
ist dann

3 M)
/ T\/_+1d3: /0 g(x)dx—lnq ‘0 In(z V& + )‘ In2

oo

NG

a) Mit f(z)=a2'+224+1 = (2>+1)? (>0), f'(x) = 2(22% + 21) ist

27° + 27 fT
T4+2T2+1M (z)

= 1ln(f(T)) = %ln(m4+2m2+1) = In(2? +1)

b) Wegen 22+ 1z —6=0 fiirz=2und x = —3 ist

T T a b
——dzr = dr = —_— dx .
,/:r2+x—6 o / (x —2)(x + 3) o / (x—2+x+3) o

Fiir a, b erhélt man aus (Gleichsetzen der Zéhler)

l-z24+0=a-(z+3)+b-(x—2) = (a+0b) -2+ (3a—20)
durch Koeffizientenvergleich a+b=1,3a—2b=0, also a=2/5,b=3/5. Es folgt
deshalb

. 2 [ 1 3 1 2 3
T dp=z dr + 2 dr = = In(z —2)+ 2 In(z + 3
/x2+x—6 v 5/35—2 ngr5/ac+3 =g Inle=2)+zIn(z+3)

= In ((z — 2)*° - (x + 3)%7) [z > 2]

Mit zweimaliger partieller Integration (p. I.) erhélt man

/x2-cosxdx =p.I. xQ-sinx—Q/x-sinxdx

=p.I. 22 -sinx 4+ 2x - cosz — 2 /Cosa:d:c

= 2°-sinz+2x-cosz —2-sing = (2° —2)-sinx+2x-cosx



/ \ (@)

Fir f(z) = 2 und g¢g(z) = 6 — 2?
hat man das nebenstehende (nicht Mafistabs-
getreue) Schaubild

a) Die Schnittpunkte der Kurvenverliufe erhiilt man aus '+ 2% — 6 = 0 oder, mit
s =z aus s°+s—6=0 zu

2
-3

L P S
T3 1% T3 7

Wegen s = 2 > 0 gilt nur die Losung s = 22 = 2; Die Schnittpunkte lauten also
(—v/2,4) und (V/2,4).

b) Der Inhalt F' der Fliche ,zwischen den Kurven* ist gleich

V2 V2 2 4
F = /ﬁ(g(T)f(T))dT— /ﬂ(GT ') da
1
3

1 ) 1 1 68
=60 —-a*—=2° = 2[6v2—=2vV2—=4v2] = 2vV2 — ~ 12.822
62— 32"~ z2"]" (62 3 V2 5 V2] ¢_w

a) Die Reihe (1) stellt geméf Aufgabe IV 19 fiir |x| < 1 die Taylorreihe der Funktion
— In(1 —z) dar.
b) Esgilt ta” = [7¢" 'dt, so dass mit der erlaubten Vertauschung

S =S [ eta = [ Y eta= [ S

n:ln n=1"0 0 pn=1 0 n=o
o1

_/ ﬁdt:*hl(lfm), 0<l—-2<2, dhlz<1
J0 b

a) Setze F(x) = [ edt. Fiir a=0 ist F(z) =z — oo bei 2 — 0. Sei deshalb
nun « # 0. Dann ist

1 I 1 o0 fiir a > 0
Flz) = =" = Z (" = 1) —
() o} o « ( ) {—é fiir o < 0
fiir o > 0
bei x — oo, denn es gilt e** — > e . Das uneigentliche Integral
0 fiir a < 0

fooc et dt existiert genau fiir o < 0, mit Wert *]E'

b) Setze F(z) = [ t*dt. Fiir a = -1 ist F(z) = In(z) = oo bei  — oo. Sei
deshalb nun « # —1. Dann ist

F(z) = ;t““‘f = 1 (x““—l) N {OO fira+1>0

L fira+1<0

a+1 a+1 —

3



00 fiir a > 0
bei © — oo, denn es gilt z* — . . Das uneigentliche Integral f]oc 1™ dt
0 fiir a < 0 '
existiert genau fiir & < —1, mit Wert — 5.
a) Setze f(z) = r+m-z,mit m = 4(R—r)

(beachte f(0) =r, f(h) = R).
b) Die Kreisfliche F'(x) an der Stelle x ist
F(z) = 7 (f(2))® = 7 (r +m-x)*
Das Volumen V' des Kegelstumpfes ist
h R
V = / F(z)dx =g 1/ u?du = i[uﬂf’ = i(R3—r3)
0 m.J,

3m
1 R} — 3 1
:g’ﬂ'h R—: :gﬂh(R2+RT+T2)

Dabei wurde bei S die Substitution u = r + max durchgefiihrt.

Die Flache ,junter der Kurve* f(z) =
a-x—2? 0 <z <a, ist gleich /\c(ir)
: T

“ 1 1 1
a 0 a
(az—2%)dx = [sax® —,’1:3]0 - —g?
Jo 2 3 6 a
Es wird also La® = a? gefordert, was zu einem ‘
6 ) a

ausgeglichenen Fldchentausch fiir a =6 fiihrt.



