Mathematik fiir Naturwissenschaftler, Pruscha & Rost
Kap 4 Lo6sungen

[1.] 2)

Die Funktion f(z) = i;’iﬁfg hat den Definitionsbereich D = R (denn 2> + x + 2 >

2?2+ 2+ 1/4 = (x+1/2)? > 0, der Nenner also > 0); die Ableitungsfunktion lautet nach der
Quotientienregel

(@2 +2+2)6x+2) — 2r+1)B322+22) 22+122x+4

/ = = 5 S ]R
S (2 + x + 2)2 (22 + 1z +2)2 v

denn wiederum ist der Nenner > 0.

b) Fir f(z) = \/%7, x € (—1,1), lautet die Ableitungsfunktion nach der Produktregel
und dann nach der Quotientenregel (und Kettenregel)

, 1 x 1 — 22 + 22
(@) = s b -
V1—2? V1—22(1—22) V1-—22(1—2?)
1
= ze(-1,1)

(V=)

Bestimmt werden soll der Wert der Reihe Y 00 n-a" ! = Y°° n.an L

a) Die Funktion n-2""! ist Ableitung der Funktion 2", fiir n > 0. Vertauschen wir

Summation und Differentiation (was hier erlaubt ist, da eine sog. 'Potenzreihe’ vorliegt), so
erhalten wir

Saa =3 @) = (D) = ) = o
vt = vt 1—=z (1—-x)

wobei wir die Formel der Geometrischen Reihe angewandt haben.
b) Mit fixiertem x € (—1,1) und mit a; = b; = z* ist gem#B der Cauchy-Formel fiir
Reihenprodukte (Aufgabe 9 in 2.5)

oo oo n 0o n 00 o
(Zan)QZZZazbn—zzzzxn:Z(n—Fl)xnzznx”*I
n=0 n=0 i=0 n=0 i=0 n=0 ]

Die linke Seit2e der Gleichung aber ist —wiederum iiber die Formel der Geometrischen Reihe-
gleich (i)

11—z

Betrachtet wird die Funktion f(z) = 22% —62%2+2, x € IR.
a) Esist f'(z) = 622 — 122 = 6z (v — 2).
1. Fiir x € (—00,0) sind z und = — 2 negativ, d. h. f'(x) > 0.
2. Fiir z € (0,2) ist z positiv und z — 2 negativ, d. h. f/(x) < 0.
(2

3. Fiir z € (2,00) sind z und x — 2 positiv, d. h. f/'(z) > 0.



Fazit: f ist auf (—oo, 0] und [2, 00) streng mo-
noton wachsend, auf [0, 2] streng monoton fal-
lend.

b) Esist f’(z) = 122 —12 = 12(x —1). Ll

1. Fiir x € (—o0,1) ist  — 1 negativ, d. h. 08
f'(x) <0 .
2. Fiir z € (1,00) ist z — 1 positiv, d. h. 2]
f”(.’IJ) > O Y-32— f
Fazit: f ist auf (—oo,1] streng konkav, auf -40
[1,00) streng konvex. 48|

Zunichst die Funktionen und ihre Ableitungen:

_ b e o - 3 s 31
fl(x)_$\/§_x ’ .'IZ‘>0, fl(x)_ 2x - 2$2\/57 x>0
1 1 2 1
f2($):;—5= r#0, ﬁ(x):—g‘i‘ﬁa r#0

a) Wir benutzen die Formel
T(z) = f(a) + f'(a) - (z — a)
fiir eine Tangente an den Graphen von f(x) im Punkte a. Fiir a; = 1/4 erhalten wir
fila1) =8,  fila1) = —48 also Ti(x) = 8 —48(x —1/4) = 20 — 48z
Fiir as = 1/2 erhalten wir

falaz) = 2, folag) = —12  also
To(x) =2—-12(x—1/2) = 8 —12x

b) Die Gleichung Ti(x) = Ta(x) bedeutet 20 —48x = 8 —12xz, das heifit 36 x = 12 oder
x = 1/3. Fiir dieses x ist 71(1/3) = T»(1/3) = 4. Der Schnittpunkt lautet

1

(w0,90) = (574)7

siehe die Abbildung 1.

Die Weg-Zeit Gleichung lautet y(t) = v-t+ 5 -2, b= —9.81 [m/sec?].
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Abbildung 1: Funktionen fi, fo mit Tangenten

a) Geschwindigkeit zur Zeit ¢ in [m/sec]
y({t) =v+b-t =v—981-t
Beschleunigung zur Zeit ¢ in [m/sec?]
y'(t) = b = —9.81.

Wir haben also eine konstant nach unten gerichtete
Erdbeschleunigung.

b) Im maximalen Punkt ist die Geschwindigkeit
gleich 0, zu einem Zeitpunkt t,,, der sich wie folgt
berechnet:

v
0= ¢/(tn) =) v—98L tm, alsoty = 5
Die maximale Hohe (Wurfhohe) berechnet sich zu
(tn) = vt o2 = L2
= = - — . = — —
Y = S mTo T 5981

G.

Zeit

Weg

Ym L

Weg

— Ym

Zeit

to

d) Auflgsen der letzten Gleichung nach v ergibt

v=12-981 -y, =y,—20 V2-9.81-20 = 19.81 [m/sec].

c) Im Hohepunkt des Wurfes stellen wir Weg und Zeit auf 0; ferner ist dann die Anfangsge-

schwindigkeit = 0. Die Weg-Zeit Gleichung lautet jetzt y(t)

werde zur Zeit tg erreicht. Dann gilt

2

9.81°

N

1
y(to) = 59.81‘75(2) = Ym =p)

2
also t5 =

1
-2

2

9.812

9.81 - t2. Der Ort y = ym,



Wir erhalten to = %7 = tm, Letzteres nach b). Alternativ erhalten wir dieses to auch als
zweite Nullstelle von y(t), d. h. aus y(tg) =v-to+b/2-t3 = 0, tg # 0.

Fiir den Aufstieg (von 0 nach y,,) braucht der Stein genauso viel Zeit wie fiir den Fall (von
ym nach 0). Nach der Zeit 2- g5 hat der Stein seinen Anfangsort erreicht.

Wir schreiben nacheinander die Gesetze Weg(Zeit), Geschw.(Zeit), Beschl.(Zeit) nieder.
a) y(t) =t— % sin(2t) t>0

v(t) = ¥ (t) = 1 —+/2 cos(2t)

b(t) = V' (t) = 2ﬂsm(2t)
b) Es ist v( ) <0 fiir v/2 cos(2t) > 1, das heiBt fiir (*) cos(2t) > %
cos (Z) = ﬁ‘ Also ist (*) giiltig fiir 0 <2t < T, das heifit fiir 0 <t < %

Bekanntlich gilt

Das auf der Zahlengerade néchstliegende t-Intervall, fiir welches (*) gilt, liegt rechts von 7/2.

c) Esist b(t) = max fiir sin(2t) = 1, das heifit fiir 2¢ = 7/2 bzw. ¢t = 7/4. Der Wert
von b(t) betrigt b(m/4) = 2v/2 ~ 2.828

Die auf der Zahlengerade néchstliegende ¢-Stelle ist rechts von /2.

a) Hier lauten die Bewegungsgesetze

y(t) | |
1 | |
Weg(Zeit): y(t) = —= cos(2t) — ¢, t>0 3 ! g
\/§ f f } } 1
Geschw(Zeit): v(t) =y (t) = — V2 sin(2t) — 1 3 () 3
Beschl(Zeit):  b(t) = v/(t) = —2/2 cos(2t) . , monot.,
b) Esist o(t) > 0 fir —+2sin(2t) > 1,
d. h. fiir sin(2t) < —%. Bekanntlich ist 3 3
sin(5m/4) = sin(77/4) = —1/v/2, so dass
.. 5 77T Sin(a?) | |
f - 2 | |
v(t) >0 fiir 1< t < T | |
. bm Vs : :
d. h. fiir §<t<§ . : : 9
—t—t—t—
c) Die Beschleunigung b(¢) ist maximal fiir | sin(z) |
cos(2t) = —1, d. h. fiir 2t = 7 bzw. t = F. l_klle/l?/e%:
Der Wert der Beschleuinigung ist b(7/2) = 1 1
22 ~ 2.828. | |

Man beachte, dass das (sonst z. B. z genannte) Argument, nach dem abgeleitet werden soll,
hier a bzw. b lautet, und dass z; bzw. y; feste (konstante) Grofen sind.



a) Differenzieren von Q)(a) nach a ergibt

)=-2>" (yi—a) (@"(a) = 20 > 0]

Nullsetzen liefert die Gleichung

n

n n
Z(yz‘—a)ZZyi—n'a:O oder a:%ZyiEgj.
i=1 =1

=1

Das ist das arithmetische Mittel (oder: der Mittelwert) der y;.
Zahlenbeispiel: y1,...,y6 = 1.1,2.6,1.2,0.9,3.6,2.2. Man erhélt y = é‘11.6 = 1.9333.

b) Differenzieren von R(b) nach b ergibt

:—22211 i — b)) a [R" (b 22 7 > 0]

Nullsetzen liefert die Gleichung

Xn:(yi_b'ml Li Zyz wz—beQZO oder b:g:nliyi'fi b

i=1 Dim1 T
y
Das ist der sog. Regressionskoeffizient, der die 4T
Steigung der (durch den Ursprung gehenden) °
Ausgleichsgeraden durch die (x,y)-Punktwolke 3 +
angibt. .
Zahlenbeispiel: (x1,y1),- -, (T6,Y6) = 9 T *
(1.0,1.1), (2.0, 2.6), (2.5, 1.2), (3.5,0.9),
(4.0,3.6), (4.5,2.2). Man erhilt T .
A 36.75
b= —— = 0.6151. % % | : {
59.75 0

Zu diskutieren ist die Funktion

fl@) = (-1~ (@-1° = (-1)*- 2 -2
a) Ableitungen:

fliz) =2(x—-1)-3(x—-1)%*= (x—1)-(5—3x)
ff(z) =2-6(x—1) =8—6x =2(4—3x)

b) Kurvendiskussion:
1. Definitionsbereich D = IR, da f(z) ein Polynom.
2. Nullstellen von f: f(z) =0 fiir z =1 und = = 2.
3. Extremumsstellen von f:
f(x) =0 fir =1 und x=5/3.
/(1) = 2> 0: strenges lokales Minimum bei z = 1.



17(5/3) = —2 < 0: strenges lokales Maximum bei z = 5/3.

4. Kriitmmung der Kurve:

>0 fir x < 4/3 f streng konvex auf (—oo,4/3]
f"(z)< =0 fir z =4/3, das heifit Wendepunkt bei x = 4/3
<0 fir x > 4/3 f streng konkav auf [4/3, c0)

5. Grenzwerte:
Wegen f(z) = —23 + (ax? + bx + c)

mit geeigneten a, b, ¢ gilt 10
0.8
lim f(x) = —o0 .
T—00 0.6 —
lim f(z) = oo 0.4
6. Schaubild: 27 f
[f(O)ZQ’f(O'E)):O‘g?g)’ OO0 TTT T 7T T T I T I T T T T T T T I NI T T T T T 71T
F(1) = 0, F(4/3) = 0.074, _0.220 05 1.0 1).(5 2.0 25 3.0
f(5/3) =0.148, f(2) =0, 04
F(2.5) = —1.125 | y
-0.6
-0.8-
o
Zu analysieren ist die Funktion f(z) = z-e™* = %.

a) Erste und zweite Ableitung unter Verwendung der Produktregel
fllx) = -2 e+ =1—-a)-e"

f'(x) = -1—-2)-e®—e*=(x—-2)-e"
b) Kurvendiskussion:
1. Maximaler Definitionsbereich ist D = IR.
2. Nullstellen. f(z) =0 firz =0 (e * > 0 fiir alle x).

3. Extremums-Stellen. f/'(z) =0 fiir z = 1. Wegen f”(1) = —e~! < 0 liegt bei z = 1 ein
strenges lokales Maximum vor  [f(1) = 1/e ~ 0.368].

4. Kriilmmung, Wendepunkte. Es ist

<0 fiir x < 2
f"(z)¢=0 fir z =2 . Alsoist f{
>0 fir x > 2

(streng) konkav auf  (—oo, 2]

(streng) konvex auf  [2,00)

f hat einen Wendepunkt bei x =2  [f(2) = 2/e? =~ 0.271].



0.75

5. Grenzwerte. Wegen

0 05
limg 400 e% = { gilt ] f
o0 025
T -1 . 1 2 3 4
lim f(z) = lim — = — Lot g Vi b b bl
T——00 r——o0 e¥
. . T . 1
lim f(z) = lim — = lim — =0
z—00 z—oo e¥ ['Hosp. z—oo e¥
6. Schaubild (Graph von f): Y

|
|y
=]
|

a) Die ersten drei Ableitungen der Funktion f(z)= 12?4 2% In(z) lauten

fa) = 20420 (), f'(x) = 4+2Im@), @) = -

b) Kurvendiskussion:
1. D = (0,00)
2. f(z)=0fir L +In(z) = 0, d. h. fiir z = ﬁ

3. f(z) = 0fir 1+1In(z) = 0, d. h. fir z = 1. Wegen f”(1/e) =2 > 0 liegt bei z = 1/e
ein lokales Minimum vor.

4. f"(x) = 0 fir 24+ In(z) = 0, d. h. fir = 5. Wegen .
f"(1/€*) > 0, bzw. wegen des Vorzeichenwchsels fiir f” von o]
—mnach + bei z = 1/e?, liegt bei z = 1/e? ein Wendepunkt %]
vor, von konkavem zu konvexem Kriimmungssinn. T o]

5. limg—oo f(x) =0 und limz_o f(x) = 0, Letzeres wegen o:oef
hmx*}O X - ln(x) =0. 0.0

-0.08 4

6. SChaublld -0.16 |

-0.24

a) Der Satz von Pythagoras liefert im ,,groflen“ Dreieck
bzw. im , kleinen* Dreieck

(2r)2 +h* = (2R)?

1
T2+Zh2:R2. h

Jedenfalls gilt > = R? — %hQ.

b) Das Volumen des eingeschriebenen Zylinders ist

V =mr’h.
Eliminieren von 72 gem#f a) liefert

V=V(h)=aR*h—-nh®,  h>0.



Ableiten und Nullsetzen der Ableitung ergibt

3
V'(h) = T R? — thQ

4
V'(h) =0 fir h? = gR?.

Es folgt
2
h=—R.
V3

Wegen
V"(h) = fgwh <0

liegt fiir dieses h tatséchlich ein lokales Maximum vor.
c) Mit h=(2/V3)R ist r* = R?— L R? = 2R? oder

5

2
r=—R.

™

Also gilt h =+/2r.

Die Oberfliche der Schachtel mit quadratischer Grund-

fliche und ohne Deckel berechnet sich zu F = a2 +4a-
h = Fy. Daraus folgt

 FRy-ad* 1

G b= =il

a) Fiir das Volumen der Schachtel gilt V = a? - h.

Mittels (*) erhalten wir das Volumen als Funktion der Seitenléinge a zu

1

V=V() = 1 [Foa — a®]
Ableiten und Nullsetzen ergibt
1 Fi
V'(z) = ZFO_ZGQ =0 fir o= ?0 bzw.
[Wegen V”(a) = —2a <0 liegt ein Maximum vor]

b) Mit Hilfe von (*) und (**) erhalten wir

h_éFO_FO/?’_l Fo _
-1 JR  2V3 T

[Es ist dann V(a) = 4 a?).

a) Aufgrund von e? = 1 lieg der Fall '0/0’ vor.

) 621‘ _ e—?x ) e2x + 6—2:(:
hl'Il _ =2 hm —_— =
z—0 x z—0 1

8




b) Es liegt der Fall ’oo/o00’ vor.

. In=x ) 1/x .
Pz T A () ek e
T lnz __ 1 2Inyr _ . Inx
Alternativ: limg,_, Vi = lim, o0 T = 2 limy 00 5F usw.

c) Es liegt —zweimal hintereinander— der Fall ’0/0’ vor.

. 14z —¢ o 1—¢" € e? 1
lim ——~— = lim = lim = - = _Z
x—0 1'2 r—0 2x z—0 2 2 2

d) Wegen cos(m/2) =0 und sin(m/2) =1 liegt —zweimalmal hintereinander— der Fall ’0/0’
vor.

) (x —m/2) + cosx _ 1 —sinz ) —cos T
lim = lim ——— = lim =0.
T—7/2 (7T -2 .Z')Q z—7/2 —4 (7T — 21’) x—m/2
a) f(x)zﬁ-lnxz%, x> 0.
Fiir z — 0 liegt der Fall ,,00/00“ vor. Anwendung von de I’'Hospital:
. o (nx)” Iz . ad? B ) B
i () = Jimy Gy = Em T — 2 im o = - imve =0,

b) f(z) = =%, z€[0,b).

T—2x’
(i) Fiir x = 0 sind Zahler und Nenner von f positiv. Fiir positive = bleibt der Nenner groler
Null fir 7 — 22 > 0, d. h. fir < 7/2 =b.

(ii) Fiir x — /2 liegt der Fall ,0/0“ vor. Anwendung von de I'Hospital:

! — si 1 1
lim f(z) = lim (cosz)' = lim 0T~ 2 lim sing = -.
x—m/2 x—m/2 (7'[' — 2.’17), o2 —2 2 z—n/2 2

Mit der Abkiirzung b = ¢ — 1 ist

et 1
y(t) et +b 14+ bet’ -
Wegen b> —1 gilt y(t) >0 firallet > 0.
a) Mittels Quotientenregel gelangt man zu
be ot 1 (1+be‘°‘t) -1

/
t = = .
y() « (1—|—b6_0‘t)2 al—kbe’o‘t 14+ beat

1

- (1= ) - 1-
ay(t) ( T peat) = avlt) (1—y()
das ist die sog. Logistische Differentialgleichung.

b) Wegen e @0 =1 ist

at

Wegen e %" — 0 fiir t — oo ist

y(t) — 1, y'(t) —g a(l—1) =0 firt—oo.

9



c) L.Fall ¢g>1,d.i.yo<1. Dannist b = cg—1>0 und be !> 0. Also y(t) <1
fiir alle t > 0, und damit nach a)

y'(t) = ay(t)(1—y(t) >0 firallet >0

Demnach ist y(t), t > 0, streng monoton wachsend in ¢.

2. Fall ¢ < 1,d.i. yo > 1. Dannist b = 9
co—1 <0 und —1 < be ' < 0. Also y(t) > 1
fiir alle t > 0, und damit nach a)

y'(t) = ay(t) (1—y(t) <0

fiir alle ¢ > 0. Demnach ist y(¢), ¢t > 0, streng

monoton fallend in ¢. 5
3.Fall ¢g=1,d.i.yp=1. Dannist b = 0
und y(t) = 1 konstant fiir alle ¢ > 0. 0 ¢

d) Berechnung des Wendepunkts (tyw, yw ):
Aus der Differentialgleichung v’ = oy — ay?> gewinnt man

"

' =ay —2ayy = ay' (1-2y),

das heifit y” =0 fiir yw = 3. Zu diesem y-Wert gehort ein Wert iy geméf (b= co—1 > 0)

1 1 1
= dh 2=1+b-e W : = — In(b).

5 e d +b-e bzw. ty " n(b)

Das Taylorpolynom T; mit Entwicklungsstelle xg lautet
1
Tyf(x;20) = f(wo)+f'(x0) - (x — x0) + if"(ﬂfo) - (z — @)
1 1
51" (20) - (@ = w0)* + o " (w0) - (w = 20)" (1)

Auswertungen der Funktion f(x) = y/z und ihrer Ableitungen an der Stelle g = 1/2:
f(%) = %, und

gy — L L 11 (y - L
1 1 1 1 1 1
f(z) = - love - AR f”(g):_\ﬁ
moy 5 13 1 mely 3
f($)—8 = = 8 2 f(z)_\/i
5 1 15 1 I, 15

f””($) _

1J _ _ 2 f//// (7) _ _ 2
16 z3\/x 16 £7/27 2 V2
Damit erhalten wir fiir 7y in Gleichung (1)

T4f($,%) = \2[1+(«T—;)—2(5’3—2)2+2(5U—2)3+8($—1/2)4]

10



a) Die Ableitungen von f(z) = ——, x # 1, lauten

11—z

1 2 3! n!
/ — " - = " — (n) -
f (‘T) (1 _ J))2 ) f (‘T) (1 _ x)g ) f (CL’) (1 - .Z')4 ’ f (l’) (1 _ $)n+1 :
Letzteres wird durch Induktion iiber n bewiesen, néamlich
n!(n+1) (n+1)!

@) = (@) = v g = g g

b) Mit f(0) = n! fiir alle n € INg lautet die Taylorreihe von f(z), mit Entwicklungsstelle
0,

[o.¢] 1 [o.¢]
Tf(z,0) = Zf(")(O)Em" =Y a"=1+ax+a2’+...
n=0 ’

n=0

Fiir |z| < 1 ist dies die geometrische Reihe mit Reihenwert 1/(1 — z). Also
Tf(x,0) = f(x) firalle|z|<1.

Man sagt: f(z) =1/(1 — x) wird fiir || < 1 durch T'f(z,0) dargestellt.

Setze f(z) = — In(1 —x), = € (~1,1). Bsist f(0) =0.
fl@) = (1;3), F10) =1
@) = o O =1
@) =24 _196)3, f"(0) = 2
() = 2'3@_1@47 F0) =23
fOz) =23 4(1—193)5’ FO0) =2-3-4

Durch Induktion kann bewiesen werden, dass

1

doag 100 = -1

F @) = (- 1)

Fiir die Taylorreihe von f an der Entwicklungsstelle x = 0 erhélt man dann

o r(n) X — 1) 9]
Tf(x,O):Zf '(O) (J:—O)”:Z( nll)'m”:Z;x".
n=1

n.
n=1 n=1

11



Die zwei Parabeln lauten
f(z) = 10—a-a? y

g(x) = 24 b (z —20)? 10 4

Stetiger Anschluss bei z = 8 verlangt

f(8) =g(8); 6.8 1
das liefert die erste Bestimmungsgleichung
10—a-64 = 2+0b-144 bzw.

64-a + 144-b = 8 (1.Gleichung)

0 8 20
fir a, b.

Knickfreier Anschluss bei x = 8 verlangt die Stetigkeit der Ableitungsfunktionen bei z = &:
'(8)=4¢'(8). Mit f'(z) = —2axz und ¢'(x) = 2b (x —20) liefert das die zweite Bestimmungs-
gleichung —2a-8 = —2b-12 bzw.

—16-a+24-b=0 (2.Gleichung)
1.Gleichung + 4x2.Gleichung: 144b+96b = 8 oder
1 3 1
= — = 2p = —
b= 720 g 20
Die gesuchten zwei Parabelstiicke lauten also
1
f(x):IO—%ﬁ, 0<z<8 [£(8) = 6.8]

g(xz) = 2+ 3—10(9@—20)2, 8§<x<20 [g(8) = 6.8

a) Durch Ziehen der Hohe h gilt fiir die Strecke ¢

c=c1+co [c2 ist negativ fiir negatives o)

Es gilt fiir die einzelnen Strecken

c1 = h-cot o
co = h-tan ¢ (2)
a = h/cos ¢

Es folgt ¢ = ¢1 +c2 = h-(cota + tanp). Wie in
Aufg. 18 in 3.5 gilt vg/vp = a/c und mit (2)

a h 1

¢ cosg h-(cota+ tany)

so dass
1

cosgp-cota%—singp'

vGg =

vB (3)

b) Der Fall der Aufg. 18a) in 3.5 ergibt sich durch Setzen von ¢ = 0; dann heifit (3)

v = -vg = tana - vp
cot «

12



Der Fall der Aufg 18b) in 3.5 ergibt sich durch Setzen von ¢ = a; dann gemif (3)

1 .
vg = " VB = SIno-vp
cosa - cot v + sin «

c) wvg wird (bei gegebenem « und vg) geméB Gleichung (3) minimal, falls die Nenner-
Funktion

f(p) = cosp - cota+sing als Funktion von ¢ maximal wird.

Aus f'(p) = —sinp-cota+cosp = 0 folgt tanyp = tana bzw. ¢ = «. In der Tat, die
Funktion tan ist auf (—m/2,7/2) streng monoton wachsend, also bijektiv. [Man stellt noch
fest, dass f”(a) = —1/sina < 0]. Wegen v = 7/2 — a+ ¢ ergibt sich schliefilich v = 7/2.

Am giinstigsten fiir G ist also eine Laufrichtung senkrecht PG.

13



