Mathematik fiir Naturwissenschaftler, Pruscha & Rost
Kap III Losungen

[1.] a)

xWert [01 02 04 08 0.999 1 P/
f(x) | 1.0050 1.0206 1.0911 1.6667 22.3663 /o
g(x) | 1005 1.02 108  1.32  1.4990 { /o

Wy =[1,00), Wy =[1,1.5] 1.5 1
In der Tat: Es ist f(0) = g¢(0) = 1,
lim,_,; f(z) = o0, g(1) = 1.5. 1 |

b) f und g sind streng monoton wachsend, so dass Umkehrfunktionen existieren.
(i) Firaz >0bzw. y > 1list y =1/4/1 — 2% nacheinander dquivalent zu

y=1/0-2%, =@ -1y’ =y -1/y.
Also lautet die Umkehrfunktion

F i x) = Va1 \/1% z € [1,00)

T

(ii) Fiir z > 0 bzw. y € [1,1.5] ist y =1+ 2*/2 nacheinander #iquivalent zu

vt =2(y 1), r=vV2yy—1.

Also lautet die Umkehrfunktion
g (z) = V2V -1, x € [1,1.5]
Es gilt die relativistische Formel

m
m=—0_ [hier ist my = 1, und v/c wird gleich x gesetzt]

o) 2
1= (2)

a) Es ist ein z-Wert zu bestimmen mit f(z) = 1.2 [bzw. mit f(z) = 3]. Geméi8

Aufgabe 26 b) ist

1
f1(1.2) = 4/1— 157 — 05528

f'3) = ,/1% = 0.9428

Bei 55.28 bzw. bei 94.28 Prozent der Lichtgeschwindigkeit hat der Korper die Masse
1.2 bzw. 3.

b) (i) Funktion A(z) = 1 als Naherung an f(z), mit x = v/c als relative Geschwin-
digkeit: Der prozentuale Fehler ist kleiner als p - 100 % Prozent, falls

J@=he) 1o dh fa) < ——

f () f () 1-p



Mit p = 0.05 ist
1

1
flx1) = — fir a1 = f'(=—=) =25 V1-0.952 = 0.31225
0.95 0.95
Bis zu einer Geschwindigkeit von 31.225 Prozent der Lichtgeschwindigkeit ist der pro-

zentuale Niherungsfehler < 5 Prozent.

(ii) Funktion g(x) = 1 + 2%/2 als Niherung an f(z), und zwar fiir z = z;: Der
prozentuale Fehler berechnet sich zu

flxy) —glz) gle) | 104875

flo) 0 f@) 1/0.95

ist also etwas kleiner als 0.369 Prozent.

= 0.003688 [-100%)],

a) Fiir die Funktion a) ist Dy = R und W; = (0,1). Fiir y € (0, 1) rechnet

man

e’ 1 y y
YT 1 e 1tec T 1y v =In(3—)

Also ist

fia) = m(==), mit Dpa=(0,1), Wy =R
b) Fiir die Funktion b) ist D; = (1,00) und W; = IR. Fiir y € IR rechnet man
y = In(In(z)) <= = = &~
Also ist
fliz) =¢", mit D =R, Wit = (1,00)

Wir behandeln die Funktion

f(z) = In

12 =Inz — In(l — ).

a) Definitionsbereich

Dy = {z: xa:>0} ={z:z>0und z <1} = (0,1)

1 —

b) Grenzwerte bei Anndherung von z an die Grenzen von (0, 1)

lim In
z—0 1—=x

(= "In0/1"] = -

P

lim In [="In1/0"] = + o0

z—1 —

Es folgt (mit der Stetigkeitvon f) als Wertebereich

Wy = (—o0,00).

c) Graphen von fund g



w1

0 1

d) Berechnung der Umkehrfunktion der (streng monotonen) Funktion f.

y = In= x € (0,1), ist nacheinander dquivalent mit

CL”

y
T e
eV = , r+axz-e¥ = €Y, T =
1—=x e¥ 41

Die Umkehrfunktion f~! von f lautet also

Fiir die Umkehrfunktion gilt

Df—l = Wf = (*O0,00), Wf—l = Df = (0,1)

Fir h(u) = In(u), u € (0,00), und g¢(z) =2/(1 — ), x € (0,1) gilt W, =
(0,00) C Dy, = (0,00) (sogar Gleichheit). Die Komposition h o g lautet

h(g(z)) = In (——) = f(z), z€(0,1).

11—z

Fur g '(u)=u/(u+1),u € (0,00), und h~(z) =e®, v € R, gilt W,-1 = (0,00) C
= (0, 00) (sogar Gleichheit). Die Komposition g~' o h~! lautet

P.’I?

g @) = g = ) s eR

Es ist per Definition Dy, = [0,00), Wy, = [0,1), Dy, = [1,00), W}, = [0, 00).
W, C Dyt fulfi(z) = m 2> 0.

Wy, = Dy, = filfo(z)) = ﬁ+1= x> 1.
Wyg & Dy, = fo(fi(x)), x>0, nicht definiert.
Wy, & Dy, = fo(fa(x)), @ > 1, nicht definiert

Gegeben das Polynom
Pz) =ay+a-z+...+a, af (p>1,a,=1)

a) Esist fiir z, #0




Ferner gilt fiir p > 1

lim 2P = Iim 2P =
Tr—r00 Tr—r—0C

{oo p gerade

—00 p ungerade

sowie fiir © — +oc

gjp*j

Also Q(p) — 1 fiir o — +oo, so dass

lim P(z) = lim 2” = oc
Tr—00 Tr—0oQ
) . 00 p gerade
lim P(z) = lim 2P =
T——00 T——00 —00 p ungerade

b) Beispiele: P(z) = 1+ 2% P(z) = 1+ 2% oder dhnlich. Hier ist P(z) > 1 fiir
alle z € R.

c¢) Wegen a) gilt fiir ungerades p:

P(—a) <0 ‘
P(a) >0 . P(a)
Aufgrund der Stetigkeit von P gibt es zu dem ‘
»Zwischenwert“ 0, P(—a) < 0 < P(a), ein Wert

Es existiert ein a > 0, so dass

—a o O a
Ty, —a < xg < a, mit P(zg) = 0.
e Zu den folgenden Aufgaben:
Die Additionstheoreme fiir sin und cos lauten
sin(x +y) = sin(z) - cos(y) + cos(z)sin(y) (S)
cos(x £ y) = cos(z) - cos(y) T sin(x)sin(y) (C)

a) cos(2x) = cos(x 4+ x) =) cos(x)-cos(x) — sin(x) - sin(z)

= cos?(z) — sin’(z) = cos®(z) — 1+ cos?(z) = 2 cos®(x) — 1

cos?(z) — sin?(z) =

(cos?(z) — sin®(z))/ cos?(z) _ 1 tan?(z)

(cos?(z) + sin®(z)) / cos?(x) 1 + tan?(x)

b) sin(2z) = sin(z + ) =5 sin(z) - cos(x) + sin(x) - cos(x) = 2 sin(x) - cos(z)
2 sin(x) - cos(x)/ cos®(x) 2 tan(z)

(
(cos? +sin®(z))/cos?(r) 1+ tan’(z)

Setze © = u+wv, y = u—v. Dann ist

T+ vy T)Zx—y

2 2

u =



a) sin(z) +sin(y) = sin(u + v) + sin(u — v)
=(s) sin(u) - cos(v) + cos(u) - sin(v) + sin(u) - cos(v) — cos(u) - sin(v)
= sin(u) - cos(v) + sin(u) - cos(v) = 2 sin(u) - cos(v)
T+y T—y
£Y) - cos (2)
b) cos(z) + cos(y) = cos(u + v) + cos(u — v)
=) cos(u)-cos(v) — sin(u) - sin(v) + cos(u) - cos(v) + sin(u) - sin(v)

= cos(u) - cos(v) + cos(u) - cos(v) = 2 cos(u) - cos(v)
=) 2 Cos (T ; y) - COS (T ; y)

Es gilt

=(x) 2 sin(

sin(x + y)
t T+ —De N2
an(z +y) =pes cos(z + y)
B sin(z) - cos(y) + cos(x) - sin(y)
—(9),(C) COS(.’L‘) COS( )_ Sln(.’E) IH(U)
sin(z)-cos(y) + cos(z)-sin(y)
__ cos(z)-cos(y) cos(z)-cos(y)
© cos(z)-cos(y)  sin(z)-sin(y)
cos(z)-cos(y)  cos(x)-cos(y)
in(z) in(y)
_ :os(a:) + (SZOS(Z) tan( ) + tan( )
1 sin(z)  sin(y) Def 1— tan( ) tan(y)

Die Rechnung ist giiltig, solange x +y # 5 £ k-, d. h. auch tan(x) - tan(y) # 1.

Man errichtet als Hilfsgroe die Hohe A auf
der Seite c. Die Seitenldnge ¢ wird auf aufgeteilt in
C = C1 + Co.
a) b a
: h : h sin(a)  a
sinfe) = 3, sl =T = 55 T 3 :
b)
cos(a) = C—bl, cos(f3) = 2= = ¢+ = a-cos(f)+b-cos(a)
a

Bemerkung: Fiir § € (7/2,7) und ' = 7 — (3 gilt
sin(f) = sin(f’) und cos(f) = — cos(f'). Es gelten
a) und b) [Letzteres mit einem ¢y, das negativ ist]

c) (i) v € (0,7/2). Durch Ziehen der Hohe h wird b aufgeteilt in b = by + by.
Pythagoras im rechts liegenden rechtwinkligen Dreieck liefert



(%) b5 = a®> — h*, ferner: by = a-cos(y).

Pythagoras im links liegenden rechtwinkligen Drei-
eck liefert

> = h*+ b7 = b2+ (b— by)?
= h*+b"+by —2b-by
=@ h*+0*+(a®>—h%) —2b-a-cos(y)
=a’+b*>—2a-b-cos(y).

ii) v € (n/2,7m). Durch Ziehen der Hohe h entstehen zwei ineinander liegende recht-
winklige Dreiecke. Pythagoras im kleinen rechtwinkligen Dreieck liefert

(xx) by = a> —h®, ferner: by = a-cos(mr —7) = —a-cos(y).
Pythagoras im grofien rechtwinkligen Dreieck liefert
=R 4+ (b+by)® = B2+ b>+ b2 +2b- b b e .
=) B+ 0>+ (a® = h*) —2b-a- cos(7) 5
=a’+b*>—2a-b-cos(y). b &
Im Fall v = /2 haben wir wegen cos(r/2) = 0 c

den Satz von Pythagoras, d. i. ¢ = a® + b°.

e Die Gleichungen der Aufgaben 12 und 13 sind in diesem Sinne zu verstehen:

Es gibt stets einen Wert des Ausdrucks auf rechten Seite der Gleichung (eventuell auf
einem Nebenzweig liegend), der gleich der linken Seite ist.

a) Setze u = arcsin(x), v = arcsin(y). Dann gilt
sin (arcsin(z) 4 arcsin(y)) = sin(u +v) =5 sin(u) cos(v) + sin(v) cos(u)

= sin(u) y/1 — sin?(v) + sin(v) /1 — sin®(u) = 7/1 — y2 +y V1 — 22

Anwendung von arcsin auf beide Seiten liefert die Behauptung.

b) Setze u = arccos(x), v = arccos(y). Dann gilt

cos (arccos(z) + arccos(y)) = cos(u +v) =) cos(u) cos(v) — sin(u) sin(v)

= cos(u) cos(v) — v/1 — cos?(u) /1 — cos2(v) = zy — V1 — 22 /1 — 12

Anwendung von arccos auf beide Seiten liefert die Behauptung.

a) Setze u = arctan(x), v = arctan(y). Dann gilt

B tan(u) + tan(v) Tty
tan (arctan(z) + arctan(y)) = tan(u + v) =4usg.10 1 — tan(u) - tan(v) 1w Yy




Anwendung von arctan auf beide Seiten liefert die Behauptung.

b) Im Fall -y 1 lese man die rechte Seite von a) als lim,_,, arctan(z) = 7 /2. Die
linke Seite von a) ergibt fiir z - y = 1 ebenfalls 7/2, und zwar aufgrund von

tan(u) =z = 1/y = 1/ tan(v) = cot(v) = tan(nw/2 — v),
woraus arctan(z) = w/2 — arctan(1/x) folgt.
a) f ist nur fiir x = 2 nicht definiert, also D = (—00,2) U (2,00) = R\ {2}
b) Man schreibe fiir  # 0

fla) = v(x+2/x)  x+2/x )
Vo x(1=2/)  1-2/x
Alternativ fiir x # 2
(z+2)(z—2)+6
T) = ==1z+2 2
f(z) R T+24 \ (2)
12—
(i) Es folgt wegen lim, 4o+ = 0 aus (1), 10 L
dass |
lim f(z) = +o0 ) "~
T—>00
lim f(z) = —o0
T——0Q
(ii) BEs folgt wegen limg\o —5 = oo und }
lim, = — = —oo aus (2), dass % } } ? jl ? ?
—-1
lim f(z) = +o00 :
tim (2 N
: —-3
lim f(z) = —o0 ‘
x /2 :7_4
—-5

y x| 2 4 0 1 15 2 25 3 45 6
“ fx) |22 15 1 1 3 85 165 11 9 9 95

e Die Funktion f(x), x > —1, lisst sich nach Erweiterung von Zihler und Nenner
schreiben als

PN IR SR 0 R
R ) IR (EAVE ) IRy (RaV ey

7



a) f ist definiert fiir z # 0.
f(z) = ———= fiirz #0
b) f besitzt bei = 0 den links- und rechtsseitigen Grenzwert —%, denn

lim f(x) - .
1m r) = ———F—— = — <
0,770 " 1+v0+1 2

Mit f(0) = —% ist f bei x = 0 stetig ergénzbar.
e Zur Funktion g(z): Wegen 2? —3z+2=(z—2)-(xz —1) ist

_ (@-3)(@ -2
g(x) = (x —2)(z — 1)

a) Die Funktion g ist definiert fiir z # 2, x # 1; g(z) =2 — 3 firx #2, z # 1.
b) Erginze g stetig durch ¢(2) = —1 und g¢(1) = —2. Dann ist g(z) = = — 3 fiir alle
x € R, und g ist definiert und stetig auf ganz RR.

e Die Funktion A(z) lautet mit Fallunterscheidung

3 x3 _ 1
Me) = oy = 4 T e T
3 4 T 1

a) h ist definiert fiir z # 0

b) h besitzt bei x = 0 keinen Grenzwert, denn

1
lim h(z) = = —1 [linksseitiger Limes]
z,/0 —1+40
1
limh(z) = —— =1 [rechtsseitiger Limes]

Es ist keine stetige Erginzung bei x = 0 moglich.

a) Fiir die Funktion f(z) = 1, 2 > 0, lautet die Funktion g(x) (d. h. der
Differenzenquotient) an der Stelle x # x,

11
oy 2 T@ ) P e 11
: T — T T — T T — T T X e g2

[Aus diesem Ergebnis folgt, dass f'(z) = — m%, x > 0 (tatsdchlich giiltig fiir = # 0)].

b) Fiir die Funktion f(z) = /x, * > 0, lautet die Funktion g(x) (d. h. der
Differenzenquotient) an der Stelle = # xy,

g(m):f(m)*f(mo) _VE—VE Vi@ it/
r — Xy r — Xy T — Xy \/?_‘_\/T_O

T — To 1

1
(7 70)- (Vi+vm)  Vitym TN 2ym

8




[Aus diesem Ergebnis folgt, dass f'(z) = ﬁ, x> 0].

[17.]

b/2 b/2
a) Fiir die maximale Entfernung z, gilt
b/2 b/2
tan(a) = L, so dass my = /
T tan(«)
L o
Fiir b = 7.32 [m] und o = 10° erhalten wir
zo = 20.757 [m)] S
P

b) Die Torecke hat vom Schiitzen einen Abstand L [m], sein Schufi mit Geschwindigkeit
vy [m/sec] erreicht die Ecke in der Zeit ty = L/vq [sec]. Dabei ist

T T
L = ——, sodass ty =

cos(a) vg - cos(a)

Die Chance auf einen Einschuss besteht bei t; < 1.2, das heif3t bei

U _— :a pumg R .
* 7 1.2 cos(a) ) 12, tan(a) - cos(«) 1.2 - sin(a)

Das bedeutet zahlenméBig, mit b = 7.32 [m]| und o = 10°,
v > 17.564 [m/sec] = 63.231 [km/h].

Beim Abfangen des Balles betrage die Laufzeit des Balls (und des Gegners) gleich t.
Die Lange der Laufwege von Ball und Gegner werden mit [z und [ bezeichnet. Es gilt

la lp la Va
tp = — = —, also — =

Vg UB B UB

a) Esist
la Vg
— = tan(a) = —, also vg = vp - tan(a)
Iy UB

0<a<m/2



b) Hier ist

— = sin(a) = UG, also vg = vp - sin(a)
lR UB

c) Fir 0<a<n/2 gilt G
sin(a) > 0, 0 < cos(a) < 1, tan(a) > 0.

Es ist dann

sin(«) ,
>t /
cos(a) sin(@) P '

0<a<m/2

tan(a) =

so dass vg im Fall a) grofler ist als im Fall b). Die
Alternative b) ist also fiir G die Giinstigere (Groere
Chance, den Ball abzufangen).

Die Parabelstiicke lauten

flz) =11 —a-2?, 0<x<12

. 0

g(x) = 3+b- (v —24)?, 12<2<24,
mit Koeffizienten a > 0, b > 0.

a) Der 'stetige’ Anschluss bei z = 12 liefert die Bestimmungsgleichung fiir a, b, namlich
11—a-12> = 3+b- (12 — 24)?

8= (a+b) 122
8 1
+b = — = —
R VYRS
Alle Parabeln f und g der Gestalt (1), deren positive
Koeffizienten a, b die Gleichung a + b = 11—8 erfiillen, Y

leisten den stetigen Anschluss bei xz = 12. 1
q

b) Sollen die Parabeln gleiche 'kongruente’ Form
haben, so muss f(12) = ¢(12) = (11+3)/2 = 7
sein. Es folgt dann

1

4
11—a-122 =7 dasheifit ¢« = — = — 3
144 36

: 4 1 0 15 24
340-122 =7 dasheifit b= — = —
+ as hei i 6

10



