
Mathematik f�ur Naturwissenshaftler, Prusha & RostKap III L�osungen1. a)x-Wert 0.1 0.2 0.4 0.8 0.999f(x) 1.0050 1.0206 1.0911 1.6667 22.3663g(x) 1.005 1.02 1.08 1.32 1.4990Wf = [1;1), Wg = [1; 1:5℄In der Tat: Es ist f(0) = g(0) = 1,limx!1 f(x) =1, g(1) = 1:5. 1011.5 gf
b) f und g sind streng monoton wahsend, so dass Umkehrfunktionen existieren.(i) F�ur x � 0 bzw. y � 1 ist y = 1=p1� x2 naheinander �aquivalent zuy2 = 1=(1� x2) ; x2 = (y2 � 1)=y2 ; x =py2 � 1=y :Also lautet die Umkehrfunktionf�1(x) = px2 � 1x = r1� 1x2 ; x 2 [1;1)(ii) F�ur x � 0 bzw. y 2 [1; 1:5℄ ist y = 1 + x2=2 naheinander �aquivalent zux2 = 2 (y � 1) ; x = p2py � 1 :Also lautet die Umkehrfunktiong�1(x) = p2px� 1 ; x 2 [1; 1:5℄2. Es gilt die relativistishe Formelm = m0q1� �v�2 [hier ist m0 = 1, und v= wird gleih x gesetzt℄a) Es ist ein x-Wert zu bestimmen mit f(x) = 1:2 [bzw. mit f(x) = 3℄. Gem�a�Aufgabe 26 b) ist f�1(1:2) = r1� 11:22 = 0:5528f�1(3) = r1� 132 = 0:9428Bei 55.28 bzw. bei 94.28 Prozent der Lihtgeshwindigkeit hat der K�orper die Masse1.2 bzw. 3.b) (i) Funktion h(x) = 1 als N�aherung an f(x), mit x = v= als relative Geshwin-digkeit: Der prozentuale Fehler ist kleiner als p � 100 % Prozent, fallsf(x)� h(x)f(x) = 1� 1f(x) � p ; d. h. f(x) � 11� p1



Mit p = 0:05 istf(x1) = 10:95 f�ur x1 = f�1� 10:95� =26b) p1� 0:952 = 0:31225Bis zu einer Geshwindigkeit von 31.225 Prozent der Lihtgeshwindigkeit ist der pro-zentuale N�aherungsfehler � 5 Prozent.(ii) Funktion g(x) = 1 + x2=2 als N�aherung an f(x), und zwar f�ur x � x1: Derprozentuale Fehler berehnet sih zuf(x1)� g(x1)f(x1) = 1� g(x1)f(x1) =(i) 1� 1:048751=0:95 = 0:003688 [�100%℄;ist also etwas kleiner als 0.369 Prozent.3. a) F�ur die Funktion a) ist Df = IR und Wf = (0; 1). F�ur y 2 (0; 1) rehnetman y = ex1 + ex = 11 + e�x () ex = y1� y () x = ln � y1� y�Also ist f�1(x) = ln � x1� x� ; mit Df�1 = (0; 1) ; Wf�1 = IRb) F�ur die Funktion b) ist Df = (1;1) und Wf = IR. F�ur y 2 IR rehnet many = ln(ln(x)) () x = eeyAlso ist f�1(x) = eex ; mit Df�1 = IR ; Wf�1 = (1;1)4. Wir behandeln die Funktionf(x) = ln x1� x = lnx � ln(1� x) :a) De�nitionsbereihDf = �x : x1� x > 0	 = �x : x > 0 und x < 1	 = (0; 1)b) Grenzwerte bei Ann�aherung von x an die Grenzen von (0; 1)limx!0 ln x1� x [ = 00 ln 0=100℄ = �1limx!1 ln x1� x [ = 00 ln 1=000℄ = +1Es folgt (mit der Stetigkeitvon f) als WertebereihWf = (�1;1) :) Graphen von f und g 2
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d) Berehnung der Umkehrfunktion der (streng monotonen) Funktion f .y = ln x1�x , x 2 (0; 1), ist naheinander �aquivalent mitey = x1� x ; x+ x � ey = ey ; x = eyey + 1Die Umkehrfunktion f�1 von f lautet alsof�1(x) = exex + 1 :F�ur die Umkehrfunktion giltDf�1 = Wf = (�1;1) ; Wf�1 = Df = (0; 1)5. F�ur h(u) = ln(u), u 2 (0;1), und g(x) = x=(1 � x), x 2 (0; 1) gilt Wg =(0;1) � Dh = (0;1) (sogar Gleihheit). Die Komposition h Æ g lauteth(g(x)) = ln � x1� x� � f(x) ; x 2 (0; 1) :F�ur g�1(u) = u=(u+ 1), u 2 (0;1), und h�1(x) = ex, x 2 IR, gilt Wh�1 = (0;1) �Dg�1 = (0;1) (sogar Gleihheit). Die Komposition g�1 Æ h�1 lautetg�1(h�1(x)) = exex + 1 � f�1(x) x 2 IR :6. Es ist per De�nition Df1 = [0;1), Wf1 = [0; 1), Df2 = [1;1), Wf2 = [0;1).Wf1 � Df1 : f1(f1(x)) = x2x+1 , x � 0.Wf2 = Df1 : f1(f2(x)) = px�1px�1+1 , x � 1.Wf1 6� Df2 : f2(f1(x)), x � 0, niht de�niert.Wf2 6� Df2 : f2(f2(x)), x � 1, niht de�niert7. Gegeben das PolynomP (x) = a0 + a1 � x+ : : :+ ap � xp (p � 1; ap = 1)a) Es ist f�ur xp 6= 0P (x) = xp � �a0xp + a1xp�1 + : : :+ 1� � xp �Q(p)3



Ferner gilt f�ur p � 1limx!1 xp = 1 limx!�1 xp = (1 p gerade�1 p ungeradesowie f�ur x! �1 ajxp�j �! 0 (p� j � 1)Also Q(p) �! 1 f�ur x! �1, so dasslimx!1 P (x) = limx!1 xp = 1limx!�1 P (x) = limx!�1 xp = (1 p gerade�1 p ungeradeb) Beispiele: P (x) = 1 + x2, P (x) = 1 + x4, oder �ahnlih. Hier ist P (x) � 1 f�uralle x 2 IR.) Wegen a) gilt f�ur ungerades p:Es existiert ein a > 0, so dass (P (�a) < 0P (a) > 0.Aufgrund der Stetigkeit von P gibt es zu dem"Zwishenwert\ 0, P (�a) < 0 < P (a), ein Wertx0, �a < x0 < a, mit P (x0) = 0. �a 0 ax0 P (x)
� Zu den folgenden Aufgaben:Die Additionstheoreme f�ur sin und os lautensin(x� y) = sin(x) � os(y)� os(x) _sin(y) (S)os(x� y) = os(x) � os(y)� sin(x) _sin(y) (C)8. a) os(2x) = os(x+ x) =(C) os(x) � os(x)� sin(x) � sin(x)= os2(x)� sin2(x) = os2(x)� 1 + os2(x) = 2 os2(x)� 1os2(x)� sin2(x) = � os2(x)� sin2(x)�= os2(x)� os2(x) + sin2(x)�= os2(x) = 1� tan2(x)1 + tan2(x)b) sin(2x) = sin(x + x) =(S) sin(x) � os(x) + sin(x) � os(x) = 2 sin(x) � os(x)= 2 sin(x) � os(x)= os2(x)� os2+sin2(x)�= os2(x) = 2 tan(x)1 + tan2(x)9.Setze x = u+ v, y = u� v. Dann istu = x + y2 v = x� y2 (*)4



a) sin(x) + sin(y) = sin(u+ v) + sin(u� v)=(S) sin(u) � os(v) + os(u) � sin(v) + sin(u) � os(v)� os(u) � sin(v)= sin(u) � os(v) + sin(u) � os(v) = 2 sin(u) � os(v)=(�) 2 sin �x + y2 � � os �x� y2 �b) os(x) + os(y) = os(u+ v) + os(u� v)=(C) os(u) � os(v)� sin(u) � sin(v) + os(u) � os(v) + sin(u) � sin(v)= os(u) � os(v) + os(u) � os(v) = 2 os(u) � os(v)=(�) 2 os �x + y2 � � os �x� y2 �10. Es gilt tan(x + y) =Def sin(x+ y)os(x+ y)=(S);(C) sin(x) � os(y) + os(x) � sin(y)os(x) � os(y)� sin(x) � sin(y)= sin(x)�os(y)os(x)�os(y) + os(x)�sin(y)os(x)�os(y)os(x)�os(y)os(x)�os(y) � sin(x)�sin(y)os(x)�os(y)= sin(x)os(x) + sin(y)os(y)1� sin(x)os(x) � sin(y)os(y) =Def tan(x) + tan(y)1� tan(x) � tan(y)Die Rehnung ist g�ultig, solange x + y 6= �2 � k � �, d. h. auh tan(x) � tan(y) 6= 1.11. Man errihtet als Hilfsgr�o�e die H�ohe h aufder Seite . Die Seitenl�ange  wird auf aufgeteilt in = 1 + 2.a) sin(�) = hb ; sin(�) = ha =) sin(�)sin(�) = ab


� �b ab) os(�) = 1b ; os(�) = 2a =)  = 1 + 2 = a � os(�) + b � os(�)Bemerkung: F�ur � 2 (�=2; �) und � 0 = � � � giltsin(�) = sin(� 0) und os(�) = � os(� 0). Es geltena) und b) [Letzteres mit einem 2, das negativ ist℄ � � �0b a) (i)  2 (0; �=2). Durh Ziehen der H�ohe h wird b aufgeteilt in b = b1 + b2.Pythagoras im rehts liegenden rehtwinkligen Dreiek liefert5



(�) b22 = a2 � h2 ; ferner: b2 = a � os() :Pythagoras im links liegenden rehtwinkligen Drei-ek liefert2 = h2 + b21 = h2 + (b� b2)2= h2 + b2 + b22 � 2 b � b2=(�) h2 + b2 + (a2 � h2)� 2 b � a � os()= a2 + b2 � 2 a � b � os() :
b a hb2b1

ii)  2 (�=2; �). Durh Ziehen der H�ohe h entstehen zwei ineinander liegende reht-winklige Dreieke. Pythagoras im kleinen rehtwinkligen Dreiek liefert(��) b20 = a2 � h2 ; ferner: b0 = a � os(� � ) = � a � os() :Pythagoras im gro�en rehtwinkligen Dreiek liefert2 = h2 + (b + b0)2 = h2 + b2 + b20 + 2 b � b0=(��) h2 + b2 + (a2 � h2)� 2 b � a � os()= a2 + b2 � 2 a � b � os() :Im Fall  = �=2 haben wir wegen os(�=2) = 0den Satz von Pythagoras, d. i. 2 = a2 + b2. b a hb0
� Die Gleihungen der Aufgaben 12 und 13 sind in diesem Sinne zu verstehen:Es gibt stets einen Wert des Ausdruks auf rehten Seite der Gleihung (eventuell aufeinem Nebenzweig liegend), der gleih der linken Seite ist.12.a) Setze u = arsin(x), v = arsin(y). Dann giltsin � arsin(x) + arsin(y)� � sin(u+ v) =(S) sin(u) os(v) + sin(v) os(u)= sin(u)q1� sin2(v) + sin(v)q1� sin2(u) = xp1� y2 + yp1� x2Anwendung von arsin auf beide Seiten liefert die Behauptung.b) Setze u = aros(x), v = aros(y). Dann giltos � aros(x) + aros(y)� � os(u+ v) =(C) os(u) os(v)� sin(u) sin(v)= os(u) os(v)�p1� os2(u)p1� os2(v) = x y �p1� x2p1� y2Anwendung von aros auf beide Seiten liefert die Behauptung.13.a) Setze u = artan(x), v = artan(y). Dann gilttan � artan(x) + artan(y)� � tan(u+ v) =Aufg:10 tan(u) + tan(v)1� tan(u) � tan(v) = x + y1� x � y6



Anwendung von artan auf beide Seiten liefert die Behauptung.b) Im Fall x � y % 1 lese man die rehte Seite von a) als limz!1 artan(z) = �=2. Dielinke Seite von a) ergibt f�ur x � y = 1 ebenfalls �=2, und zwar aufgrund vontan(u) = x = 1=y = 1= tan(v) = ot(v) = tan(�=2� v) ;woraus artan(x) = �=2� artan(1=x) folgt.14.a) f ist nur f�ur x = 2 niht de�niert, also D = (�1; 2) [ (2;1) = IR n f2gb) Man shreibe f�ur x 6= 0f(x) = x(x + 2=x)x(1� 2=x) = = x + 2=x1� 2=x (1)Alternativ f�ur x 6= 2f(x) = (x + 2)(x� 2) + 6x� 2 = = x+ 2 + 6x� 2 (2)
(i) Es folgt wegen limx!�1 1x = 0 aus (1),dass limx!1 f(x) = +1limx!�1 f(x) = �1(ii) Es folgt wegen limx&2 1x�2 = +1 undlimx%2 1x�2 = �1 aus (2), dasslimx&2 f(x) = +1limx%2 f(x) = �1
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) x -3 -2 -1 0 1 1.5 2 2.5 3 4 5 6f(x) -2.2 -1.5 -1 -1 -3 -8.5 { 16.5 11 9 9 9.515.� Die Funktion f(x), x � �1, l�asst sih nah Erweiterung von Z�ahler und Nennershreiben alsf(x) = �1�px+ 1� � �1 +px + 1�x � �1 +px+ 1� = 1� (x + 1)x � �1 +px+ 1� = �xx � �1 +px + 1�7



a) f ist de�niert f�ur x 6= 0.f(x) = �11 +px+ 1 f�ur x 6= 0b) f besitzt bei x = 0 den links- und rehtsseitigen Grenzwert �12 , dennlimx!0; x6=0 f(x) = �11 +p0 + 1 = � 12Mit f(0) = �12 ist f bei x = 0 stetig erg�anzbar.� Zur Funktion g(x): Wegen x2 � 3 x+ 2 = (x� 2) � (x� 1) istg(x) = (x� 3)(x� 2)(x� 1)(x� 2)(x� 1)a) Die Funktion g ist de�niert f�ur x 6= 2, x 6= 1; g(x) = x� 3 f�ur x 6= 2, x 6= 1.b) Erg�anze g stetig durh g(2) = �1 und g(1) = �2. Dann ist g(x) = x � 3 f�ur allex 2 IR, und g ist de�niert und stetig auf ganz IR.� Die Funktion h(x) lautet mit Falluntersheidungh(x) = x3jx3j+ x4 = ( x3�x3+x4 = 1�1+x ; x < 0x3x3+x4 = 11+x ; x > 0a) h ist de�niert f�ur x 6= 0b) h besitzt bei x = 0 keinen Grenzwert, dennlimx%0 h(x) = 1�1 + 0 = �1 [linksseitiger Limes℄limx&0h(x) = 11 + 0 = 1 [rehtsseitiger Limes℄Es ist keine stetige Erg�anzung bei x = 0 m�oglih.16. a) F�ur die Funktion f(x) = 1x , x > 0, lautet die Funktion g(x) (d. h. derDi�erenzenquotient) an der Stelle x 6= x0,g(x) = f(x)� f(x0)x� x0 = 1x � 1x0x� x0 = (x0 � x)=(x0 � x)x� x0 = � 1x x0 �!x!x0 � 1x20[Aus diesem Ergebnis folgt, dass f 0(x) = � 1x2 , x > 0 (tats�ahlih g�ultig f�ur x 6= 0)℄.b) F�ur die Funktion f(x) = px, x > 0, lautet die Funktion g(x) (d. h. derDi�erenzenquotient) an der Stelle x 6= x0,g(x) = f(x)� f(x0)x� x0 = px�px0x� x0 = px�px0x� x0 � px +px0px +px0= x� x0(x� x0) � �px +px0� = 1px+px0 �!x!x0 12px08



[Aus diesem Ergebnis folgt, dass f 0(x) = 12px , x > 0℄.17.a) F�ur die maximale Entfernung x0 gilttan(�) = b=2x0 ; so dass x0 = b=2tan(�)F�ur b = 7:32 [m℄ und � = 10o erhalten wirx0 = 20:757 [m℄
b/2 b/2
L x0�Pb) Die Toreke hat vom Sh�utzen einen Abstand L [m℄, sein Shu� mit Geshwindigkeitv0 [m/se℄ erreiht die Eke in der Zeit t0 = L=v0 [se℄. Dabei istL = x0os(�) ; so dass t0 = x0v0 � os(�)Die Chane auf einen Einshuss besteht bei t0 < 1:2, das hei�t beiv0 > x01:2 � os(�) =a) b=21:2 � tan(�) � os(�) = b=21:2 � sin(�) :Das bedeutet zahlenm�a�ig, mit b = 7:32 [m℄ und � = 10o,v0 > 17:564 [m=se℄ = 63:231 [km=h℄ :18.Beim Abfangen des Balles betrage die Laufzeit des Balls (und des Gegners) gleih t0.Die L�ange der Laufwege von Ball und Gegner werden mit lB und lG bezeihnet. Es giltt0 = lGvG = lBvB ; also lGlB = vGvBa) Es istlGlB = tan(�) = vGvB ; also vG = vB � tan(�) �P

GlGlB 0 < � < �=2
9



b) Hier istlGlB = sin(�) = vGvB ; also vG = vB � sin(�)) F�ur 0 < � < �=2 giltsin(�) > 0; 0 < os(�) < 1; tan(�) > 0:Es ist dann tan(�) = sin(�)os(�) > sin(�) ;so dass vG im Fall a) gr�o�er ist als im Fall b). DieAlternative b) ist also f�ur G die G�unstigere (Gr�o�ereChane, den Ball abzufangen).
�P

G lGlB0 < � < �=2
19.Die Parabelst�uke lautenf(x) = 11� a � x2 ; 0 � x � 12 ;g(x) = 3 + b � (x� 24)2 ; 12 � x � 24 ; (1)mit KoeÆzienten a > 0, b > 0.a) Der 'stetige' Anshluss bei x = 12 liefert die Bestimmungsgleihung f�ur a, b, n�amlih11� a � 122 = 3 + b � (12� 24)28 = (a + b) � 122a + b = 8144 = 118Alle Parabeln f und g der Gestalt (1), deren positiveKoeÆzienten a, b die Gleihung a+ b = 118 erf�ullen,leisten den stetigen Anshluss bei x = 12.b) Sollen die Parabeln gleihe 'kongruente' Formhaben, so muss f(12) = g(12) = (11 + 3)=2 = 7sein. Es folgt dann11� a � 122 = 7 das hei�t a = 4144 = 1363 + b � 122 = 7 das hei�t b = 4144 = 136
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