
Mathematik f�ur Naturwissenshaftler, Prusha & RostKap II L�osungen1. a) xn = 4n3 � (n+ 2)3(2n+ 1)3 � 8 = n3�4� (1 + 2=n)3�n3�(2 + 1=n)3 � 8=n3� =�!n!1 4� 123 = 38b) xn = p9n8 + n7 + 1(3n2 + 1)2 = 3n4p1 + 1=(9n) + 1=(9n8)9n4 �1 + 1=(3n2)�2 �!n!1 39 = 13) xn = np3n � npn � npn = 3 � � npn�2 �!n!1 3 � 12 = 32. a) xn = 1n2 nXi=1 i = 1n2 12 n (n + 1) = 12 �1 + 1n� �! 12 (1 + 0) = 12b) xn = 1n! ln(1 � 2 � : : : � n) = 1n! ln(n!) �!n!!1 0b) alternativ: Mit ln(i) � ln(n) f�ur i � n und wegen n! > n2 f�ur n > 3 haben wir0 � xn � 1n2 n � ln(n) = 1n ln(n) �!n!1 03. Aus Vorl. II 2.2 wissen wir, dasslimn!1 �1 + 1n�n = e = limn!1 �1 + 1n�n+1a) xn = p(1 + 1=n)n �! peb) limn!1 �1� 1n�n =Hinweis limn!1 1�1 + 1n�1�n = 1limn!1 �1 + 1n�n+1 = 1e) 1. L�osungsweglimn!1 �1� 1n2 �n =Hinweis limn!1 h�1� 1n��1 + 1n�in = limn!1 h�1� 1n�n�1 + 1n�ni= limn!1 �1� 1n�n limn!1 �1 + 1n�n =a) 1e � e = 12. L�osungsweg. Die Bernoullishe Ungleihung liefert zun�ahst�1� 1n2 �n � 1 + n �1n2 = 1� 1nAlso gilt die Einshlie�ung 1� 1n � �1� 1n2 �n � 1n = 11



was wegen (1� 1=n)! 1 zu (1� 1=n2)n ! 1 f�uhrt.4. Die Reihen in a) und b) erweisen sih als sogenannte Teleskop-Summen.a) Wir bezeihnen mit sn die n-te Partialsumme.(i) sn = nXk=1 (ak � ak�1) = (an � an�1) + (an�1 � an�2) + : : :+ (a2 � a1) + (a1 � a0)= an � a0Also limn!1 sn = limn!1 an � a0 = a� a0.(ii) sn = nXk=1 (ak � ak+1) = (a1 � a2) + (a2 � a3) + : : :+ (an�1 � an) + (an � an+1)= a1 � an+1Also limn!1 sn = a1 � limn!1 an+1 = a1 � a.b) 14 k2 � 1 = 1(2k � 1) � (2k + 1) = 12 12k � 1 � 12 12k + 1 � ak � ak+1Dabei ist in Hinsiht auf a), Teil ii):ak = 12 12k � 1 ; [dann ak+1 = 12 12k + 1 ; insbesondere a1 = 12℄; limak � a = 0 :Also liefert a), Teil ii) 1Xk=1 14 k2 � 1 = 125. a)(i) Es ist 13 = 0:333 : : : � 0:3. Als unendlihe Reihe wird dieser periodishe Dezimal-bruh wie folgt geshrieben0:3 = 310 + 3102 + : : : � 1Xk=1 310k = 310 1Xk=0 110k =(�) 310 � 11� 110 = 39 = 13Bei (*) haben wir ausgen�utzt, dass es sih um eine geometrishe Reihe mit q = 1=10handelt.(ii) Es ist 17111 = 0:153153153 : : : � 0:153. Als unendlihe Reihe wird dieser periodisheDezimalbruh wie folgt geshrieben0:153 = 1531000 + 15310002 + : : : � 1Xk=1 1531000k = 1531000 1Xk=0 11000k=(�) 1531000 � 11� 11000 = 153999 = 17111Bei (*) haben wir ausgen�utzt, dass es sih um eine geometrishe Reihe mit q = 1=1000handelt. 2



b) Sei s ein Dezimalbruh, 0 � s < 1. Dann gibt es eine Folge z1; z2; : : : von ganzenZahlen, 0 � zk � 9 ; f�ur alle k � 1 ;so dass s = 0:z1z2 : : : � 1Xk=1 zk10kgilt. Die Folge sn der Partialsummen, das istsn = nXk=1 zk10k ; n = 1; 2; : : : ;weist diese folgenden Eigenshaften auf.(i) monoton. In der Tat, da sn+1� sn = zn+1=10n+1 � 0, so ist sn � sn+1 f�ur jedes n.(ii) beshr�ankt. In der Tat, es ist 0 � sn �Pnk=1(9=10)k < 1 f�ur alle n.Nah dem Hauptsatz �uber monotone Folgen konvergiert sn und damit die Reihe s.6.1. Fallstreke 1 � h2. Fallstreke q � h3. Fallstreke q2 � h... ...a) GesamtfallstrekeWf = h � �1 + q + q2 + : : : � = h 1Xk=0 qk= h � 11� q [Geometrishe Reihe℄Die Werte q = 3=4 und h = 1 eingesetzt, ergibt Wf = 4.

1 hqq2
01. Steigstreke q � h2. Steigstreke q2 � h3. Steigstreke q3 � h... ...b) GesamtsteigstrekeWs = h � �q + q2 + q3 + : : : � = h q 1Xk=0 qk = h � q � 11� q [Geometrishe Reihe℄Die Werte q = 3=4 und h = 1 eingesetzt, ergibt Wf = 3. Die Gesamtstreke betr�agtW = Ws +Wf = h � 1 + q1� q = 7 ;Letzteres nah Einsetzen von q = 3=4 und h = 1.3



7.a) Wegen 1k (0:5)k = 1k 12k < 12k stellt die konvergente geometrishe Reihe P1k=1 12keine konvergente Majorante dar: Die Reihe a) ist also konvergentOder Quotientenkriterium: Mit den positiven Reihengliedern ak = 1k 12k folgt dieKonvergenz der Reihe ausjak+1jjakj = k � 2k(k + 1) � 2k+1 = 12 kk + 1 � 12 :b) Wegen 1k (1:5)k > 1k und wegen der (bestimmten) Divergenz der harmonishenReihe P1k=1 1k ist auh die Reihe b) (bestimmt) divergent.) Anwendung des Quotientenkriteriums, mit den positiven Reihengliedern ak =k2=k!, liefertjak+1jjakj = (k + 1)2(k + 1)! k!k2 = (k + 1)2k + 1 1k2 = k + 1k2 = 1k �1 + 1k� �! 0bei k !1. Also ist die Reihe ) konvergent.d) Wegen 1=pk � 1=k f�ur alle k � 1 und der (bestimmten) Divergenz der harmoni-shen Reihe P1k=1 1=k ist auh die Reihe d) (bestimmt) divergent.e) Nah Aussage des Quotientenkriteriums ist die Reihe konvergent, denn���ak+1ak ��� = (2 k)!32k 32k+2(2k + 2)! = 32(2k + 1)(2k + 2) �!k!1 08. Wir setzen ak = (�1)k+1 xkk , k = 1; 2; : : :.a) Die Reihe P1k=1 ak ist f�ur jedes x mit �1 < x � 1 konvergent. In der Tat.x = 0: Dann alle ak = 0, Reihenwert also gleih 0.0 < jxj < 1: Anwendung des Quotientenkriteriums liefertjak+1ak j = ���(�1)k+2xk+1=(k + 1)(�1)k+1xk=k ��� = kk + 1 jxj � jxj < 1 f�ur alle k � 1 (k0 = 1)Hinweis: Es reiht niht aus, jak+1=akj < 1 f�ur alle k � k0 nahzuweisen.x = 1: Dann ist die Folge ak = (�1)k+11=k alternierend, mit einer monotonenNullfolge 1=k. Das Leibniz-Kriterium garantiert die Konvergenz der Reihe.b) Die Reihe P1k=1 ak ist f�ur jedes x mit jxj > 1 und f�ur x = �1 divergent. In derTat.x = �1: Dann ak = (�1)k+1 (�1)kk = (�1)2k+1 1k = � 1k ;und P1k=1 ak = � P1k=1 1=k [ = �1℄ ist die (divergierende) negative harmonisheReihe. 4



jxj > 1: Dann ist jxj = 1 + ,  > 0, und unter Benutzung der Bernoulli-Ungleihungjakj = jxjkk = (1 + )kk � 1 + k k = + 1k �!k!1  > 0Die Folge ak ist also keine Nullfolge, so dass die Reihe P1k=1 ak divergiert.Hinweis: Sp�ater wird sih zeigen, dass f�ur �1 < x � 1 gilt1Xk=1 (�1)k+1 xkk = ln(1 + x) [Logarithmusreihe℄9. a) Es ist Pnk=0 ak � bn�k =n = 0: a0 � b0n = 1: a0 � b1 + a1 � b0n = 2: a0 � b2 + a1 � b1 + a2 � b0n = 3: a0 � b3 + a1 � b2 + a2 � b1 + a3 � b0n = 4: a0 � b4 + a1 � b3 + a2 � b2 + a3 � b1 + a4 � b0... ... ...Summation a0 (b0 + b1 + b2 + : : :) + a1 (b0 + b1 + b2 + : : :) + a2 (b0 + b1 + b2 + : : :) + : : :Ausklammern (a0 + a1 + a2 + : : :) � (b0 + b1 + b2 + : : :) �� �P1i=0 ai� � �P1j=0 bj�b) Nah Vorlesung (siehe III 2.2 unten; Anwendung des Quotientenkriteriums) ist dieReihe P1i=0 xi=i! konvergent f�ur jedes x 2 IR.1Xi=0 xii! � 1Xj=0 yjj! =(1) 1Xn=0 � nXk=0 xkk! � yn�k(n� k)!�= 1Xn=0 1n! nXk=0 n!k! (n� k)! xk yn�k = 1Xn=0 1n! nXk=0 �nk� xk yn�k=BLS 1Xn=0 (x+ y)nn! ;wobei wir beim letzten = Zeihen den Binomishen Lehrsatz angewandt haben.Hinweis: Sp�ater wird sih zeigen, dass f�ur alle x 2 IR1Xi=0 xii! = ex [Exponentialreihe℄gilt. Aussage b) bedeutet dann, dass ex � ey = ex+y.10. a) Wir wenden die barometrishe H�ohenformel an.
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p(100) = 760 � e��100 = 760 � e�125�10�4= 760 � e�0:0125 = 760 � 0:98757= 750:56 [Torr℄p(20000) = 760 � e��20000 = 760 � e�25000�10�4= 760 � e�2:50 = 760 � 0:08208= 62:38 [Torr℄
p(0)

hp(h)
b) Aus p(h) = p(0) � e� h folgt mit der Abk�urzung q(h) = p(h)=p(0), dassh = � 1 � ln q(h))q = 0:8: h = (104=1:25) � 0:22314 = 1785:14 [m℄q = 0:4: h = (104=1:25) � 0:91629 = 7330:32 [m℄d) Nah b) ist [wegen der strengen Monotonie der Funktion ln, siehe Kap. III 2.3unten℄ die Aussage380 � p(h) � 684 [Torr℄�aquivalent mit�(1=) ln(684=760) � h � �(1=) ln(380=760),das hei�t mit842:88 � h � 5545:18 [m℄.11.a) Das Argument des Zenon beweist nur Folgendes.� Zu unendlih vielen Zeitpunkten (zu denen A die Ausgangsposition vonSh jeweils erreiht hat) hat A die Sh niht eingeholt.Es beweist niht, dass er sie nie einholt.A Sh0 1b) Wir nehmen an, der A l�auft m mal shneller als die Sh, die zu Beginn {wenn Adie Position 0 einnimmt{ einen Vorsprung von 1 hat. A erreiht die Ausgangspositionder Sh jeweils bei(�) 1 ; 1 + 1m ; 1 + 1m + 1m2 ; : : : [Wegstreken des A℄Die Summe s dieser Wegstreken des A stellt eine geometrishe Reihe dar, n�amlihs = 1Xk=0 1mk = 11� 1m = mm� 16



Die entsprehende Summe der Wegstreke der Shneke ist1Xk=1 1mk = 1m � 11� 1m = 1m� 1 = s� 1Die Position s {vom Nullpunkt gemessen{ nehmen A und Sh also gemeinsam ein; beiPosition s (bzw. zum Zeitpunkt t = s=vA, wenn vA die Geshwindigkeit des A ist) holtA die Sh ein.Au�osung des Paradoxons:Zu allen Zeitpunkten < t (bzw. bei allen Positione < s) hat A die Sh niht eingeholt.Zu allen Zeitpunkten > t (bzw. bei allen Positione > s) hat A die Sh �uberholt.Alternative Berehnung der Position s (setzt das Einholen aber bereits voraus). ZumZeitpunkt des Einholens muss gelten:s� 1vSh = svA =) s� 1 = sm =) s = mm� 1
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