Mathematik fiir Naturwissenschaftler, Pruscha & Rost
Kap I Losungen

a) b a

Flache des Quadrats: b

Q = (a+0b)?

= a+a-b+a-b+b?
4 Teil flachen

= a®+2a-b+0 a

b) Da die Winkelsumme im Dreieck gleich 180° ist, sind die Winkel im eingezeichneten
Viereck rechte Winkel.

Q
Fliache des Quadrats: b
1
= A+4-—a-b
5Teil flichen 2
= Z+2a-b
a c

Mit a) folgt, dass ¢ = a? + b?.

[2] a) Formel (1) fiir b=1

a” —1

=14a+a’>+...+a"".
a—1

Formel (1) fira=2,b=1
M1 =14+2+22+... 4201,

b) Setze in (1) a =3, b =2 und n = 6 ein. Im Ausdruck (2) fehlt an der rechten Seite
von (1) der Term 3*-2 = 162. Also

36 _ 96

—162 = 729 — 64 — 162 = 503.
3—2

(2) =

c) Beweis nach Schema (vollstdndige Induktion noch nicht bekannt)

(a—b)- (@ " +a"?b+...+a- 0" +0")
= a"+a" b+ a2 " a7t
—a" Vb= a2 = =

= a" —-b".



3] a)

1 3

w

0
9

1 0

b) Setze a = 4,321. Dann ist
1000-a—10-a = 4321,21 — 43,21 = 4278,  also  999-a = 4278

Wir erhalten 4078 13
a=4321 = —— = —
990 165
Gegeben ein Punkt z € IR. Sein Abstand von 1 bzw. von 2 betriigt |z —1| bzw. |z —2|.
(i) Gesucht ist die Punktmenge M C IR mit

3
(x) |z—1| < Z\x—2| fiir alle z € M.

(ii) Fallunterscheidungen

r<l 1<2<2 o>2
lzt—1] | 1—-2z x—1 z—1
lt—2||2—1z 2—x x—2

xz <1 Ungleichung (*) lautet 1 —2z < 3(2—2z) oder z> —2
1<z <2 Ungleichung (*) lautet z —1<2(2—2) oder z< =13
x> 2 Ungleichung (*) lautet z —1< 3 (z—2) oder z< -2,

Letzteres ein Widerspruch zu z > 2 (!)
Geméf der ersten beiden Zeilen ergibt sich die Lésungsmenge

M = {xGIR:—2<x<1§}

(iii)
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Probe:
Fir x=-2 gilt 1—-(-2)=3/4(2—-(-2)) .

. _ 13 : 3 _ 3 3
Fir z =12 gilt 17—1—1(2—17).

108 - q=3 - b7 6
— —(=8) . 4=3-(=2) .76 _ 1014.,"L.
10-% a2 .5 = 10 a b’ =10"-a " -b,
also 21 =14, 29 = =1, z3 = 1.

Einsetzen von f, g, h ergibt (a, z > 0)

\/10—5 cab/2 A 106 - q-3/2 . 1/3
102.q=3 . £7/3

= /10-5+6-2 . g5/2-3/2+3 . p4+1/3-7/3

1
VI = e at g
V10

a) Mit M =5.97-10% kg, r = 6.37-10°m, v = 6.67-10 ' m?/(kg- sec?) rechnet

man

5.97
6.372

Also ist g = 9.813 in den Einheiten

F = 6.67- 210711010712 - my = 0.9813 102 . my = 9.813-my.

m? kg m

kg-sec2 m2  sec?’
b) Esist 1m3 =10°cm?, 1kg =103 g, 1 sec®> = (1/3.6) - 102 min?. Also folgt

3 108 3 3
y = 667107 " = 667361070 " _ 919907t T
kg - sec? 103 -1073 g - min? g - min?

Unter Verwendung des Binomischen Lehrsatzes (BLS)

) i > -3’“—25: %) gt %) .3 = (1+3)° — 243
a g0 T \g) T T ) T BT
k=0
= 1024 — 243 = 781

b) 25: (Z)-sk-76—’“ = 26: (2)-3’“-76—’“ - (g>-30-76 - (Z)-?ﬁ-?o

k=0
=prs (34+7)°—7%—35 = 10°— 76— 3° = 881622

ijo (?) 4" - Z; (f) 2.3 =prs (4+1)°—[(2+3)° - <§) .25] = 2° =32



[9] a) L F. befinden sich iiber und unter dem langen Bruchstrich jeweils k Faktoren.
Sei k < m (sonst siehe (ii) unten).

1 fm\y _1 m-(m-1)-...-(m—-%k+1) 1 . 1, k-1
m’“(k) k! m-m-...-m K - m) (1 m)
1 1 k—1 1 n-(n—=1)-...-(n—k+1)
< (22 H‘l'(l_ﬁ).“"(l_ n ):E n-n-...-n

- ()

b) (i) Firk=0und k =1 gilt #(72) - n_lk(Z)

(if) Firk=m+1,...,ngilt 2 (7) = 0.

Damit ergibt sich

1\m o (m) 1 ~ (m) 1 “ (n\ 1
(1+R) =BLS Z<k>ﬁ=(ii) (k)ﬁ<(i),a) (k)ﬁ

Beachte beim <-Zeichen, dass (wegen n > 2) auf mindestens einen Summanden der
Aufgabenteil a) zutrifft.

Es handelt sich um ein Permutationsproblem.

Die Plitze 1,3,5,7,9,11 der bunten Reihe werden von Buben, die Plitze 2,4,6,8,10
von den Médchen eingenommen.

Buben und Médchen kénnen jeweils untereinander ihre Plitze tauschen (permutieren).

Anzahl = P4(6) - P5(5) = 6!-5! = 720-120 = 86 400.

Es handelt sich um Permutationen bzw. Kombinationen von n = 6 Elementen
mit Wiederholungen.

a) PY(6) = 6° = 7776
b) C¥(6) = (**I7") = 252

5

Die Positionen der 11 Buchstaben im Wort werden mit 1,2,...,11 durchnummeriert. Es
handelt sich um Kombinationsprobleme.

a) Die 7 Positionen der A’s legen das Wort eindeutig fest (Die B’s kommen auf die
restlichen 4 Positionen). Beispiel |BAAABBAABAA |

{11y (11\ _, 11-10-9-8
Anzathorter—<7>—[<4>—} 1 2.3.4 = 330

b) Die 6 Positionen der A’s und die 3 Positionen der B’s unter den restlichen 5 legen
das Wort fest. (Oder: Die 3 Positionen der B’s und die 2 Positionen der C’s unter den



restlichen 8). Beispiel |BACABBAACAA |

Anzahl Worter = 1 . 5 = 11 . 8
6 3 3 2
11-10-9 8-7
. = 165-28 = 462
1 2.3 1.2 65 - 28 620

Bei der Auswahl von Vorlesungen handelt es sich um ein Kombinationsproblem:
a) Anzahl= (3)- () - (5)-(})) = 6-10-15-35 = 31500.

3 4
b) Anzahl = (6+4+1)-(10+541)-(15+641)-(35+21+7+1) = 11-16-22-64 = 247 808.

Es handelt sich um Kombinationsprobleme.

a) Ein Spieler erhilt 10 aus 32 Karten, wobei die Reihenfolge der Zuteilung keine
Rolle spielt: Kombinationen von 32 Elementen zur Klasse 10 ohne Wiederholungen.
Thre Anzahl ist

= 64512240 [ca. 64.5 Millionen]

32 32-31-...-24-23
i - () -

10 10-9-...-2-1

b) Wir nehmen an, die Spieler seien unterscheidbar. Der erste Spieler erhéhlt 10 aus
32 Karten, der zweite erhilt 10 aus den restlichen 22 Karten, der dritte Spieler erhilt
10 aus den restlichen 12 Karten. Die Anzahl insgesamt ist

C10(32) - C1o(22) - Cro(12) = Gz) , (?3) _ (1(2)) ~ 3.101

Werden die Spieler nicht in 1.,2. und 3. Spieler unterschieden, so ist die Anzahl noch
durch 3! = 6 zu dividieren.

a) Aus n = 64 Feldern werden k = 8 als Standorte der 8 Tiirme ausgewéhlt,
wobei (bei der Auswahl) die Reihenfolge keine Rolle spielt: Kombinationen von 64
Elementen zur Klasse 8 ohne Wiederholungen. Thre Anzahl ist

64 64-63-...-58-57
4) = — — 9.3.57-58-59-61-62
Cs(64) <8> e [=2-3-57-58-50-61-62]
= 4426165368 [ca. 4.4 Milliarden)]
b) Auf jeder der 8 Vertikalen a,b,....,h und 8 o °.
der 8 Horizontalen 1,2,....8 kommt jeweils 7 o

ein Turm zu stehen 6 o T
a-Linie: 8 Moglichkeiten sl o
b-Linie: 7 Moglichkeiten (weil eine Hori- P S R
zontale schon besetzt ist) Y s e R R S

[
h-Linie: 1 Moglichkeit (weil 7 Horizontalen 2l o
schon besetzt sind). 1 . ”””””””””




Die Anzahl insgesamt ist also gleich der Anzahl der Permutationen von 8 Elementen
ohne Wiederholung:
P(8) = 8! = 40320

(i) Fiir die 15 A-T Paare stehen 15 aus 30 Plitzen des Stranges zur Verfiigung
(Die 15 G-T Paare nehmen dann die anderen 15 Plitze ein). Dazu gibt es

30 30! . .
C15(30) = = —— =~ 1.551-10 [ca. 155 Millionen]
15 15! - 15!

Moglichkeiten.

(ii) Da es zwei unterscheidbare Strénge gibt (Strang 1 und Strang 2), gibt es bei jedem
der 30 Paare (A-T bzw. G-C) die Alternativen A auf Strang 1 oder auf Strang 2 (bzw.
G auf Strang 1 oder 2). Dies belduft sich auf

2% ~ 1.074-10°  [ca. 1 Milliarde]
Moglichkeiten. Insgesamt haben wir also

230 . C15(30) ~ 1.665-10'" verschiedene solcher Doppelstringe

Turmh6éhe H = 330 [m] = 0.33 [km]
Erdradius (Aquator) R = 6378.160 [km] A+ A
Abstand am Boden A

Abstand an der Spitze A + A

Gefragt ist nach  A/A-100 % .
Der Strahlensatz liefert

A+ A H+R . A H
1 - 7 das heifit 1= 5

Die verlangte Prozentzahl lautet

A 33

—-100 = = 0.0052 %.

A 6378.16 %

Umfang 4 - z [m]

Kosten fiir
Alternative 1: 1 x Fliche = 2> EUR
Alternative 2:
2 x Umfang + Festkosten = 8 - z + 105 EUR Fliche 22 [qm]

Kostengleichheit herrscht fiir ein  mit

22 —8.2—105 = 0

Seitenlénge x |m]




Kosten
Die positive Losung dieser quadratischen
Gleichung lautet

64
r =444/ +105 = 4+ V121 = 15[m]

Bei x < 15 [m] ist die Alternative 1, bei
x > 15 die Alternative 2 die Kosten-giinsti-
gere; siehe die (nicht mafstabsgetreue) ne-
benstehende Skizze.

a) o Mi

Wir rechnen in der Einheit h [Stunde]. Die
Umlaufzeiten des St-Zeigers und des Mi-
Zeigers sind

ter = 12 [h], tas = 1[h]

Wir nehmen den Umfang des Ziffernblatt-
Kreises als 1 an.

Geschwindigkeiten: vs; = 1/ts, vpi = 1/tp.
Strecken, die zum Zeitpunkt ¢; des erneuten Zusammentreffens zuriickgelegt wurden:
St-Zeiger wvg; - t; = t1/tst,
Mi—Zeiger Uni * tl = tl/th
Letztere ist um 1 (d.h. um einen Umlauf) grofer als die Erstere. Damit ergibt sich die
Gleichung

t t 1 1 1
1+ = = bzw. — = - —
lst  twi 131 Imi st
Es folgt
1 12 1
= = 2 h=1— [h
YT VUt — 1/ts, 11 [A] e

Dem entspricht eine Uhrzeit von

1 Uhr und 60 = 1 Uhr und 5.45 [min].

b)
Wir rechnen in der Einheit (Erd)Tage. Die Umlaufzeiten der Erde und der Venus sind



tg = 365.25 [Tage], ty = 224.70 [Tage]

Wir nehmen den Umfang der (als
kreisformig und gemeinsam gedachten)
Bahn als 1 an.

Ganz analog zu a) ergibt sich fiir den Zeitpunt ¢; der néichsten Konjunktion die Glei-
chung
1 1 1 1

Lo - - also t=——— — 58393 [(Erd)T:
Hotv te 0 YT Ut —1/ts (Erd)Tage]



