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1 Sprachebenen

Die Mathematische Logik beschéftigt sich mit der Analyse des logischen Schlieflens, mit
dem Wechselspiel von Syntax und Semantik mathematischer Formeln, mit rekursiven
Strukturen, Berechenbarkeit und Mengenlehre. Diese Analyse geschieht mit Methoden der
Mathematik. Untersuchungsgegenstand und Untersuchungsmethode der mathematischen
Logik dhneln sich daher sehr, mehr als in anderen Gebieten der Mathematik. Daher ist es
notig, verschiedene Sprachebenen zu unterscheiden, stiarker als sonst in der Mathematik:
“Objektsprache” und “Metasprache”.

Hierzu eine Analogie: Will man die Grammatik einer natiirlichen Sprache analysieren, so
braucht man eine weitere Sprache, in der man diese Analyse vornimmt. Zum Beispiel kann
man im Englischunterricht in deutscher Sprache iiber die englische Grammatik sprechen,
aber auch iiber die Bedeutung englischer Wérter und Satze. Hier entspricht Englisch der
Objektsprache; das ist die Sprache, die auf ihre Syntax und Semantik untersucht wird.
In dem Beispiel entspricht Deutsch der Metasprache; das ist die Sprache, die man fiir
die Analyse der Grammatik der Objektsprache verwendet und deren Semantik man zum
Verstéandnis der Analyse schon voraussetzen muss. Natiirlich kann man im fortgeschrit-
tenen Fremdsprachenunterricht auch in englischer Sprache iiber die englische Grammatik
sprechen, aber dennoch bleibt die Unterscheidung zwischen der Sprache, die analysiert
wird, und der Sprache, in der die Analyse vorgenommen wird.

Noch eine weitere Analogie aus der Informatik: Beim Compilerbau, also bei der Ent-
wicklung von Ubersetzungsprogrammen einer héheren Programmiersprache (Analogon
der Objektsprache) in eine Maschinensprache, braucht man noch eine dritte Program-
miersprache, in der der Compiler selbst geschrieben wird (Analogon der Metasprache).
Auch hier kann manchmal die Objektsprache eine Kopie der Metasprache sein: Das erste
Programm, das ein in einer Programmiersprache S neu geschriebener, effizienter Compiler
fiir S iibersetzt, konnte er selbst sein.

In dieser Vorlesung verwenden wir als Metasprache meist die naive Mengenlehre, wie
sie auch sonst in der Mathematik iiblich ist, oder manchmal auch nur endliche oder
konstruktive Fragmente davon, insbesondere wenn wir von syntaktischen Objekten wie
Zeichenketten sprechen.

2 Syntax einer Sprache 1. Stufe

Wir beginnen mit den einfachsten syntaktischen Strukturen einer Objektsprache, genauer
gesagt einer Sprache 1. Stufe. Der Zusatz “1. Stufe” bedeutet, dass man nur Variablen
fiitr Objekte hat, jedoch keine Variablen fiir Aussagen iiber Objekte.

2.1 Alphabet.

Definition 2.1 (Alphabet einer Sprache 1. Stufe) Das Alphabet einer Sprache er-
ster Stufe besteht aus folgenden verschiedenen Arten von Symbolen:



o dem Symbol —, “Implikationspfeil” genannt;

o dem Symbol ¥, “Allquantor” genannt;

e dem Symbol L, “Falsum” genannt,

e cendlich oder unendlich vielen “Variablen™, im Moment bezeichnet mit ¢4, T2, T3, . . ..

e cendlich oder unendlich vielen “Prddikatensymbolen”, im Moment bezeichnet mat
P1, P2, P3, - - .. Jedem Prddikatensymbol p wird eine Zahl s(p) € Ny zugeordnet, seine
“Stelligkeit”.*

e endlich oder unendlich vielen “Funktionssymbolen”, im Moment bezeichnet mit fy,
f2, fs,.... Auch jedem Funktionssymbol f wird eine Stelligkeit s(f) € Ny zugeord-
net.

e In einer “Sprache erster Stufe mit Gleichheit” zeichnet man noch ein spezielles
2-stelliges Funktionssymbol = aus, “Gleichheitszeichen” genannt.

Man kann das Falsum L auch als ein spezielles O-stelliges Pradikatensymbol auffassen.
0O-stellige Funktionssymbole werden auch Konstantensymbole genannt.

Wihrend die Symbole —, V, L und xq, @, ... in allen Sprachen erster Stufe vorkommen,
unterscheiden sich verschiedene Sprachen in der Wahl ihrer Priadikatensymbole, Funkti-
onssymbole und deren Stelligkeiten.

Alternativ zur Einfiihrung unendlich vieler verschiedener Variablen xq,xs, 3, ... kann
man (Objekt-)variablen auch als Zeichenketten einfiihren, z.B. mit der folgenden rekursi-
ven Definition:

Rekursive Definition 2.2 (Variablen als Zeichenketten) 5 Jede Objektvariable erhilt
man dadurch, dass man die folgenden Regeln endlich oft anwendet:

e Das Zeichen x ist eine Variable.

o st v eine Variable, so ist auch |v eine Variable.

Man kann dann x; als andere Schreibweise fiir x auffassen, x4 als andere Schreibweise
fiir |z, x3 als andere Schreibweise fiir ||z, etc.

Beispiele:

3Genauer: “Objektvariablen”, also Variablen der Objektsprache, im Gegensatz zu “Metavariablen”

4Man beachte, dass p hier eine Metavariable ist, also eine Variable in der Metasprache, die fiir eines
der Pradikatensymbole pq, p2, ps, ... steht. Metavariablen werden hier kursiv dargestellt, Symbole der
Objektsprache dagegen fettgedruckt.

5Rekursive Definitionen unterscheiden sich von anderen Definitionen dadurch, dass die zu definierenden
Gegenstéinde durch wiederholte Anwendung der definierenden Regeln erhalten werden. Wir werden das
im Folgenden nicht jedesmal erwihnen, weil es mit dem Begriff “rekursive Definition” schon implizit
gemeint ist.



1. Die Sprache der Mengenlehre besitzt (neben dem Falsum _L) nur ein einziges Pré-
dikatensymbol €, “Elementsymbol” genannt. Es ist zweistellig.

2. Die Sprache der Arithmetik besitzt die folgenden Pradikaten- und Funktionssym-

bole:

Symbol | Typ Name

1 nullstelliges Pradikatensymbol | Falsum

= zweistelliges Préadikatensymbol | Gleichheitszeichen

0 Konstantensymbol Nullsymbol

N einstelliges Funktionssymbol Nachfolgersymbol

+ zweistelliges Funktionssymbol | Pluszeichen
zweistelliges Funktionssymbol | Malzeichen

Die Grundsymbole der Sprachen sind hier minimalistisch gewiihlt.® Weitere Symbole kom-

men spéter als definierte Symbole dazu.

2.2 Terme und Formeln.

Aus Variablen und Funktionssymbolen bildet man Terme nach den folgenden Regeln:

Rekursive Definition 2.3 (Terme und darin vorkommende Variablen) Gegeben das
Alphabet einer Sprache erster Stufe, definieren wir Terme t und die Menge freeVar(t) der
darin vorkommenden Variablen in dieser Sprache nach den beiden folgenden Regeln:

1. Jede Variable v ist ein Term. In thm kommt genau die Variable v vor: freeVar(v) =

{v}.

2. Ist f ein n-stelliges Funktionssymbol' (n € Ny) und ist ty,...,t, eine Liste von n

Termen, so ist auch die Verkettung

Fti..

ty

emn Term. In thm kommen genau die Variablen vor, die in mindestens einem der t;

vorkommen:

freeVar(fty ...t,) =

U freeVar(t;)

j=1

SDer Leser fragt sich vielleicht, warum man auf + und - als Grundsymbole nicht verzichten kann und
sie nicht etwa als rekursiv definierte Symbole einfiihrt. Der Grund dafiir ist, dass die Formulierung der
dazu notigen Rekursion eine geniigend komplexe Sprache voraussetzt. Mehr dazu spéter.

"Gemeint ist natiirlich ein Funktionssymbol der betrachteten Sprache. Solange wir nur von einer
Sprache reden, braucht das nicht explizit gesagt zu werden.



Beispiel: Zwei Beispiele fiir Terme in der Sprache der Arithmetik sind +x+|x||z und
+NNONNNO. In der tblichen mathematischen Sprache wiirde man dafiir eher etwa
x + (y + 2) und 2 + 3 schreiben, wenn man zur besseren Lesbarkeit x fir x, y fir |x
und z fir ||x verwendet. Im Term +x+|x||x kommen die Variablen x, |x und || vor,
wahrend in +NNONNNO keine Variable vorkommdt.

Aus Termen bildet man Primformeln und Formeln nach den folgenden Regeln:

Rekursive Definition 2.4 (Primformeln, Formeln und darin frei vorkommende
Variablen) Gegeben das Alphabet einer Sprache erster Stufe, definieren wir Primformeln
und Formeln ¢ dieser Sprache sowie die Menge freeVar(¢) der darin frei vorkommenden
Variablen durch die folgenden Regeln:

1. Ist p ein n-stelliges Pradikatensymbol (n € Ny) und ist tq,...,t, eine Liste von n
Termen, so ist die Verkettung

eine Formel. In ihr kommen genau die Variablen frei vor, die in mindestens einem
der t; vorkommen:

freeVar(pt; ... t,) = U freeVar(t;)

j=1

Die nach dieser Regel gebildeten Formeln heifien auch Primformeln. Insbesondere
st das Falsum L eine Primformel ohne freie Variablen.

2. Sind ¢ und ¢ zwei Formeln, so ist die Verkettung
— Y

eine Formel, zu lesen als “¢ impliziert ¢»”. In thr kommen genau die Variablen frei
vor, die in ¢ oder v frei vorkommen:

freeVar(— ¢1))) = freeVar(¢) U freeVar(v))

3. Ist v eine Variable und ¢ eine Formel, so ist die Verkettung
Yvo

eine Formel, zu lesen als “Fir alle v gilt ¢”. In thr kommen alle Variablen frei vor,
die auch in ¢ frei vorkommen, mit Ausnahme von v:

freeVar(Vvg) = freeVar(¢) \ {v}

Die Variable v kommt also in Yv¢ zwar vor, aber nicht frei, sondern gebunden. Der All-
quantor V bindet also die quantifizierte Variable.



Beispiele:

1. = 4x|x+|xx ist eine Formel in der Sprache der Arithmetik, Kommutativgesetz
genannt, mit den freien Variablen @ und |x. Man liest das zum Beispiel so: “FEs
sind gleich: Die Summe von x und |z mit der Summe von |z und =.” Ublicherweise
schreibt man eher x + y = y + x dafiir. Eine quantifizierte Version davon lautet
VaV|x=4x|z+|xx, in ihr kommen keine Variablen mehr frei vor.

2. In der iiblichen Sprache der Mathematik gibt es nicht nur Quantoren, die Variablen
binden, sondern auch Funktionssymbole, die Variablen binden. Zum Beispiel ist n
eine gebundene Variable im Term Y.""  nF, die Variablen m und k sind dagegen

darin frei. Ebenso ist die Variable x in f; f(z) dx gebunden, die Variablen a und
b sind dagegen darin frei. Hier wird f als ein einstelliges Funktionssymbol aufge-
fasst, nicht als eine Funktionsvariable, die es ja in Sprachen 1. Stufe nicht gibt.
Das Differentialsymbol d spielt in Verbindung mit dem Integralsymbol [ also die
Rolle eines Bindungsoperators fiir Variablen. Bei unserer minimalistischen Wahl der
Grundsymbole brauchen wir keine Funktionssymbole, die Variablen binden, obwohl
wir sie spéater als definierte Symbole durchaus verwenden.

3. In der iiblicherweise verwendeten Sprache der Mengenlehre ist

{z: zCy}

ein Term, Potenzmenge von y genannt. In ihm kommt die Variable x gebunden vor,
die Variable y dagegen frei. Solche Klassenterme {z : ¢(x)} kommen in unserer
minimalistischen Version der Sprache der Mengenlehre nicht vor, sondern treten
erst spéater als definierte Symbole auf. Fiir den Moment halten wir nur fest, dass
auch der Klassentermkonstruktor { : } ein Bindungsoperator fiir Variablen ist, der
den Typ Variablen x Formeln — Terme hat, also als Input eine Variable und eine
Formel ¢ (nicht etwa einen Term) bekommt, und als Output einen Term liefert.

4. Die Zeichenkette
Vie—€|xzxL, (1)

ist eine Formel in der Sprache der Mengenlehre. Mit der Notation x statt  und y
statt | kann man sie so lesen: “Fir alle y folgt aus y € x ein Widerspruch.” Sie
wird iiblicherweise eher geschrieben als

Vy:y &

oder gar als = (). In der Formel (1) kommt die Variable & frei vor, die Variable |«
ist darin dagegen gebunden.

Ubung 2.5 Geben Sie eine sinnvolle rekursive Definition fiir die Menge boundVar(¢)
der in einer Formel ¢ gebundenen Variablen an.



Ubung 2.6 Ubersetzen Sie die folgenden Formeln der Sprache der Arithmetik in eine
Notation, die in der Mathematik eher gebrduchlich ist:

Vv |zV||e=++z|z||c+x+|x||x (2)
VaV|xV||z=-4x|x||x+ ||z |||z (3)

Wie werden die Formeln tblicherweise genannt?

2.3 Varianten der Darstellung syntaktischer Objekte

Darstellung in mathematischer Umgangssprache. Bis jetzt haben wir Terme und
Formeln als Zeichenketten in Prdfixnotation dargestellt: der Konstruktor eines Ausdrucks
steht immer links von der Argumenteliste. Das hat die folgenden Vorteile:

e Es sind keine Klammern zur Gliederung der Ausdriicke notig.

e Die Syntaxanalyse (engl.: “parsing”) einer nach den rekursiven Definitionen gebilde-
ten Zeichenkette kann mit einem sehr einfachen Algorithmus gelost werden: Zuerst
liest man das am weitesten links stehende Symbol, den “Konstruktor”. Ist seine
Stelligkeit n, so liest man rekursiv vom Rest der Zeichenkette nacheinander n Aus-
driicke und stellt fest, ob sie den vom Konstruktor verlangten Typ besitzen. Das
Syntaxanalyseproblem fiir real verwendete Programmiersprachen oder gar fiir die
iibliche mathematische Notation mit ihrer Mischung von Infix-, Préfix- und Postfi-
xoperatoren (Bsp.: a + b, sinz, f’ fir die Ableitung), Prizedenzregeln wie “Punkt
vor Strich”, Klammerung, iiberladenen Operatoren (z.B. gleiches Symbol + fiir Ad-
dition von Vektoren und Skalaren), mehrsymboligen Operatoren wie [ ...d... oder
{...:...}, und zweidimensionaler Notation (z.B. Briiche) ist dagegen viel komple-
xer. Aus gutem Grund ist die Syntaxanalyse ein wichtiges Thema beim Compilerbau.

Die Prifixnotation hat trotz der Einfachheit ihrer Syntaxanalyse fiir Computer aber auch
einen schwerwiegenden Nachteil: Sie ist fiir Menschen nur schwer lesbar. Aus diesem Grund
verwenden wir auch in der Objektsprache oft Notationen, die an die mathematische Um-
gangsprache angelehnt sind, mit Infixnotation fiir zweistellige Konstruktoren, z.B. ¢ — ¢
statt — ¢, und a + b statt +ab. Damit werden auch Klammern zur Gliederung nétig.
Zur Klammerersparnis vereinbaren wir auch Prézedenzregeln, z.B.: “—” bindet stérker
als “vV”, und “—" ist rechtsassoziativ, d.h. ¢ — 1) — x steht fir ¢ — (¥ — x).

Darstellung mit Bdumen. Statt mit der linearen Darstellung als Zeichenketten kann
man Terme und Formeln auch als markierte Baume darstellen, z.B. das “Kommutativge-



setz” =+x|x+|zx, also umgangsprachlich x + y = y + x, so:
+ +
| |

xTr

N

xr

| |

T Zr

Formal werden markierte Baume mit Markierungen in einem Alphabet A so definiert:

Rekursive Definition 2.7 (Markierte Baume) Ein Baum mit Markierungen in ei-
nem Alphabet A ist ein Tupel der Gestalt

(n,a,by,...,by),
wobei n € Ny, a € A, und by, ...,b, Bdume mit Markierungen in A sind.

Hier ist n der Verzweigungsgrad der Wurzel,a die Markierung der Wurzel, und b4, ... b,
sind die Tochterbdume. Das obige “Kommutativgesetz” wird damit so dargestellt:

(27 :7 (2’ +7 (07 w)7 (17 I? (07 m)))’ (2? +7 (1’ |7 (07 m))7 (07 m)))

Ubung 2.8 Zeichnen Sie die Formeln (2) und (3) aus Ubung 2.6 in Baumdarstellung
und geben Sie die zugehdrigen markierten Bdume in Tupelnotation an.

Darstellung mit Goédelzahlen. Baume mit Markierungen in einem abzéhlbaren Al-
phabet kann man auch durch natiirliche Zahlen codieren, ihren Gédelzahlen. Dazu brau-
chen wir natiirlich eine Codierung von Tupeln. Beginnen wir mit Paaren:

Wir definieren die Abbildung (,), : Ng x Ng — Ny, (m, n), = (m+n)*+m+ 1. Sie besitzt
die folgende charakteristische Eigenschaft von Paaren:

Lemma 2.9 (charakteristische Eigenschaft der Paarcodierung) Fir allem,n,m’,n’ €
Ny sind dquivalent:

1. m=m" undn=n'
2. (m,n), = (m/,n'),

Beweis: (a)=-(b) ist trivial.

(b)=(a): Sei (m,n), = (m',n'), gegeben. Wir unterscheiden drei Fille:

1. Fall: m +n < m’ +n'. Dann folgt:
(myn)y=(m+n?+m+1<(m+n?+2m+n)+1=m+n+1)°
<(m' +n) < (m +0)? +m' +1=(m n),, (4)



ein Widerspruch.

2. Fall: m +n > m' + n’. Mit vertauschten Rollen m,n <> m/,n’ folgt ebenso ein Wider-
spruch.

Es gilt also der 3. Fall: m +n =m’ +n'. Es folgt

(m +n' ) +m+1=m+nP+m+1=(mn),=m n),=m+n)+m +1

und daher m = m/, und hieraus mit m +n = m’ + n’ wiederum n = n’.

O

Damit kénnen wir Tupel (¢1,...,t,) der Linge n > 2 von natiirlichen Zahlen ¢y, ... t, €
Ny wie folgt codieren:

Rekursive Definition 2.10 (Codierung von Tupeln fester Linge) Firn € Ny und
t1, ...ty € Ny definieren wir (tq,...,t,), € Ny so:

1. Im Falln =0 setzen wir (), = 0.
Im Falln =1 setzen wir (1), = t;.

Im Falln = 2 wurde (t1,t2), = (t1 + t2)? + t1 + 1 bereits oben definiert.

Im Fall n > 3 setzen wir
<t1, e ’t”>n = <t1, <t2, cee 7t”>n—1>2 .

Diese Codierung erfiillt wieder die charakteristische Eigenschaft von Tupeln:

Lemma 2.11 (charakteristische Tupeleigenschaft der Codierung von Tupeln) Fir

alle n € Ny und alle my,...,m, € Ng und m),...,m/ € Ny sind dquivalent:
(a) m; =m/ firalei=1,...,n;
(b) (ma,...,my), = (my,...,mp), .

Beweis: (a)=(b) ist trivial.
(b)=-(a) beweisen wir durch vollstandige Induktion iiber n:

e Fiir n =0 oder n = 1 ist die Behauptung trivial.
e Fiir n = 2 ist die Behauptung die Aussage von Lemma 2.9.

e Sein € N mit n > 2 gegeben.
Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte fiir dieses n.

. , , .

Nun seien mq,...,mpy1 € No und mf,...,m;, € Ng mit (mq,... . mpp1),., =
!/ / _ / / /

<m1, . ,mn+1>n+1 gegeben, also (mq, (ma, ..., Mpyi1),)y = <m1, <m2 . ,mn+1>n>2.

Dann folgt my = m{ und (ms, ..., my41), = (mh, ..., m} ;) nach Lemma 2.9, also

auch m; = m}, fiir i = 2,...,n nach Induktionsvoraussetzung.

10



O

Man beachte, dass jedoch fir n,n’ € N mit n,n" > 2 und mq,...,m, € Ny und
mi,...,m.,, € Ng mit (mq,...,my), = (my,...,m,,),, jedoch n # n' moglich ist. Daher
ist es sinnvoll, die Lénge von Tupeln mit zu codieren, so wie wir es schon in der Definition
markierter Baume getan haben:

Definition 2.12 (Codierung von Tupeln) Fir n € Ny und mq,...,m, € Ny setzen
wir

(ma, ... ,mp) = (n,my,...,Mu), 4

Qbung 2.13 Beweisen Sie fir alle n,n' € Ny und my,...,m,,m},...,m,, € Ny die
Aquivalenz der beiden folgenden Aussagen:

1. n=n" und m; =m/ firalei=1,...,n;

2. (my,...,mu) = (mi,...,m.,).
Rekursive Definition 2.14 (Gédelzahlen markierter Bidume)
Es sei b = (n,a,by,...,b,) ein Baum mit Markierungen in Ny. Die Gddelzahl [b] von b

wird rekursiv so definiert:

[(n,a,b1, ..., 00)] = (a, [br], .., [ba]) .

Anschaulich gesprochen werden also nur die Tupelklammern () durch ihre Codierungen
() ersetzt, wobei die Stelligkeit bereits in der Definition von (a, [b1],..., [b,]) mit dem
ersten Eintrag codiert ist.

Lemma 2.15 (Injektivitit der Codierung mit Gdédelzahlen) Es seien b0 zwei
Bdaume mit Markierungen in No. Es gelte [b] = [b']. Dann folgt b =1'.

Beweis durch Induktion nach dem Aufbau von b: Es sei b = (n,a,by,...,b,) und O/ =
(n',a, b, ... 00).

Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte fiir alle Tochterbdume by,...,b, von b
und beliebige Biume b, ..., 0.

Es gilt [b] = (n,c),, wobei ¢ = (a, [b1],..., [bn]), ;- Ebenso gilt [b'] = (n',c), wobei
= A{d,[by],. . (b 1) gy Aus (n,e) = [b] = [b'] = (', ) schlieflen wir n = n’ und
¢ =, also auch a = @’ und [b;] = [¥}] fur i = 1,...,n mit Hilfe von Lemma 2.11. Nach
Induktionsvoraussetzung folgt b; = b, fiir i = 1,...,n und damit insgesamt b = ¥'.

O

8 Achtung: n Béume, nicht n’ Bdume b in der 1.V.! Die Induktion lduft iiber b, nicht iiber ¥'.

11



Damit kann man syntaktische Objekte wie Terme und Formeln mit einem abzédhlbaren
Alphabet auch statt durch Baume durch die entsprechenden Gédelzahlen codieren, wenn
man noch eine Codierung der “Buchstaben” des Alphabets durch natiirliche Zahlen ver-
einbart. Fiir das Alphabet der Sprache der Arithmetik kénnte man zum Beispiel folgende
Codetabelle vereinbaren:

Zeichen‘m|—>‘v’J_:0N—|—-
Codezabhl |0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Wir werden im Folgenden die Notation mit Zeichenketten zur Codierung syntaktischer
Objekte beibehalten, allerdings zur besseren Lesbarkeit Elemente der mathematischen
Umgangssprache wie Infixnotation, Klammerung und “:” als Trennsymbol verwenden,
statt eine reine Préfixnotation zu verwenden. Gemeint ist aber die entsprechende Zei-
chenkette in Préfixnotation. Wer will, kann sich aber statt dessen auch Baume oder gar

Godelzahlen vorstellen.

2.4 Abkiirzungsregeln

In unserer minimalistischen Sprache 1. Stufe fehlen die Junktoren “— (nicht)”, “A (und)”,
“V (oder)” und “4» (dquivalent)”, und auch der Existenzquantor “3” fehlt. Formeln,
die diese verwenden, wollen wir nun als Abkiirzungen einfiithren, und zwar zur besseren
Lesbarkeit auch in umgangsprachlicher Notation:

Definition 2.16 (pridikatenlogische Abkiirzungsregeln) Wir vereinbaren folgende
Abkiirzungsregeln:

Formel | zu ersetzen durch leicht lesbare Form | in Worten

= — oL o— L nicht ¢; ¢ impliziert Widerspruch
T —1 1 -1 Verum

oVY | =>— oLy (mg) = ¢ oder 1, (nicht ¢) impliziert 1)
GAY | oo oLl —(6— 1 ¢) 6 und ¢

PV | o>—o— Y >— Yol L | (0 = Y) AN (Y — @) | ¢ dquivalent zu ¢

= H0) -V — ol | V¢ Es existiert z mit ¢

Fiir die umgangssprachliche Notation vereinbaren wir auch noch folgende Prazedenzregeln
zur Klammerersparnis:

e — bindet starker als A,

e A bindet starker als V,

V bindet stéirker als <+ und —,

— ist rechtsassoziativ, d.h. ¢ — ¢ — x steht fiir ¢ — (¥ — x),

e <> und — binden gleich stark,
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e V und 3 binden schwicher als alle Junktoren.

e “Bindet starker” ist transitiv.

Abkiirzungen in der Mengenlehre. In der Sprache der Mengenlehre vereinbaren
wir noch weitere Abkiirzungsregeln: Einerseits fithren wir das Inklusionszeichen und das
Gleichheitszeichen als Abkiirzungen ein.

Definition 2.17 (Inklusion und Gleichheit in der Mengenlehre) Fiir Terme® s und
t in der Sprache der Mengenlehre kiirzen wir ab:

o s Ct steht firVo: * € s — x € t.
e s=1t steht firVx : *t Es<>x € t.

Dabei muss x eine “neue” Variable sein, also weder in s noch in t auftreten.

Anders als in pradikatenlogischen Sprachen mit Gleichheit ist also das Gleichheitssymbol
in der Mengenlehre kein Grundsymbol.

Ubung 2.18 Ezpandieren Sie die Formel¥aVy : ¢ C yAy C © <> & = y zu einer
(umgangssprachlich geschriebenen) Formel ohne Gleichheits- und Inklusionszeichen.

Klassenterme. In der minimalistischen Sprache der Mengenlehre kommen keine Klas-
senterme {z : ¢} mit Variablen  und Formeln ¢ vor. Formeln, die solche Klassenterme
enthalten, sollen mit den folgenden Ersetzungsregeln als Formeln gelesen werden, die keine
Klassenterme mehr enthalten:

Rekursive Definition 2.19 (Formeln mit Klassentermen) FEin Klassenterm in der
Sprache der Mengenlehre ist eine Zeichenkette der Gestalt {z : ¢} mit einer Variablen
x und einer Formel ¢. Dieser Klassenterm wird wie ein Term mit freeVar({z : ¢}) =
freeVar(¢) \ {z} verwendet. Die Variable x ist also im Klassenterm {x : ¢} gebunden.
Das Vorkommen von Klassentermen in Formeln wird so ersetzt:

1. Isty eine Variable, so steht die Formely € {x : ¢} fiir px/y], also die Formel, die
aus ¢ durch Substitution'® der Variablen x durch y entsteht.

2. Ist t ein Term, z.B. eine Variable oder ein Klassenterm, so steht {x : ¢} € t fir
Jy:y = {x: ¢} ANy € t. Dabei ist das Gleichheitssymbol mit Definition 2.17 zu
lesen.

9Bis haben wir als Terme in der Sprache der Mengenlehre nur Variablen eingefiihrt. Diese Definition
soll aber auch auf Klassenterme anwendbar sein, die wir unten definieren.
10Djie Substitutionsoperation besprechen wir gleich anschlieBend genauer.
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Beispiel: Die Formel {z : L} € {z: 2 C y} (kurz auch als () € PB(y) geschrieben) enthilt
nur die Variable y frei. Sie wird der Reihe nach so zu einer Formel expandiert, in der keine
Klassenterme mehr vorkommen:

o 1} efz:2Cy)
Ju:u={z: L} Au€{z:z2Cy}
Ju:Vv:v€euve{r: L) AuCy

~ FJu: (MVviv€eu L)AMvivEu—vEy)

§

$

Ubung 2.20 Expandieren Sie die Formel {x : ~x € z} € {x : =z € 2} 2u einer Formel
ohne Klassenterme in der Sprache der Mengenlehre, wobei definierte Junktoren und der
Existenzquantor im Ergebnis vorkommen diirfen.

2.5 Substitution und gebundene Umbenennung

In diesem Abschnitt besprechen wir, wie freie Variablen x in einem Term ¢ oder einer For-
mel ¢ durch einen weiteren Term s substituiert werden. Eine Komplikation tritt dadurch
auf, dass in s frei vorkommende Variablen in ¢ bereits als gebundene Variablen auftreten
konnen; diese “zufallig gleich benannten Auftreten” miissen zuerst umbenannt werden.

Beispiel: Substituiert man in der Formel

1
1
/ z%dr =
0 a+1

die freie Variable a durch x, so erhélt man nicht etwa

! 1
/xxdx: ,
0 I“i‘l

! 1
Tdy = .
/Oy Y T +1

Analog erhélt man aus der Formel

sondern zum Beispiel

dn: n>m
durch Substitution der freien Variablen m durch n nicht etwa
dn: n>n,

sondern z.B.

dk: k > n.

Formal definieren wir innerhalb einer pradikatenlogischen Sprache erster Stufe:
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Rekursive Definition 2.21 (Substitution) Es seien x eine Variable und s, t Terme.
Wir definieren den Term tlx/s], zu lesen als “t mit x durch s substitutiert”, so:

e [stt eine Variable, so sei
|t fallst # z,
tle/s] = { s fallst=x.

e Hat t die Gestalt fty...t, mit einem n-stelligen Funktionssymbol und n Termen
t1...tn, SO sei

tlx/s] == ftilz/s].. . tu]z/s].
Fiir eine Formel ¢ definieren wir die Formel ¢[x/s], zu lesen als “p mit x durch s substi-

tutiert”, so:

o st ¢ eine Primformel der Gestalt pt; ...t, mit einem n-stelligen Prdadikatensymbol
p und n Termen ty...t,, so sei

olx/s] == pti[z/s] .. . t,[z/s].
o st ¢ eine Implikation — ¢1¢2, so sei
¢lw/s] == o1[v/s]dalx/s].

o [st ¢ eine Allformel Yy, so wihlen wir eine Variable z ¢ freeVar(s) U freeVar(¢) U
{z} aus (mit irgendeiner Auswahlregel, zum Beispiel die kiirzestmagliche) und setzen

¢lz/s] == Valy/2][z/s].
Man beachte, dass 1 und seine Substituierten einen Allquantor weniger als ¢ haben.
Wir verwenden auch die Kurznotation ¢[xy,...,2n/51,...,Ss) fir ¢[x1/s1] ... [xn/sn)].

Vor der Substitution in eine Allformel muss also die durch den Quantor gebundene Va-
riable erst “gebunden umbenannt” werden, wenn sonst unerwiinschte Variableniiberein-
stimmungen drohen. Gebundene Umbenennungen werden etwas allgemeiner so definiert:

Rekursive Definition 2.22 (Gebundene Umbenennung) FEs seien ¢ und ) Formeln.
War sagen, ¢ und v sind gebundene Umbenennungen voneinander, in Zeichen ¢ ~ 1,
wenn einer der folgenden Fille eintritt:

e ¢ und 1 sind identische Primformeln;
o O = P10 und P = =YYy sind Implikationen mit ¢ ~ P und ¢g = 1Py;

o ¢ = Vro, und v = Yy, sind Allformeln mit freeVar(¢) = freeVar(y) und ¢ ~
P1[z/y].
Ubung 2.23 Es seien |, m,n drei verschiedene Variablen und t = m + n. Berechnen Sie
tim/l][n/m| und t[n/m]m/l]. Stimmen die Ergebnisse tiberein?

Ubung 2.24 Es seien x und y zwei verschiedene Variablen. Sind in der Sprache der
Mengenlehre Va¥Vy : x € y und VyVz : y € x gebundene Umbenennungen voneinander?
Ist auch YoV : x € x eine gebundene Umbenennung davon? Begrindung?
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2.6 Herleitungen

Wir definieren nun den Begriff der Herleitungen, und zwar im Kalkiil des “natiirlichen
Schliefens”: Aus “Annahmen” wird durch Anwendung einiger syntaktischer Schlussregeln
eine Formel hergeleitet. Wir arbeiten mit einer festen pradikatenlogischen Sprache erster
Stufe.

Rekursive Definition 2.25 (Herleitungen) FEine Herleitung H einer Formel ¢ und
die Menge assumptions(H) der darin freien Annahmen wird nach folgenden Regeln gebil-
det:

1. Annahmeneinfithrung, Symbol A: Ist ¢ eine Formel, so ist
= (A,¢)
eine Herleitung von ¢ mit der freien Annahme
assumptions(H) = {¢},
umgangsprachlich so zu lesen: “Annahme: Es gelte ¢.”
2. Indirekter Beweis, Symbol I: Ist ¢ eine Formel, so ist
H = (I,~=¢ — ¢)
eine Herleitung von ——¢ — ¢ ohne freie Annahmen:
assumptions(H) = .
Umgangsprachlich: “Wenn nicht ¢ falsch ist, folgt ¢.”

3. Gebundene Umbenennung, Symbol U : Ist H, eine Herleitung einer Formel ¢ und
st Y eine gebundene Umbenennung von ¢, also ¥ ~ ¢, so ist

H = (U,vy, Hy)
eine Herleitung von v mit unverdinderten freien Annahmen
assumptions(H) = assumptions(Hy),

umgangsprachlich so zu lesen: “¢ kann nach Variablenumbenennung auch in der
Form 1) geschrieben werden.”

4. Pfeilentfernung, Symbol —7: Ist H, eine Herleitung von ¢ und Hs eine Herleitung
von ¢ — v . Dann ist
H = (_)_aw7Hl7H2)

eine Herleitung von v mit den freien Annahmen
assumptions(H) = assumptions(H;) U assumptions(Hs).
Umgangsprachlich: “Mit Hy wissen wir ¢, und mit Hy wissen wir ¢ — 1. Zusammen

folgt .”
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5. Pfeileinfiihrung, Symbol —T: Ist H, eine Herleitung von ¢ und 1) eine weitere
Formel. Dann ist
H = (_>+a,¢) — ¢7 Hl)

eine Herleitung von 1 — ¢ mit den freien Annahmen
assumptions(H) = assumptions(H;) \ {¢}.

Die Pfeileinfiihrung bindet also eine Annahme. Umgangsprachlich: “Mit Hy wissen
wir ¢ (evtl.) unter der Anname . Dann wissen wir 1 — ¢ ohne diese Annahme.”

6. Allentfernung, Symbol V~: Ist H; eine Herleitung einer Allformel Vx¢ und ist t ein
Term, so ist
H = (V_7 ¢[$/t], t7 Hl)

eine Herleitung der Formel ¢[x/t] mit unverdnderten freien Annahmen
assumptions(H) = assumptions(Hy),

umgangsprachlich so zu lesen: “Mit Hy wissen wir VYx¢. Durch Einsetzen von t fir

x folgt ¢z /t].”

7. Alleinfithrung, Symbol V*: Ist H, eine Herleitung einer Formel ¢ und ist x eine
Variable mit

T ¢ U freeVar (1),

ye€assumptions(H1)

d.h. kommt x in keiner der freien Annahmen von Hy frei vor, so ist
H = (V*,Vx¢, H))
eine Herleitung von Yx¢ mit den gleichen freien Annahmen:
assumptions(H) = assumptions(H).
Umgangsprachlich: “Wegen Hy wissen wir ¢. Weil x beliebig ist, schlieffen wir Vaeo.”

Fiir eine Menge W von Formeln, eine weitere Formel ¢ und eine Herleitung H soll die
Notation V gy ¢ bedeuten, dass H eine Herleitung von ¢ mit assumptions(H) C W ist.
Die Notation VU = ¢, in Worten “p ist aus VU herleitbar”, soll bedeuten, dass es eine
Herleitung H mit U g ¢ gibt. Wir schreiben auch i1, ... 0, F ¢ statt {i1, ..., 0} = ¢.
Insbesondere steht & ¢, in Worten “¢p ist (ohne Annahmen) herleitbar”, fir O = ¢. Wir
nennen eine Menge ¥ von Formeln inkonsistent, wenn W = L gilt, wenn also “aus den
Formeln in U ein Widerspruch hergeleitet werden kann”. Andernfalls, also im Fall W I/ L,
nennen wir ¥ konsistent. Wenn wir noch die Sprache S betonen wollen, in der eine

Herleitung erfolgt, schreiben wir sie moch als Superskript zum Herleitungssymbol dazu:
41_8 ”
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Herleitungen nach dieser Definition sind also verschachtelte Tupel, wobei der erste Eintrag
die verwendete Schlufiregel im letzten Schluss codiert, der zweite Eintrag die hergeleite-
te Formel, und alle iibrigen Eintrage Zusatzinformationen wie die Teilherleitungen der
Pramissen des letzten Schlusses.

Man kann sich im Fall eines abzdhlbaren Alphabets statt Tupel auch Codierungen von
Tupeln geméf Definition 2.12 zur Codierung von Herleitungen vorstellen, wenn man auch
die Grundsymbole durch natiirliche Zahlen codiert. Damit wird jede Herleitung H auch
durch eine Gédelzahl [H| codiert.

Man verwechsle das Herleitungssymbol F nicht mit dem Implikationspfeil —! Wéhrend
ersteres ein Symbol in der Metasprache ist, ist zweiteres ein objektsprachliches Symbol.
Aufgrund der baumartigen Struktur von Herleitungen liegt es nahe, sie graphisch zweidi-
mensional darzustellen. Fiir jeden Herleitungsschritt zeichnen wir eine horizontale Linie,
mit den Pramissen dariiber und der Konklusion darunter. Vor der Konklusion steht das
Symbol der verwendeten Schlussregel. Gebundene Annahmen werden bei ihrer Einfithrung
mit Marken, z.B. «, versehen, die beim Binden mit der Pfeileinfiihrung dann zitiert wer-
den.

Beispiel: Schnittregel. Es seien ¢ und ¢ zwei Formeln. Dann gilt:

¢ =P, =k

Herleitung in graphischer Notation:

a: ¢ b — 1
— w B—Vw
— 4
—Ta: ¢ —p — ¢
S50 5
— 1
—+ 3 =) I:——) —
— (0

Beispiel: Kontraposition. Es seien ¢ und ¢ zwei Formeln. Dann gilt:

—|77/) — ﬂgf) H gf) — ¢
Herleitung in graphischer Notation:
a: = = ¢
— —|¢ 5 : ¢
— 1
—T a: - I:—=—) =
—: Y
= B o=
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Beispiel: Wir zeigen:
FeCy—>yCz—oa2Cz2

Mit den Abkiirzungsregeln der Mengenlehre ist das als eine andere Schreibweise der fol-
genden Aussage aufzufassen:

FVu:u€er—uey) >NMu: u€y—u€z)— NMu: u€Ex—ué€2)
Herleitung in graphischer Notation:

a:Yu: u€Er—>u€y
Yiu€Ex VT:u€x—u€cy B:VYu:u€y—ué€z
- u€y VT :iu€y—u€z
— L ueEz
-ty u€Er—>u€E~2
VF:Vu: u€xr—u€z
—=T3: Vu:u€y—u€z)— Vu: uExr—u€E2)
—-Ta: Vu:u€r—uey) > NMu:u€y—u€z)— Mu: u€Exr—u€2)

Man beachte, dass hier bei der Anwendung der Alleinfiihrung die Variable z in keiner
freien Annahme mehr frei vorkommt, da die Annahme + an dieser Stelle schon gebunden
wurde. [J

Ubung 2.26 Zeigen Sie: - T.
Ubung 2.27 Zeigen Sie, dass fir jede Formel ¢ gilt: ¢ - ——¢ und ——¢ b 6.

Ubung 2.28 Es seien ¢ und 1 zwei Formeln. Zeigen Sie:
1. g0 oNY,
2. oAV pund pANY Y,
3. o VY o,
4. OV Y und Y F oV .
Dagegen folgt aus ® = ¢ V ¢ i.a. nicht: & = ¢ oder ® = 1. Das brauchen Sie nicht zu

zeigen, denn mit semantischen Methoden wird das spdter einfacher.
Ubung 2.29 Zeigen Sie:
FeCy—s>yCor—ar=y

Dabei soll die Formel mit den Abkiirzungsregeln als andere Schreibweise einer Formel in
der Sprache der Mengenlehre aufgefasst werden.
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Ubung 2.30 Zeigen Sie mit der Abkiirzung x & y fir ~x € y:

F{rx:xga} & {x:z &z}

Wieder soll die Formel mit den Ersetzungsregeln fiir Klassenterme als andere Schreibweise
einer Formel in der Sprache der Mengenlehre aufgefasst werden.

Wir halten noch eine einfache, aber wichtige Beobachtung fest:

Lemma 2.31 (Herleitungen brauchen nur endlich viele Pramissen.) Gilt ¥ I ¢
fiir eine (mdglicherweise unendliche) Formelmenge W und eine Formel ¢, gibt es eine

endliche Liste 1, ..., 0, € ¥ mit iy, ..., 0, = @.

Beweis: Als ein mit endlich vielen Schritten konstruiertes syntaktisches Objekt kann eine
Herleitung H zu ¥ kg5 ¢ nur endlich viele Annahmen v, ..., € V¥ frei enthalten.

O

Lemma 2.32 (Transitivitit der Herleitungsrelation) Es seien ® und ¥ Mengen
von Formeln und x eine weitere Formel. Es gelte ® & 1 fiir alle ¢v € V. Weiter gelte
U = x. Dann folgt auch ® + y.

Beweis: Wegen U |- x finden wir eine Liste ¢, ..., ¢, € ¥ von Formeln mit ¢y,...,¥, F
X. Mit n-facher Anwendung der Pfeileinfithrung folgt - ¢y — ... — 1, — x. Fiir jedes

J =1,...,n finden wir eine Herleitung H; mit ® g, 9;. Iterieren wir den Herleitungs-
schritt
o )
Hj: :
Y; e e e i e ¢

=7 Vi =Y, =X

von j =1,...,n, so erhalten wir schliefilich ® - y.
Bemerkung: Alternativ kann man in einer Herleitung H mit ¥ 5 y jede Einfithrung
einer Annahme 1 € W durch eine Herleitung H' mit ® g 1) ersetzen.

OJ
Ubung 2.33 Fiihren Sie diesen alternativen Beweis des Lemmas genauer aus.
Lemma 2.34 (Konklusion als negierte Annahme) FEs seien ¢, ..., ¢n, 100 Formeln.
Dann sind dquivalent:
1. ¢1, .., oY

2. P1,. O, E L
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Beweis: Wir verwenden die Kurznotation ® fiir ¢q, ..., ¢,.

1.=2.:

Es gelte @ F 9. Dann folgt mit einer Pfeilentfernung @, — L+ 1 also die Aussage 2.
2.=1.:

Es gelte ®, =) = L. Mit einer Pfeileinfiihrung —1 folgt ® = —¢p — L, also ® - ——).
Mit einer Pfeilentfernung —— folgt ®, ==t — ¢ F 1. Ersetzen wir hierin die Annahme
——1) — 1 durch einen indirekten Beweis I, erhalten wir ® - 1.

O
Lemma 2.35 (Ex falso quodlibet) Fiir jede Formel ¢ gilt L — ¢.

Beweis: Wir wissen mit einer Pfeileinfithrung 1 = ——¢. Mit einem indirekten Beweis
F —=—¢ — ¢ und einer Pfeilentfernung folgt L F ¢. Eine Pfeileinfithrung liefert die
Behauptung =L — ¢.

O

Lemma 2.36 (Zerlegung einer Implikation in der Primisse) Es sei ¢1,...,0,
eine Liste von Formeln, abgekiirzt: ®. Es seien 1, x zwei weitere Formeln. Dann sind
aquivalent:

1. o, - xF L
2. o, xF L und ®Fy

Beweis: 1.=2.:

Es gelte ®,9p — x F L. Mit einer Pfeileinfiihrung wissen wir xy F ¥ — x. Mit der
Transitivitdt der Herleitungsrelation folgt hieraus die erste Behauptung &, y - L.

Zur zweiten Behauptung ® - ¢: Eine Pfeilentfernung liefert ¢, =¢) = L. Mit FL —
(ex falso quodlibet) und einer Pfeilentfernung folgt ¢, =) F x, und hieraus mit einer
Pfeileinfithrung —) = ¥ — x. Mit der Voraussetzung ®,¢ — x F L und Transitivitét
der Herleitungsrelation schliefen wir &, =) = L. Mit einer Pfeileinfiihrung liefert das
® F ). Zusammen mit einem indirekten Beweis = ——1) — 1) und einer Pfeilentfernung
folgt die zweite Behauptung ® .

2.=1.:

Es gelte @, y - L und ® - ¢. Mit der zweiten Annahme und einer Pfeilentfernung folgt
®,1» — x F x. Mit der ersten Annahme und der Transitivitdt der Herleitungsrelation
folgt die Behauptung ®,¢ — x - L.

O

Lemma 2.37 1. Existenzeinfithrung 37: Es seien ® eine Menge von Formeln, x
eine Variable, t ein Term, und v eine weitere Formel. Dann folgt aus ® & [z /t]
auch ® = Jxi).
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2. Existenzentfernung 37: Es seien ¢1,...,¢, eine Liste von Formeln und v, x
zwet weitere Formeln. Es seit x eine Variable, die keiner der Formeln ¢1, ..., ¢n, X
frei vorkommt. Dann sind dquivalent:

(a) ¢17~-7¢n;3x¢|_x
(b) ¢17---7¢n,¢'_x

Beweis:

1. Mit einer Allentfernung wissen wir Vz—) b =[x /t]. Zusammen mit der Voraus-
setzung ® + [z /t] folgt mit einer Pfeilentfernung ®,Vx—) F L. Mit einer Pfei-
leinfithrung erhalten wir ® = =Vz—1), also die Behauptung ® F+ Jx.

2. Zur Vereinfachung delt' Notation schreiben wir diesmal ® statt ¢, ..., ¢, 7 x. Wir
erhalten die folgende Aquivalenzkette:

G1, -y Ony AU X ()

mit Lemma 2.34 (Konklusion als negierte Annahme) dquivalent zu
@, 3z - L (6)
nochmal mit Lemma 2.34 dquivalent zu
O - Vo (7)

mit einer Allentfernung (fiir “=") bzw. Alleinfiihrung (fiir “<") wegen = ¢ freeVar(®)
dquivalent zu

O+ (8)
mit Lemma 2.34 dquivalent zu
B, ——p b L (9)

mit == F 4 und ¢ - =) (Ubung 2.27) und Transitivitit von F dquivalent zu

Sy L (10)

mit Lemma 2.34 dquivalent zu
¢17"'7¢n7’l/}'_X' (11)
O
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Ubung 2.38 Es seien ¢ und 1) Formeln und x eine Variable. Zeigen Sie:
1. Aust ¢ — ¢ und & ¢ folgt 1.
2. b ¢ ist dquivalent zu = Vzo.

3. B —=3x¢ ist dquivalent zu F —¢.

Ubung 2.39 Es sei ¢ — Y a1) eine Implikation mit einer Allformel in der Konklusion,
wobei x ¢ freeVar(¢). Zeigen Sie:

1. ¢ — Y b - Vaod — o,
2. Yoo — b ¢ — Y ay.

Ubung 2.40 Es sei (Vzp) — 1 eine Implikation mit einer Allformel in der Pramisse,
wobei x ¢ freeVar(v). Zeigen Sie:

1. (Va¢) — ¢ F Tag — b,
2. Azp — ¥ F (Vag) — 0.

Ubung 2.41 Prinexe Normalform. Fine Formel 1 heifit in prinezer Normalform,
wenn gilt (rekursive Definition):

1. v enthdlt keine Quantoren,
2. oder 1 ist eine Allformel Yx¢ mit einer Formel ¢ in pranexer Normalform,
3. oder ) ist eine Fxistenzformel Az mit einer Formel ¢ in prinexer Normalform.

Es sei ¢ eine Formel. Zeigen Sie, dass es eine weitere Formel v in prdnexer Normalform
tiiber der gleichen Sprache mit freeVar(¢p) = freeVar(y), ¢ F ¢ und ¢ = ¢ gibt.

Ubung 2.42 Es seien ¢, 1 und x drei Formeln. Wir definieren rekursiv:
a) Sind ¢ und ¢ gleich, so wird ¢ ein P-Teil von ¢ genannt.
b) Ist  — x ein P-Teil von 1, so ist ¢ ein N-Teil von ¢ und x ein P-Teil von 1.

c) Ist =¢ ein N-Teil von 1, so ist ¢ ein P-Teil von 1.

1. Es seien p und q Prddikatenkonstanten, also 0-stellige Pradikatensymbole. Zihlen
Sie alle P- und N-Teile von p A\ q auf.

2. Zeigen Sie: Ist ¢ sowohl ein P-Teil als auch ein N-Teil von v, so gilt - .

3. Zeigen Sie: Ist L ein N-Teil von 1, so gilt - ).
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2.7 Erweiterung der Sprache mit Konstantensymbolen

Lemma 2.43 (Realisierung einer Existenzformel mit einer neuen Konstante)
In einer Sprache S 1. Stufe seien eine konsistente Menge W von Formeln sowie eine
weitere Formel ¢, die hichstens eine Variable x frei enthdlt, gegeben: freeVar(¢p) C {x}.
Es sei ¢ ein neues, nicht in S vorkommendes Konstantensymbol.

Dann ist in der um das Konstantensymbol ¢ erweiterten Sprache S€ auch die Formelmenge

VU {(3zp) — (p[x/c])} konsistent.

Beweis: Weil eine Formelmenge genau dann konsistent ist, wenn jede endliche Teilmenge
davon konsistent ist, diirfen wir uns auf den Fall beschrinken, dass ¥ endlich ist. Wir
beweisen das Lemma durch Kontraposition. Nehmen wir an, ¥ U {(3z¢) — (¢[z/c])} sei
inkonsistent: WU{(Jz¢) — (¢[x/c])} F°° L, wobei der obere Index am Herleitungssymbol
die verwendete Sprache bezeichnen soll. Mit Lemma 2.36 (Zerlegung einer Implikation in
der Priimisse) folgt ¥ U {¢[z/c]} F*° L und

U -5 3z (12)

Mit einer Pfeileinfiihrung schlieen wir U 5 —¢[x/¢] fiir eine Herleitung H in der Sprache
S€. Ersetzen wir jedes Auftreten des Konstantensymbols ¢ in der Herleitung H durch eine
neue, weder in dieser Herleitung noch in ¥ auftretende Variable y, so erhalten wir eine
Herleitung H[c/y] mit ¥ I—‘IS{[C 1y T¢[x/y]. Man beachte, dass ¢ in ¥ nicht auftritt, da ¥ in
der Sprache § gebildet ist, so dass U bei dieser Ersetzung nicht verdndert wird. Weil das
Konstantensymbol ¢ in H[e/y] nicht mehr vorkommt, ist es eine Herleitung in S. Mit einer
Alleinfiihrung folgt ¥ F° Vy=¢[z/y|, und hieraus mit einer gebundenen Umbenennung

U S Vz—¢. Mit Lemma 2.34 (Konklusion als negierte Annahme) schliefien wir
VU {Trg} S L. (13)

Ebenso ersetzen wir in einer Herleitung zu Aussage (12) jedes Auftreten von ¢ durch eine
neue Variable, nennen wir sie wieder y. Damit erhalten wir eine Herleitung in S:

U -5 Jzo.

Mit (13) und der Transitivitdt von +° folgt W -5 L also die Inkonsistenz von ¥ in der

Sprache S, wie zu zeigen war.
O

Gegeben eine Sprache 1. Stufe S, fiigen wir nun nicht nur ein neues Konstantensymbol
hinzu, sondern fiir jede Formel ¢ mit héchstens einer freien Variable z eines. Als Notation
fiir dieses neue Konstantensymbol bietet sich cx¢ an, um klarzustellen, zu welcher Formel
und welcher Variablen es gehort. Man kann also das Symbol ¢ als einen Konstruktor
auffasssen, der eine Variable x und eine Formel ¢ als Argumente erhélt. Die Variable x
ist in ex¢ gebunden. Wir bezeichnen mit ST¢ die mit diesen neuen Konstantensymbole
erweiterte Sprache.

Durch das Hinzufiigen der Konstantensymbole entstehen neue Formeln, die diese neuen
Konstantensymbole enthalten kénnen. Es liegt nun nahe, das Hinzufiigen von Konstan-
tensymbolen zu iterieren:
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Rekursive Definition 2.44 (iterierte Erweiterung der Sprache durch Konstan-
tensymbole) Gegeben eine Sprache S 1. Stufe, definieren wir rekursiv fiir n € Ny:

Sfe:=8, (14)
S = (87" (15)
und schlieflich
Ste=J sy, (16)
n€Np

wobei die Vereinigung im Sinne der Vereinigung aller Grundsymbole gemeint ist.

Gleichwertig dazu ist es, die Definition von Konstantensymbolen um folgende Regel zu
erweitern:

Ist ¢ eine Formel, in der hochstens eine Variable x frei vorkommt, so ist cx¢ ein Konstan-
tensymbol.

Damit werden die Definitionen von Konstanten, Termen und Formeln simultane rekursive
Definitonen.

Satz 2.45 (Realisierung aller geschlossenen Existenzformeln mit neuen Kon-
stantensymbolen) Ist U eine konsistente Formelmenge diber einer Sprache S erster
Stufe, so ist auch auch VU= dber der Sprache S3¢ konsistent, wobei

—_
— .
—_—

{(Fx¢) — (P[x/cxd]) : x ist eine Variable,
¢ ist eine Formel in ST¢ mit freeVar(¢) C {z}}.  (17)

Beweis durch Kontraposition: Nehmen wir an, ¥ U = sei iiber der Sprache 8¢ inkonsi-
stent. Dann gibt es endliche Teilmengen ¥/ C ¥ und =’ C = und eine Herleitung H iiber
der Sprache §¢ mit ¥UZ'+ L. In der Herleitung H, in ¥ und in Z’ treten nur endlich
viele Konstantensymbole der Gestalt cz¢ auf, sagen wir n solche Konstantensymbole. Es
sei ST die Sprache, die aus S durch Hinzufiigen dieser endlich vielen neuen Konstanten-
symbole entsteht. Dann ist H auch eine Herleitung in dieser Sprache: ¥’ U Z’ l—ff 1.
Durch n-faches Anwenden von Lemma 2.43 schlieen wir W' 5 L, also auch ¥ 5 L

wegen W' C W. Die Formelmenge W ist also {iber S inkonsistent.

3 Theorien 1. Stufe

Definition 3.1 Fine Theorie T = (S, A) erster Stufe besteht aus einer Sprache S 1.
Stufe und einer Menge A von geschlossenen Formeln, d.h. Formeln ohne freie Variablen,
in dieser Sprache. Die Menge A heifit das Axiomensystem von T ; ihre Elemente heiffen
Axiome von T . Bei einer Theorie tiber einer Sprache mit Gleichheit vereinbaren wir, dass
das Axiomensystem mindestens folgende Axiome umfassen soll:

Gleichheitsaxiome:

25



~

Reflexivitit: Vo : x = x,
Symmetrie: VaVy : z =y — y =z,

Transitivitit: VaVyVz : e =y s>y =2 > 1 = 2,

Vertréglichkeit mit Funktionssymbolen: Fir jedes Funktionssymbol f mit einer Stel-
ligkeit n € Ny:

Vry..Ve,Vy .. Yy, 1=y — ... > 2 =Yy —> fr1...20 = fy1.. . Yn,

5. Vertraglichkeit mit Préadikatensymbolen: Fiir jedes Prddikatensymbol p mit einer
Stelligkeit n € Ny:

Ve . Ve,V .. .Yy, o1 =y1 = ... > 2y =Y —> (PT1. .. Tp <> DYL -+ Yn)-

Wir fiihren noch folgende Abkiirzung ein: Fir Terme s und t steht s # t fir —s = t.

Wir besprechen nun zwei wichtige Theorien, die Peanoarithmetik und die Zermelo-Fraenkelsche
Mengenlehre.

3.1 Die Peanoarithmetik

Definition 3.2 (Axiome der Peanoarithmetik) Die Sprache der Peanoarithmetik PA
ist die Sprache der Arithmetik. Neben den Gleichheitsaxiomen besitzt sie die folgenden
Azxiome:

1. Vm¥n: Nm = Nn — m = n,
2. Vm: Nm # 0,

3. Induktionsschema: Fiir jede Formel ¢, die hiochstens die verschiedenen freien
Variablen x4, ..., x;, m enthdlt:

Vi ... Vo, : ¢[m/0] = (Vm : ¢ — ¢[m/Nm|) — Vmeo,

4. Rekursive Charakterisierung der Addition:

VYm:m-4+0=m,
VYm¥n :m+ Nn = N(m+ n),

5. Rekursive Charakterisierung der Multiplikation:

VYm:m-0=0,
VYmVn:m-Nn=m-n-+m.
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Man beachte, dass die Peanoarithmetik unendlich viele Axiome enthélt, weil sie fiir jede
Formel ¢ ein zugehoriges Induktionsaxiom enthélt! In einfithrenden Mathematiktexten
formuliert man das Prinzip der vollstandigen Induktion oft so:

Fiir jede Eigenschaft ¢(m) von natirlichen Zahlen m € Ny gilt: Wenn ¢(0) gilt und wenn
fir alle m € Ny gilt: ¢(m) impliziert ¢(m + 1), dann folgt ¢(m) fir alle m € Ny.

In der Objektsprache der Peanoarithmetik, also in einer Sprache 1. Stufe, konnen wir
diese Quantifizierung iiber alle Eigenschaften ¢ nicht ausdriicken; das wére erst in ei-
ner Sprache 2. Stufe moglich. Wir behelfen uns bei diesem Problem damit, nicht nur
ein Induktionsaxiom einzufithren, sondern fiir jede Formel ¢ und jede Variable m, die
in ¢ auftreten darf, eines, also ein Induktionsschema statt eines Induktionsazioms. Die
Quantifizierung tiber alle Formeln im Induktionsschema erfolgt in der Metasprache. Allge-
meiner sind Formelschemata Vorschriften in der Metasprache, wie man aus syntaktischen
Eingabedaten (Formeln, Terme etc.) Formeln gewinnen kann.

Der Unterschied zwischen der metasprachlichen Quantifizierung iiber alle Formeln und
der (in Sprachen 1. Stufe unmoglichen) objektsprachlichen Quantifizierung iiber alle Ei-
genschaften hat verbliiffende Konsequenzen, wie wir spéter bei der Besprechung von Non-
standardmodellen sehen werden.

Wir kiirzen in der Sprache der Arithmetik ab: 1 := N0, 2 := N1, 3 := N2 etc. Beachten
Sie, dass es sich hierbei um Abkiirzungen fiir Terme in der Objektsprache handelt, nicht
zu verwechseln mit den natiirlichen Zahlen 1,2, 3 in der Metasprache!

Ubung 3.3 Beweisen Sie:
1.PAF14+1=2,
2. PAF1-1=1.

Ubung 3.4 Beweisen Sie:
1. PAEVYmMmVYn: m4+n=n+m,
2. PAEVYIVmYn: (I4+m)+n=1014 (m+n).

Ubung 3.5 Firn € Ny definieren wir die n-te Ziffer als folgenden Term in der Sprache

der Arithmetik:
0 fallsmn =0,

NN"10, fallsneN.

Beweisen Sie fir alle n,m € Ng mit n # m:

N"0 := {

PAF-N™0 = N"0

Definition 3.6 (Das Kleinersymbol in der Arithmetik) In der Sprache der Arith-
metik kiirzen wir ab:

Die Formel m <n  steht fiir die Formel 3l: m+1=n,
Die Formel m <n  steht fir die Formel 3l: m 4+ NI =n.
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Beachten Sie, dass wir nicht etwa eine Kleinerrelation, sondern nur ein Kleinersymbol
eingefithrt haben, weil es sich um eine rein syntaktische Definition handelt! Obwohl die
Peanoarithmetik, ein objektsprachliches Konstrukt, schon grofie Ahnlichkeiten mit der
metasprachlichen Arithmetik hat, ist es wichtig, weiterhin die verschiedenen Sprachebenen
zu trennen. Insbesondere haben wir immer noch keine Semantik fiir die Peanoarithmetik
eingefithrt. Mit semantischen Methoden wird die weitere Untersuchung der Peanoarith-
metik einfacher werden. Wir stellen sie daher noch etwas zuriick und wenden uns statt
dessen der Mengenlehre zu:

3.2 Die Zermelo-Fraenkelsche Mengenlehre

Die Zermelo-Fraenkelsche Mengenlehre mit Auswahlaxiom, kurz ZFC, ist “das” Standard-
axiomensytem fiir die Mathematik in einem mengentheoretischen Aufbau. Es geniigt fiir
die Formalisierung des grofiten Teils der Mathematik. Wer will, kann sich vorstellen, dass
fast die gesamte mathematische Arbeit in einem mengentheoretischen Aufbau darin be-
steht, fiir immer komplexere Formeln ihre Herleitbarkeit in ZFC einzusehen, natiirlich
mit vielen Abkiirzungsregeln und vielen zusammengesetzten Schlussregeln. Insbesondere
kann man sich nun vorstellen, dass die in dieser Vorlesung verwendete Metasprache nicht
mehr eine unspezifizierte “naive Mengenlehre”, sondern auch nur eine “Kopie” von ZFC
ist, die man allerdings nicht mit der Objektsprache verwechseln darf.

Es ist praktisch, schon bei der Formulierung der Axiome Klassenterme und Abkiirzungsregeln
zu verwenden. Um auf Formeln in der minimalistischen Sprache der Mengenlehre zu kom-
men, miissen die Klassenterme und Abkiirzungen natiirlich zuerst expandiert werden.
Vor der Formulierung der Axiome starten wir mit einigen Standardabkiirzungen. Wir
verzichten auf den Fettdruck objektsprachlicher Symbole, weil Missverstédndnisse nicht zu
befiirchten sind.

Definition 3.7 (Einige Standardklassenterme und -pridikatensymbole) In die-
ser Definition steht das Wort “Term” nicht nur fiir Variablen, sondern auch fiir Klassen-
terme.

1. Das Universumssymbol: Das Symbol V', steht fiir den Klassenterm {x : T}.

2. Leere-Menge-Symbol: Das Symbol (), genannt leere-Menge-Symbol, steht fiir den
Klassenterm {x : 1}.

3. Paarmengensymbol: Fir zwei Terme s,t steht das Symbol {s,t} fir den Klas-
senterm {u:u = sVu=t}. Das Symbol {t} steht fiir den Klassenterm {u : u = t}.
Dabei darf die Variable uw nicht in s oder t auftreten.

4. Paarsymbol: Fir zwei Terme s,t steht das Symbol (s,t) fir {{s},{s,t}}.
5. Vereinigungssymbole:

o [ir jeden Term t steht | Jt fir den Klassenterm {x : Jy : x € y Ay € t}. Dabei
diirfen die Variablen x und y nicht in t auftreten.
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o Fiir zwei Terme s,t steht s Ut fiir den Klassenterm {u:u € sV u € t}. Dabei
darf die Variable w nicht in s oder t auftreten.

6. Durchschnittsymbole:

o Fir jeden Term t steht (\t fir den Klassenterm {x : Vy :y € t — x € y}.
Dabei diirfen die Variablen x und y nicht in t auftreten.

o Fiir zwei Terme s,t steht s Nt fir den Klassenterm {u:u € s Au € t}. Dabei
darf die Variable u nicht in s oder t auftreten.

7. Potenzmengensymbol: Fir jeden Term t steht P(t) fir den Klassenterm {u :
uCt}.

8. Nachfolgersymbol: Fiir einen Term t steht das Symbol N(t) fiir den Klassenterm
tuU{t}.

9. Pradikatensymbol fiir Transitivitat: Das einstellige Pradikatensymbol “¢ransitiv”
wird so ersetzt: Fir einen Term t steht transitivt firVaVy:x €y —>y et — x € t.
Dabei diirfen die Variablen x und y nicht in t auftreten.

10. Pradikatensymbol fiir e-lineare Ordnung: Das einstellige Pradikatensymbol
UnOrd” wird so ersetzt: Fiir einen Term t steht linOrdt fir VaVy : x € t — y €
t—wx€eyVae=yVy € x. Dabei diirfen die Variablen x und y nicht in t auftreten.

11. Klassenterm der Ordinalzahlen: Der Klassenterm On (von “ordinal numbers”)
steht fiir {x : transitivae A linOrd z}.

12. Klassenterm der Menge der natiirlichen Zahlen: Es steht w fiir den Klassen-
term'' {r:x € OnAVy: yeN(z) >y=0Vv3Iz: z€ OnAy = N(2)}.

13. Kartesisches Produktsymbol zweier Terme: Fiir zwei Terme s,t steht s x t
fir {x : Jy3Iz 2 = (y,2) Ny € s Az € t}. Dabei miissen x,y,z “neue” Variablen
sein.

14. Abbildungspriadikatensymbole: Fiir drei Terme f,a,b steht f : a --+ b (zu lesen
als: “f ist eine partielle Abbildung von a nach b”) fir f C a x bAVaVyVz : (z,y) €
f = (r,2) € f =y = z. Weiter steht f : a — b (zu lesen als: “f ist eine
Abbildung von a nach b”) fir f:a --» bAVz :x €a — Jy:y € bA (x,y) € f.
(x,y neue Variablen) Die Notation f : a — b darf nicht mit dem Implikationspfeil
verwechselt werden, trotz des dhnlichen Symbols!

15. Bildsymbol: Fir zwei Terme f,a steht fla| fir den Klassenterm {y : Jx : x €
aA(x,y) € f} (x,y neue Variablen).

1Tn der Mengenlehre ist das Symbol w statt Ny fiir die Menge der natiirlichen Zahlen iiblich. Wir
verwenden es hier als ein Symbol der Objektsprache, wihrend wir Ny nur in der Metasprache verwenden.
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16. Auswertungssymbol: '? Fiir zwei Terme f,x steht f(x) fir J(f[{z}]).

17. Kartesisches Potenzsymbol: Fiir zwei Terme a,b steht b* fir {f : f:a — b}.
Dabei muss f eine “neue” Variable sein.

Fiir jeden Term ¢ ist ¢ € V' nach den Expansionsregeln fiir Klassenterme also ein Synonym
fir 3z : x =t AT, was dquivalent (im Sinne wechselseitiger Herleitbarkeit) zu 3z : x =1t
ist. Mit der Formel t € V kann man also objektsprachlich die Existenzaussage zu ¢ in
Kurznotation aufschreiben.

O

Die Axiome von ZF und von ZFC. Die Axiome der Zermelo-Fraenkelschen Men-
genlehre ZF lauten:

e Nullmengenaxiom NULL:
hevV,

umgangssprachlich “Die leere Menge existiert.”

o FEaxtensionalitdtsaxiom EXT:
VaVy: Vziz€x < z€y) o Vu:z €usry€u),

umgangssprachlich “Zwei Mengen enthalten genau dann die gleichen Elemente,
wenn sie in den gleichen Mengen enthalten sind”.

e Paarmengenaziom PAIR:
oy : {z.y} €V,

umgangssprachlich “Fiir alle x,y existiert die Paarmenge {z,y}”.

e Vereinigungsmengenazxiom UNION:
Vo : U r eV,

umgangssprachlich “Fiir alle = existiert die Vereinigungsmenge | Jz”.
e Potenzmengenazxiom POWER:
Vo : PB(z) €V,

umgangssprachlich “Fiir alle = existiert die Potenzmenge B(z)”.

12Das kann man sich so anschaulich vorstellen: Wenn f eine Funktion beschreibt und z im Definitionsbe-
reich liegt, kann man den Funktionswert f(z) als Vereinigung aller Elemente des Bilds f[{z}] = {f(x)} er-
halten. Die Notation f(x) wird fast ausschliefilich im Zusammenhang mit Abbildungspridikatensymbolen
verwendet.
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e Unendlichkeitsaxiom NAT :
weV,

umgangssprachlich “Die Menge w der natiirlichen Zahlen existiert.”

o Fundierungsaxiom FUND:
Ve:z#0—32: z€xAVu:u€z—uéuz,
umgangssprachlich “Jede nichtleere Menge x enthilt ein €-minimales Element z.”

o [rsetzungsschema REPLACE(:): Fiir jeden Klassenterm f, der hochstens die ver-
schiedenen Variablen zi, ..., z, frei enthélt, ist REPLACE(f) das folgende Axiom:

Vzy .. V2t [V -—»V Vo flz]eV

Umgangssprachlich: “Das Bild einer Menge unter einer partiellen Abbildung, die
nur als Klassenterm gegeben sein braucht, existiert.”

Durch Hinzunahme des folgenden Auswahlaxioms AC wird das Axiomensystem ZF zum
Axiomensystem ZFC erweitert:

o Auswahlaxiom AC:
Va: 0¢a—3f: fra—VAVr: x€a— flz)ex

Umgangssprachlich: “Zu jeder Menge a, die nicht die leere Menge als Element
enthélt, gibt es eine auf a definierte Auswahlfunktion f, die zu jedem Element
x von a ein Element f(z) von x auswihlt.”

Kommentare dazu (teilweise schon in semantischer Sprechweise):

e Mit der Definition von x = y als Abkiirzung fiir Vz : z € x <> z € y kann man das
Extensionalititsaxiom auch so schreiben:

VaVy: x =y <+ (Yu:z € u+> y € u),

Insbesondere sind mit dem Extensionalitdtsaxiom und der Definition der Gleichheit
als Abkiirzung alle “Gleichheitsaxiome” herleitbar:

FVe: z=ux, (18)
EVaVy: =y —y=ux, (19)
FVaVyVz: =y —>y=2—>1x=z2 (20)
EXT b Vo Vi Vo Vys © 1 = 29 — 41 = Yo — T1 € Y1 — T € Yo (21)

Ubung 3.8 Man beweise Formel (21).
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Man beachte, dass das Extensionalitdtsaxiom nur fiir das vierte “Gleichheitsaxiom”
gebraucht wird, wéhrend die ersten drei “Gleichheitsaxiome” schon rein pradikatenlogisch
mit der Definition von “=" folgen. Die Aussagen (18)—(21) erkldren, warum wir keine
Gleichheitsaxiome in ZF brauchen.

Die Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre kennt keine “Typen” oder “Stufen” von Mengen,
also keine Unterscheidung von Mengen, Mengensystemen und Systemen von Men-
gensystemen: Alle Objekte darin kann man sich als Mengen vorstellen, die durch
geschachtelte Mengenbildung letztlich aus der leeren Menge zusammengesetzt sind.

Die Axiome NULL, PAIR, UNION, POWER, NAT und REPLACE( f) sind Existenzaus-
sagen, die Standardkonstruktionen in der umgangssprachlichen naiven Mengenlehre
entsprechen.

Die Nachfolgerrelation auf den natiirlichen Zahlen wird durch N(m) = m U {m}
gegeben. Damit sollte man sich die ersten natiirlichen Zahlen in der Mengenlehre,
also die ersten Elemente von w, so vorstellen:

I
2 =z=2=

(0) = {0},
(1> = {O’ 1} = {@, {(b}}7
(2> = {07 17 2} = {(Z), {@}, {@, {@}}} etc.

w N = O

Das Fundierungsaxiom ist die Basis fiir Induktionen {iber die Elementrelation und
damit letztlich die Basis fiir vollsténdige Induktion in der Mengenlehre sowie all-
gemeiner fiir sogenannte “transfinite Induktionen” {iber Ordinalzahlen. Mehr dazu
spater.

Das Ersetzungsschema darf nicht mit der viel schwécheren Aussage
Vi: f:V -V Ve flx]eV (22)

verwechselt werden! Die Allquantifizierung tiber f im Ersetzungsschema erfolgt in
der Metasprache, wihrend sie in Formel (22) in der Objektsprache erfolgt. Durch
das Ersetzungsschema enthélt ZF unendlich viele Axiome, &hnlich wie die Peano-
arithmetik durch das Induktionsschema ebenfalls unendlich viele Axiome enthélt.
Man kann unter der Annahme der Konsistenz ZF I/ 1 von ZF zeigen, dass endlich
viele Axiome nicht zur Axiomatisierung von ZF geniigen, d.h. fiir jede endliche Liste
® von geschlossenen Formeln kann nicht zugleich @ I 4 fiir jedes ZF-Axiom 9 und
ZF F ¢ fiir jedes ¢ in ® gelten.

Eine wichtige Anwendung des Ersetzungsschemas ist das Aussonderungsschema
SELECT(+): Fiir jede Formel ¢, die hochstens die verschiedenen Variablen x, zq, . .., 2,
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frei enthélt, und jeden Term a, in dem z nicht auftritt, definieren wir den Klassen-
term {z € a: ¢} :={x: x € a A ¢}. Nun sei a sogar eine “neue” Variable. Dann
ist SELECT(¢) die folgende Formel:

Vz1..Vz,Va:{x €a: ¢} €V

Umgangsprachlich: “Zu jeder Menge a existiert die Teilmenge, die genau die Ele-
mente x von a mit der Eigenschaft ¢ enthélt.”

Zur Herleitung davon in ZF wendet man das Ersetzungsschema auf f = {y : Jz:
oAy =(x,x)} an.

e Das Auswahlaxiom gilt als besonders nichtkonstruktiv und hat daher eine Sonder-
rolle. Viele nichtkonstruktive Existenzsitze der Mathematik beruhen darauf, z.B.
die Existenz einer Basis in jedem Vektorraum, das Zornsche Lemma, die Existenz
nicht Lebesgue-messbarer Teilmengen von R, der Satz von Hahn-Banach, der Satz
von Tychonov und viele andere. In der konstruktiven Mathematik darf es nicht
verwendet werden.

Ubung 3.9 Zeigen Sie:
1. ZFEVaVy 2 Uy = (=, y}.
2. IFEVaVy :x Uy e V.

Ubung 3.10 Zeigen Sie:
1. ZF =¥z : x ¢ x. Das Fundierungsaziom kann Ihnen dabei helfen.
2. Folgern Sie: ZF -V ¢ V.

3.3 Vollstindige Theorien

Definition 3.11 (vollstindige Theorien) Fine Theorie T = (S,.A) heifst vollstindig,
wenn fiir jede geschlossene'® Formel ¢ in der Sprache S gilt: A& ¢ oder A —¢.

Insbesondere ist jede inkonsistente Theorie vollstdndig, aber natiirlich nicht besonders
interessant.

Wir nennen eine Menge A von geschlossenen Formeln in einer Sprache S (oder auch die
zugehorige Theorie (S, .A)) abgeschlossen unter Herleitungen, kurz F-abgeschlossen, wenn
fiir jede geschlossene Formel ¢ mit A F ¢ gilt: ¢ € A. Insbesondere ist

theorems(A) := {¢ : ¢ ist geschlossene Formel in S mit A+ ¢}

aufgrund der Transitivitat der Herleitungsrelation F-abgeschlossen.

13d.h. freeVar(¢) = 0
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Satz 3.12 (Existenz einer Vervollstindigung einer Theorie) Es sei T = (S, .A)
eine konsistente Theorie. Dann ¢ibt es eine wvollstindige F-abgeschlossene konsistente

Theorie T' = (S, A") tber der gleichen Sprache S mit A C A'.

Weil es anschaulicher ist, beweisen wir den Satz zuerst im Fall, dass die Sprache S
abzéhlbar ist, also nur abzéhlbar viele Funktionssymbole und Préadikatensymbole besitzt.

Beweis des Satzes im Fall einer abzihlbaren Sprache. Ist S abzéhlbar, so ist
auch die Menge der geschlossenen Formeln in S abzihlbar. Es sei (¢,)nen, €ine solche
Abzahlung.

Wir definieren rekursiv eine Folge (\A;,)nen, von Mengen geschlossener Formeln:

Ay := theorems(.A)
und fir n € Ny:

A e ‘An’ falls ¢n € An oder _'¢n S An7
il theorems(A, U {¢,}), falls ¢, ¢ A, und —¢, ¢ A,.

Nach Konstruktion ist die Folge (A, )nen, aufsteigend, A, C A, fir alle n € Ny, und
jedes A, ist F-abgeschlossen. Wir zeigen nun induktiv, dass jedes A,, konsistent ist.
Induktionsanfang: Ay ist konsistent, da A nach Voraussetzung konsistent ist und + tran-
sitiv ist.

Induktionsvoraussetzung: Gegeben sei n € Ny, und A,, sei konsistent.

Induktionsschlufl: Wir unterscheiden zwei Félle:

e Im Fall ¢, € A, oder —¢, € A, ist A, = A, ebenfalls konsistent.

e Im Fall ¢, ¢ A, und ¢, ¢ A, schlieBen wir so: Angenommen, A, 1 - L. Wegen
A, 1 = theorems(A, U {¢,}) und der Transitivitit von F folgt A, U {¢,} + L,
also mit einer Pfeileinfithrung A,, - —¢,,. Weil A,, F-abgeschlossen ist, schliefen wir
=0, € A, im Widerspruch zur Fallannahme. Damit ist A, ¥ L gezeigt.

Nun sei

A = U A,.

n€Np

Wir zeigen, dass A’ konsistent ist: Angenommen A’ = L. Dann gibt es eine endliche
Menge & C A" mit & - L. Wegen A,, 1 A’ gibt es ein n € Ny mit & C A, so dass auch
A, F L folgt, ein Widerspruch. Es folgt A"t/ L.
Nun zeigen wir, dass A’ vollstdndig ist. Hierzu sei eine eine geschlossene Formel ¢ gegeben.
Wir nehmen n € Ny mit ¢ = ¢,,. Fallunterscheidung:

e Im Fall ¢ € A, oder =¢ € A, folgt ¢ € A" oder ~¢p € A" wegen A, C A’; also erst
recht A"+ ¢ oder A"+ —¢.
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e Im Fall ¢ ¢ A, und —¢ ¢ A, folgt ¢ = ¢, € A1 C A nach Definition von A, ;.

Nun zeigen wir, dass A’ F-abgeschlossen ist. Hierzu sei ® C A’ eine endliche Menge und
1) eine geschlossene Formel mit ® F ¢. Wir nehmen wieder ein n € Ny mit & C A,,. Dann
folgt v € A, C A, weil A,, F-abgeschlossen ist.

O

Bemerkung: Das Rekursionsverfahren aus dem Beweis liefert uns keinen Algorithmus,
mit dem ein Computer die Axiome einer vollstandigen konsistenten Theorie 77, die 7 um-
fasst, aufzdhlen konnte: Hierzu briauchten wir namlich ein Verfahren, mit dem ein Com-
puter entscheiden kann, welcher der beiden Félle im Rekursionsschritt eintritt. Solch ein
Verfahren steht uns nicht zur Verfiigung, weil wir fiir eine vorgegebene Liste von Formeln
@1, .-, 0n, ¥ kein Verfahren zur Verfiigung haben, mit dem wir entscheiden kénnen, ob
O1, ..., 0n F 1 gilt: Zwar konnten wir systematisch nach zugehérigen Herleitungsbaumen
suchen, doch solch ein Suchverfahren bricht vielleicht nicht ab, wenn ¢4, ..., ¢, F/ ¢ gilt.
Insofern ist das Rekursionsverfahren aus dem Beweis nicht konstruktiv. Diese Problema-
tik hat einen prinzipiellen Grund, die Godelschen Unvollstandigkeitssitze, die wir spéter
diskutieren.

Der Vollstéandigkeit halber beweisen wir den Satz nun auch noch im allgemeinen Fall,
in dem die Sprache & auch iiberabzéhlbar sein darf. Die Rekursion des obigen Beweises
wird hier ersetzt durch eine Anwendung des Zornschen Lemmas. Vor seiner Formulierung
definieren wir:

Definition 3.13 (partielle Ordnung) FEine partielle Ordnung auf einer Menge M ist
eine zweistellige Relation < C M x M mit den folgenden Eigenschaften:

1. Reflexivitit: x < x fiir alle z € M.
2. Antisymmetrie: Fiir alle x,y € M mit x < y und y < z folgt z = y.
3. Transitivitdt: Fir alle z,y, 2z € M mit < y und y < 2 folgt x < 2.

Das Paar (M, <) nennen wir dann eine partiell geordnete Menge.
Gilt zusétzlich noch:

4. paarweise Vergleichbarkeit: fir alle z,y € M gilt x < y oder y < z,

so nennen wir < eine lineare Ordnung auf M.

Sei (M, <) eine partiell geordnete Menge. Eine Teilmenge N C M heiit (bzgl. <) linear
geordnet, wenn die Einschrankung < N (N x N) eine lineare Ordnung auf N ist. Ein
Element x € M wird obere Schranke einer Menge N C M genannt, wenn fiir alle y € N
gilt: y < z. Ein Element z € M wird ein mazimales Element genannt, wenn gilt: Fiir alle
y € M mit z < y folgt x = y.
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Zornsches Lemma: Es sei (M, <) eine partiell geordnete Menge. Zu jeder linear ge-
ordneten Teilmenge von M ezistiere eine obere Schranke. Dann besitzt M ein mazimales
Element.

Das Zornsche Lemma ist eine Folgerung des Auswahlaxioms und ebenso nichtkonstruktiv
wie das Auswahlaxiom. Wir beweisen es erst spéter im Rahmen einer Diskussion allge-
meiner Rekursionen in der Mengenlehre.

Beweis des Satzes 3.12 im allgemeinen Fall. Weil der Beweis viel Ahnlichkeit mit
dem Beweis im abzéhlbaren Fall hat, wird er hier etwas kiirzer dargestellt:

Gegeben eine konsistente Theorie T = (S,.A), sei M die Menge aller konsistenten -
abgeschlossenen Mengen ® von geschlossenen Formeln iiber & mit A C &. Durch die
Inklusionsrelation < := C wird M partiell geordnet. Wegen theorems(.A) € M ist M # ().
Es sei nun N C M eine linear geordnete Teilmenge. Im Fall N = () ist theorems(.A) eine
obere Schranke fiir N. Im Fall N # () zeigen wir nun, dass die Vereinigung | J N eine obere
Schranke fiir N ist:

e Aus ) # N C M folgt A C |J N nach Definition von M.

e |JN ist konsistent. Um das einzusehen, nehmen wir | JN F L an. Dann finden wir
eine endliche Teilmenge ® C |JN mit & F L, sagen wir ® = {¢y,...,¢,}. Zu
jedem ¢ = 1,...,n wihlen wir ein ¥; € N mit ¢; € ¥; aus. Weil N linear geordnet
ist, diirfen wir (eventuell nach Umordnung) annehmen ¥; C ... C ¥,,. Dann folgt
® C U, also auch ¥,, F L im Widerspruch zu ¥,, € M. Es folgt [ JN F# L.

e [J N ist F-abgeschlossen. Um das einzusehen, nehmen wir eine geschlossene Formel
¥ mit [JN F 1. Wie eben finden wir eine endliche Teilmenge ® C J N mit & F 1.
Der Schluss von eben, mit _L ersetzt durch 1, zeigt uns ¥ = ¢ fiir ein ¥ € N, und
daher ¢ € W C [J N, weil ¥ F-abgeschlossen ist.

Bis jetzt ist damit | JN € M gezeigt. Weil & C [J N fiir alle ® € N gilt, ist [J N eine
obere Schranke von N.

Damit ist das Zornsche Lemma anwendbar und liefert uns ein maximales Element A’
von M. Wir zeigen nun, dass A’ vollstandig (iiber S) ist. Hierzu sei ¢ eine geschlossene
Formel. Angenommen, es gilt A’ I ¢ und A’ I/ =¢. Dann ist A” := theorems(A' U {¢})
eine konsistente(!), F-abgeschlossene Formelmenge mit A" C A” € M und A" # A", im
Widerspruch dazu, dass A’ ein maximales Element von M ist. Also ist A’ in der Tat

vollsténdig.
OJ

4 Semantik einer Sprache 1. Stufe

4.1 Strukturen und Modelle

Je komplexer die Analyse der Objektsprache wird, desto schwieriger und unanschaulicher
wird es, eine rein syntaktische Sprech- und Denkweise beizubehalten. Deshalb fithren wir
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nun eine Semantik von Sprachen 1. Stufe ein: Jedem n-stelligen Funktionssymbol wird
eine n-stellige Funktion als seine Bedeutung zugeordnet, und jedem Priadikatensymbol
eine n-stellige Relation als seine Bedeutung.

Definition 4.1 (Strukturen zu einer Sprache 1. Stufe) Gegeben sei eine Sprache S
1. Stufe, charakterisiert durch die Menge F' ihrer Funktionssymbole, die Menge P ihrer
Prddikatensymbole und die Stelligkeitsabbildung s : FUP — Ny. Fine Struktur zu S ist ein
Paar M = (M, M), bestehend aus einer nichtleeren Menge M, “Universum” der Struktur
genannt, und einer auf F'U P definierten Funktion - mit folgenden Eigenschaften:

1. Fiir jedes Funktionssymbol f € F mit Stelligkeit n = s(f) € Ny ist fM: M™ — M
eine n-stellige Funktion auf M mit Werten in M. Im Spezialfall von Konstanten-
symbolen f = c, Stelligkeit s(c) = 0, M° = {()}, schreiben wir auch M statt cM(),
d.h. die leere Argumenteliste wird weggelassen.

2. Fiir jedes Pridikatensymbol p € P mit Stelligkeit n = s(p) € Ny ist pM C M™ eine
n-stellige Relation auf M.

3. Fir Falsum L muss LM =0 c M° = {()} gelten.

4. Ist S8 eine Sprache mit Gleichheitszeichen, so wird dem Gleichheitssymbol = die
Gleichheitsrelation (= Diagonale) auf M zugeordnet:

=M= {(2,2): v € M} C M?

Alternativ kann eine n-stellige Relationen R C M"™ auch durch die folgende booleschwer-
tige Funktion, ihre Indikatorfunktion, codieren:

n wahr, falls (zq,...,2,) € R,
M™ — {wahr, falsch}, (x1,...,2,)— { falsch,  falls EIh - 7@3 ¢ R
Fiir ein n-stelliges Pridikatensymbol p verwenden wir die gleiche Notation p™ sowohl fiir
die Relation p™ C M™ als auch fiir ihre Indikatorfunktion p™ : M™ — {wahr, falsch}. Im
Fall von Préadikatenkonstanten, also von O-stelligen Prédikatensymbolen, lassen wir die
leere Argumenteliste () wieder weg, identifizieren also p™ : M° = {()} — {wahr, falsch}
mit seinem einzigen Wert p™(). Bei dieser alternativen Darstellung erhilt das Falsum die
Bedeutung L™ = falsch.
Um auch Variablen eine Bedeutung zu geben, fiithren wir den Begriff der Belegung ein:

Definition 4.2 (Belegungen) FEs sei V' eine Menge von Variablen. Eine Belegung der
Variablen in V in einer Struktur (M,-M) ist eine Abbildung b : V. — M. Ist V =
{v1,...,v5} und x; = b(v;) firi=1,...,n, so schreiben wir auch [vy/x1,...,v,/x,] :=b.
Mit domain(b) := V' wird der Definitionsbereich einer Belequng b:V — M bezeichnet.

37



Man verwechsle Belegungen nicht mit den syntaktischen Substitutionen, trotz der glei-
chen Notation! Wahrend Substitutionen Variablen durch Terme ersetzen, also eine rein
syntaktische Operationen liefern, erhalten Variablen durch eine Belegung einen Wert im
Universum einer Struktur als ihre Bedeutung.

Wir definieren nun die Bedeutung von Termen in einer Struktur:

Rekursive Definition 4.3 (Semantik von Termen) Es sei M = (M, -™) eine Struk-
tur einer Sprache S 1. Stufe. Weiter sei t ein Term und b eine Beleqgung mindestens der
in t auftretenden Variablen: freeVar(t) C domain(b). Dann wird die Bedeutung t*[b] von
t in M unter b so rekursiv definiert:

1. Ist t eine Variable, so sei

tMb] := b(t)
2. Istt = fs1...s, mit einem n-stelligen Funktionssymbol f und n Termen s1,..., Sy,
50 sei
tM[b] = B, s D))

Anschaulich gesagt wird der Term semantisch interpretiert, indem man jede Variable
durch ihren Wert unter der Belegung und jedes n-stellige Funktionssymbol f durch seine
Funktion f™: M™ — M in der Struktur ersetzt.

Fiir die nachfolgende Definition der Semantik von Formeln brauchen wir bei der Behand-
lung des Allquantors noch die folgende Abénderung einer Belegung an einer Stelle:

Zu einer Struktur M = (M, -™) seien b eine Belegung, = eine Variable und y € M ein
Objekt. Es bezeichne b[z/y] : domain(b) U {z} — M die wie folgt abgeénderte Belegung:

el ={ J s 2 S O

Rekursive Definition 4.4 (Giiltigkeit von Formeln, Modelle) Es sei M = (M, ™)
eine Struktur einer Sprache S 1. Stufe. Weiter sei ¢ eine Formel und b eine Belegung

mindestens der in ¢ frei auftretenden Variablen: freeVar(¢) C domain(b). Dann wird der
Wahrheitswert ¢™M[b] € {wahr, falsch} von ¢ in M unter b so rekursiv definiert:

1. Ist ¢ = pty...t, eine Primformel mit einem n-stelligen Prddikatensymbol p und n
Termen ty,...,t,, so sei

M) = pME [, . E[B)).
Hierbei wird pM : M™ — {wahr, falsch} als booleschwertige Funktion aufgefasst.

2. Ist ¢ = — x eine Implikation, so wird der Wahrheitswert ¢ [b] € {wahr, falsch}
durch die folgende Tabelle definiert:

M [ xM] || (0 — )M 0]
wahr | wahr || wahr
wahr | falsch || falsch
falsch | wahr || wahr
falsch | falsch || wahr
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3. Ist ¢ = Vi) eine Allformel, definieren wir den Wahrheitswert ¢ [b] € {wahr, falsch}

S0.

M | wahr,  falls fir alley € M gilt: M [b[z/y]] = wahr,
(Vey) b = { falsch  sonst.

Wir schreiben M E ¢[b], in Worten “¢ ist in M unter der Belequng b giiltig”, als Synonym
fiir ™ [b] = wahr. Ist ¢ eine geschlossene Formel, so schreiben wir auch kurz M & ¢ fiir
die Giiltigkeit von ¢ in M unter der leeren Belequng. Ist eine Formel ¢ in der Sprache S
fiir alle Strukturen M und Belegungen b mit freeVar(¢) C domain(b) giiltig, so schreiben
wir & ¢ (oder manchmal genaver auch =5 ¢ ), in Worten “p ist (pridikatenlogisch) giiltig”.
Eine Struktur M heifst ein Modell einer Theorie (S, A), in Zeichen M ES A oder auch
kurz M E A, wenn fiir jedes Aziom ¢ € A gilt: M ES ¢.

Die Giiltigkeitsrelation F ist also ein semantisches Gegenstiick zur rein syntaktischen Her-
leitungsrelation . Anschaulich gesprochen wird der Wahrheitswert einer Formel in einer
Struktur M bestimmt, indem man sie innerhalb der Struktur inhaltlich liest. Dabei wird
der objektsprachliche Implikationspfeil — mit Hilfe der metasprachlichen Implikation =
interpretiert, und der objektsprachliche Allquantor V mit Hilfe einer metasprachlichen
Allquantifizierung im Universum der Struktur.

Beispiel 4.5 (Gruppentheorie und Gruppen) Die Sprache der Gruppentheorie be-
sitzt neben dem Gleichheitszeichen = noch ein zweistelliges Funktionssymbol o, das 1ib-
licherweise in Infix-Operatornotation geschrieben wird, und ein Konstantensymbol e. Die
Gruppenaxiome, also die Aziome der Gruppentheorie, umfassen neben den Gleichheits-
axiomen noch die folgenden Axiome:

1. “Assoziativgesetz”: NaVyVz :x o (yoz) = (roy) o z,
2. “Linksneutrales Element”: Vx : eox = x,
3. “Existenz von Linksinversen”: Vax3dy : yoxr = e.

Modelle G der Gruppentheorie umfassen also eine Menge G, eine Konstante €9 € G,
neutrales Element genannt, eine zweistellige Funktion o9 : G x G — G und natiirlich die
Gleichheitsrelation =9 auf G, so dass die Gruppenaziome hierfiir giiltig sind. Die Modelle
der Gruppentheorie sind also genau die Gruppen im Sinne der Algebra.

Beispiel 4.6 (Standardmodell der Peanoarithmetik) Die Struktur N' = (N, V)
zur Sprache der Arithmetik besitze die Menge Ny der natiirlichen Zahlen als Universum,
sowie (neben der Gleichheitsrelation =V auf Ny) noch die folgenden Interpretationen der
Funktionssymbole:

1. Das Nullsymbol 0 wird durch die Null 0N = 0 € Ny interpretiert.

2. Das Nachfolgersymbol N wird durch die Nachfolgerfunktion NV N, = Ny, NN(x) =
x + 1 interpretiert.
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3. Das Plussymbol + wird durch die Additionsabbildung 4N Ny x Ny — Ny, x—|—Ny =

x + vy interpretiert.

4. Das Malsymbol - wird durch die Multiplikationsabbildung ¥ : NgxNy — Ny, z-Ny =
xy interpretiert.

Damit wird N ein Modell der Peanoarithmetik. Es heifit das Standardmodell der Peano-
arithmetik.

Die Gruppenaxiome erfiillen in der Mathematik eine ganz andere Funktion als die Peano-
axiome: Wahrend die Gruppenaxiome viele nichtisomorphe Modelle, eben die Gruppen,
beschreiben sollen, sind die Peanoaxiome urspriinglich gedacht gewesen, damit nur das
Standardmodell (und dazu isomorphe Modelle) zu beschreiben. Allerdings wird dieses
urspriingliche Ziel nicht erreicht, wie wir spéter sehen werden: Neben dem Standardmo-
dell (und seinen dazu isomorphen Varianten) gibt es noch zahlreiche weitere Modelle der
Peanoarithmetik, “Nichtstandardmodelle” genannt.

Anders als bei der Peanoarithmetik fallt uns kein Kandidat fiir ein Standardmodell von
ZFC ein: Das Universum eines solchen Modells miisste ja eine Menge in der Metasprache
sein. Dieses Problem hat einen prinzipiellen Grund, der damit zusammenhéngt, dass wir
uns die Metasprache selbst als eine Kopie von ZFC vorstellen kénnen. Diesen Grund wer-
den wir mit den Godelschen Unvollstandigkeitssidtzen spéater genauer beschreiben kénnen.

Semantik der abgeleiteten Junktoren. Die durch Abkiirzungsregeln definierten ob-
jektsprachlichen Junktoren bekommen in jeder Struktur eine Semantik, die fiir die meta-
sprachlichen Junktoren wohlbekannt ist. Wir fassen sie in den folgenden Tabellen zusam-
men. Hierzu seien M eine Struktur zu einer Sprache, ¢ und v zwei Formeln und b eine
Belegung mindestens der freien Variablen in ¢ und 1.

o abgleiteter O-stelliger Junktor: Es gilt T™ = wahr.

o abgeleiteter 1-stelliger Junktor:

oM [b] || ~o™[b]
wahr || falsch
falsch || wahr

e abgeleitete 2-stellige Junktoren:

oM [B] [ ML || (0 V)M | (@ A)MB] | (& 4> )M D]
wahr | wahr || wahr wahr wahr
wahr | falsch || wahr falsch falsch
falsch | wahr || wahr falsch falsch
falsch | falsch || falsch falsch wahr
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Semantik des Existenzquantors. Auch Existenzformeln Jz¢, abgekiirzt fiir =Vz—g,
bekommen in einer Struktur M = (M, -M) die zu erwartende Semantik: Ist b eine Bele-
gung mindestens der freien Variablen in 3z¢, so hat man den Wahrheitswert

Mp _ J wahr, falls ein y € M mit ¢M[b[x/y]] = wahr existiert,
(Fwe)™1b] = { falsch  sonst.

Verkleben von Punkten bei Strukturen mit Gleichheitssymbol. Die folgen-
de Konstruktion, das Verkleben von Punkten in einem Modell, wird auch viel in an-
deren mathematischen Féchern verwendet, z.B. bei der Konstruktion reeller Zahlen als
Aquivalenzklassen von Cauchyfolgen, bei der Konstruktion von Quotientenriumen u.v.a.:
Es sei M = (M,-™) eine Struktur zu einer Sprache S 1. Stufe mit einem zweistelligen
Prédikatensymbol =. Wir nehmen an, dass fiir dieses Symbol alle Gleichheitsaxiome in
M giiltig seien, aber =M nicht die Gleichheitsrelation zu sein braucht. Dann ist =™
eine Aquivalenzrelation, denn wegen der Giiltigkeit der ersten drei Gleichheitsaxiome ist
sie reflexiv, symmetrisch und transitiv. Fiir # € M sei [2] := {y € M : y =™ z} die
Aquivalenzklasse von z und

M/=M:={[z]: v € M}

der zugehorige Quotientenraum. Fiir jedes n-stellige Funktionssymbol f und alle x4, ..., z, €
M, yi,...,y, € M mit z; =M y;, also mit [z;] = [y;] fiir alle j = 1,...,n folgt
My, m,) =M My, y.), also [fM(a, . 20)] = [, ya)], aufgrund
der Giiltigkeit des Gleichheitsaxioms fiir f in der Struktur M. Damit ist die Abbildung

U (=M My =M,
M= (], ) = M ()]

wohldefiniert, also unabhéngig von der Wahl der Reprisentanten in jeder Aquivalenzklasse.
Ebenso: Fiir jedes n-stellige Préadikatensymbol p und alle zy,...,x, € M, y1,...,y, € M
mit [z;] = [y;] fiir alle j = 1,...,n folgt pM(zy,...,2,) = p™(y1,...,y,) € {wahr, falsch}
aufgrund der Giiltigkeit des Gleichheitsaxioms fiir p in der Struktur M. Damit ist die
booleschwertige Abbildung

=M (M/=™)" — {wahr, falsch},

M=

P 1], .. [zn)) =M, 1)

wohldefiniert, also unabhéngig von der Wahl der Repriisentanten in jeder Aquivalenzklasse.
Mit diesen Interpretationen der Funktions- und Pridikatensymbole wird M/ =M:=
(M) =M, M=) ebenfalls eine Struktur zur Sprache S, in der das Gleichheitssymbol
= nun als Gleichheitsrelation auf M/=™ interpretiert wird. Zudem haben wir die kano-
nische Abbildung k : M — M/=™ k(z) = [z].

41



Lemma 4.7 (Quotientenstrukturen) In der Situation von eben sei ¢ eine Formel und
b eine Belegung mit Werten in M mindestens aller freien Variablen in ¢. Es sei kob :
domain(b) — M/=M, z s [b(x)] die Komposition der Belegung b mit der kanonischen
Abbildung k. Dann sind dquivalent:

1. ME ¢[b],
2. M/ =Mk [k o b).

Insbesondere ist M genau dann ein Modell einer Theorie T tiber der Sprache S, wenn
M/ =M ein Modell der gleichen Theorie ist.

Ubung 4.8 Beweisen Sie Lemma (4.7) durch Induktion tiber den Aufbau der Formel ¢.

Im Sinne dieses Lemmas ist es nicht mehr notig, dem Gleichheitssymbol in Modellen
eine besondere Rolle einzurdumen: Man kann ihm durch Ubergang zur Quotientenstruk-
tur stets die Gleichheitsrelation als Semantik geben, wenn in der Ausgangsstruktur die
Gleichheitsaxiome giiltig sind.

Die kanonische Abbildung ist also ein (starker) Homomorphismus von Strukturen im Sinne
der folgenden Definition:

Definition 4.9 (Homomorphismen von Strukturen) Es seien M = (M,-M) und
N = (N, M) zwei Strukturen diber der gleichen Sprache S. Eine Abbildung k : M — N
wird (starker) Homomorphismus von M nach N genannt, wenn fiir jede Formel ¢ in S
und jede Belequng b : domain(b) — M die folgenden Aussagen dquivalent sind:

1. M E ¢[b],
2. NE ¢[kobl.

Ist dies nur fiir jede Primformel ¢ garantiert, so nennen wir k einen schwachen Homo-
morphismus.

4.2 Aquivalenz von Syntax und Semantik bei Sprachen 1. Stufe

Der syntaktische Zugang und der semantische Zugang zur Logik unterscheiden sich zunéchst
betrachtlich: Wahrend das syntaktische Herleiten aus kombinatorischem Operieren mit
endlichen Objekten besteht, beruht der semantische Giiltigkeitsbegriff auf einer inhalt-
lichen Interpretation der Bedeutung von Formeln. Es ist daher nicht offensichtlich, dass
syntaktische Herleitbarkeit und semantische Giiltigkeit dquivalente Begriffe sind. Diese
Aquivalenz wird das erste Hauptergebnis dieser Logikvorlesung:

Satz 4.10 Korrektheitssatz und Godelscher Vollstandigkeitssatz

(Aquivalenz von syntaktischer Herleitbarkeit und semantischer Giiltigkeit)
Es seien 1, ¢1, ..., ¢, Formeln in emer Sprache § 1. Stufe, wober n € Ny. Dann sind
dquivalent:
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1. (syntaktische Herleitbarkeit) ¢1, ..., ¢, F° 1,

2. (semantische Giiltigkeit) Fiir jede Struktur M iber S und jede Belegung b dariber
mit freeVar(y) U |J;_, freeVar ¢; C domain(b) gilt:
Aus M E ¢;[b] fir alle j =1,...,n folgt M E [b].

Halten wir den Spezialfall n = 0, freeVar(¢)) = () davon gesondert fest:

Korollar 4.11 (Aquivalenz von Herleitbarkeit und Giiltigkeit geschlossener For-
meln) Es sei1) eine geschlossene Formel in einer Sprache S 1. Stufe. Dann sind dquivalent:

1. S,
2. M E Y fir jede Struktur M iiber S.

Die Implikation “1.= 2.” des Satzes wird “Korrektheitssatz’ genannt. Die Implikation
“2.= 1.7 ist der berithmte “Gddelsche Vollstindigkeitssat?’. Die Beweise dieser beiden
Implikationen sind ziemlich verschieden: Wéhrend der Korrektheitssatz fast offensichtlich
ist, weil nur die semantische Richtigkeit der Herleitungsregeln gecheckt werden muss, ist
der Godelsche Vollstindigkeitssatz ein tiefliegendes Resultat der Logik: Man braucht nicht
mehr als die wenigen Herleitungsregeln, um die inhaltliche Giiltigkeit fiir jede Struktur
zu priifen. In diesem Sinn ist der Herleitungskalkiil “vollstéandig”.

Am Rande sei bemerkt, dass es kein Analogon fiir den Godelschen Vollstandigkeitssatz bei
pradikatenlogischen Sprachen 2. oder héherer Stufen gibt. Das zeichnet Sprachen 1. Stufe
gegeniiber Sprachen hoherer Stufen aus und ist der Hauptgrund, warum wir uns in der
Vorlesung vorwiegend mit Sprachen 1. Stufe beschéftigen.

Beweis des Korrektheitssatzes. Wir beweisen den Satz durch Induktion iiber den
Aufbau einer Herleitung H zu ¢4, ..., ¢, Fg 1. Gegeben eine solche Herleitung H, nehmen
als Induktionsvoraussetzung an, dass die Aussage des Satzes fiir alle Teilherleitungen von
H gelte. Es sei M eine Struktur zu S und b eine Belegung mindestens aller freien Variablen
in ¢1,...,¢n, 0. Es gelte M E ¢;[b] fir alle j =1,...,n.

1. Annahmeneinfithrung A:Ist H eine Annahmeneinfithrung, so ist v eine der Formeln

&1, ..., ¢p. In diesem Fall ist die Behauptung M E 9[b] eine der Voraussetzungen.

2. Indirekter Beweis I:Ist H = (I,—~—x — x) so folgt M E (=—x — x)[b], wie die
folgende Wahrheitstabelle zeigt:

XM | (=)M[b] | (=5=)™M[B] | (==x = )M
wahr falsch wahr wahr
falsch wahr falsch wahr

3. Gebundene Umbenennung U: Ist H = (U,v, Hy), so folgt ¢y,..., ¢, Fg, x mit
einer gebunden umbenannten Formel x & 1. Wir zeigen durch Induktion iiber den
Aufbau von v, dass ¢ =~ y fiir jede Struktur M und Belegung b mindestens der
freien Variablen in 1 impliziert: M [b] = xM[b]:

43



e Ist ¢ eine Primformel, so ist ¢» = y und damit die Behauptung trivial.

e Ist ©» = (¢y — 1)2) eine Implikation, so ist auch x = (x; — x2) eine Im-
plikation mit ¥, =~ x; und ¥y = Yo. Nach Induktionsvoraussetzung folgt
YM[b] = xM[b] fiir j = 1,2, und daher auch (¢ — ¥2)M[b] = (x1 — x2)™[0].

o Ist ¢y = Vi, soist x = Vyyx; mit freeVary = freeVar xy und einer gebunden
umbenannten Formel x; ~ ¢1[z/y]. Gegeben z € M im Universum M der
Struktur M = (M, M), betrachten wir die beiden Belegungen b; = b[z/z]
und by = bly/z]. Nach der (inneren) Induktionsvoraussetzung folgt x:![bs] =
1] /y)M[ba] = M[b1], wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dass
es keinen Unterschied macht, ob wir erst z durch y substituieren und dann y
mit z belegen, oder gleich x mit z belegen. Weil dies fiir alle z € M gilt, folgt
(Vo )M[b] = (Vyx1)™[b] nach der Definition der Giiltigkeit von Allformeln.

Mit der Voraussetzung M kE ¢;[b] fur j = 1,...,n folgt nun M E x[b] nach Induk-
tionsvoraussetzung, und damit auch M F 1[b] wegen der eben gezeigten Aussage

YM[b] = xM[b].

. Pfeilentfernung —~: Hier ist H = (—~,v, Hy, Hy), wobei ¢;...,¢, Fg, x und
@1...,0n Fr, X — ¥ mit einer Formel x. Nach Induktionsvoraussetzung wissen
wir M E x[t/] und M E (x — ¥)[V] fiir jede Fortsetzung b’ der Belegung b mit
freeVar y C domain(d'); man beachte hierbei, dass xy moglicherweise Variablen ent-
halten konnte, die in b noch nicht belegt werden. Es ist hier nur die erste Zeile der
Wahrheitstabelle fiir Implikationen

XM M| (x = )M D]
wahr | wahr wahr
wahr | falsch || falsch
falsch | wahr wahr
falsch | falsch | wahr

anwendbar, und wir lesen daraus ab, dass auch M E ¢[b'] gilt. Weil & eine Fort-
setzung von b mit (domain(b’) \ domain(b)) N freeVar(y)) = () ist, folgt hieraus auch
M E [b].

. Pfeileinfiihrung —1: Es sei H = (=T, x — ¢, H;) mit » = x — ¢ und einer
Herleitung H; zu ¢1, ..., ¢n, X Fu, ¢. Wir wissen nach Voraussetzung

freeVar({¢1, ..., ¢n, X, ¢}) C domain(b).

Wir unterscheiden zwei Falle:

e Falls yM[b] = wahr, verwenden wir die Voraussetzung qu\/‘ [b] = wahr fiir alle
j =1,...,n und die Induktionsvoraussetzung, um ¢ [b] = wahr zu schlieBen.
In diesem Fall ist Y [b] = (x — ¢)™[b] = wahr.
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e Falls x™[b] = falsch, folgt Y™ [b] = (x — ¢)™[b] = wahr unmittelbar aus der
Definition der Giiltigkeit von Implikationsformeln.

Damit ist M F 1[b] in beiden Féllen gezeigt.

6. Allentfernung ¥V~ : Es sei H = (Y™, ¢[z/t],t, Hy), also ) = ¢[z/t] mit einer Formel
¢, einem Term ¢ und einer Herleitung H; mit ¢4,...,¢, Fg, Vxe. Nach Indukti-
onsvoraussetzung und der Voraussetzung M E ¢;[b] fiir alle i = 1,..., n wissen wir
M E Vzg[b], also mit der Definition der Giiltigkeit von Allformeln M E ¢[b[z/z]]

fiir alle z € M. Wir unterscheiden zwei Falle:

e Falls z € freeVar(¢) ist freeVar(t) C freeVar(¢p[x/t]) = freeVar(y)) C domain(b).
In diesem Fall ist t™[b] definiert, und wir konnen z = t*[b] nehmen. Weiter
gilt (¢lx/t)M[b] = ¢M[b[x/t*[b]], denn es macht keinen Unterschied, ob wir
erst x durch ¢ substituieren und dann die freien Variablen mit b belegen, oder
gleich die freien Variablen ausser x mit b belegen und zusétzlich x mit der
Interpretation von ¢ unter b belegen. Mit (Vx¢)™[b] = wahr und der Definition
der Giiltigkeit von Allformeln folgt die Behauptung:

Sla/tM[E] = ™ [bla/t[b]] = wah .

e Falls z ¢ freeVar(¢) ist @lz/t] = ¢. Mit (Vxp)M[b] = wahr folgt mit einem
beliebigen'* z € M ebenfalls die Behauptung:

Sla /M) = ¢™[b]) = oM [blar/2]] = wahr.
7. Alleinfiihrung V't : Es sei ¢ = V¢ eine Allformel und
H = (‘V’Jr,‘v’xgb, Hl)

eine Herleitung zu ¢1,...,¢, Fy . Dann gelten = ¢ freeVar({¢,...,¢,}) und
O1y - Op by, ¢ Firi=1,... nund y € M folgt aus der Voraussetzung M F ¢;[b]
auch M E ¢;[b[z/y]], weil x in keinem der ¢; frei vorkommt. Mit der Induktionsvor-
aussetzung schlieflen wir M E ¢[b[z/y]] fir alle y € M, also M E Vz¢[b] mit Hilfe
der Definition der Giiltigkeit von Allformeln.

O
Ubung 4.12 Es seien ¢ und 1) zwei geschlossene Formeln in einer Sprache 1. Stufe.

1. Beweisen Sie:

(F ¢ oder Fv) =F ¢V

“Hier brauchen wir, dass das Universum einer Struktur definitionsgemifl nichtleer ist. Wiirden wir
auch leere Strukturen zulassen, so wire die Allentfernung ungiiltig: ) F VoL, aber () i L.
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2. Widerlegen Sie fiir geeignete ¢ und 1» mit einem Gegenbeispiel:
FoVvy = (F¢ oder ).

Ubung 4.13 Widerlegen Sie fiir eine geeignete Formel ¢ in einer Sprache 1. Stufe mit
freeVar(¢) C {z,y}:
FVz3dyey = F JaxVye

Ubung 4.14 1. Es seien ¢ und v zwei Formeln in einer Sprache 1. Stufe. Beweisen
Sie:
dxp ¢ =F 3z — ¢

2. Widerlegen Sie fiir geeignete ¢ und 1» mit einem Gegenbeispiel:
F3dzg = = Jzo ¢

Termstrukturen. Als Vorbereitung fiir den Beweis des Godelschen Vollstandigkeits-
satzes konstruieren wir nun Strukturen aus syntaktischem Material, genauer gesagt aus
geschlossenen Termen, also Termen ohne freie Variablen. Natiirlich brauchen wir dafiir
mindestens ein Konstantensymbol in der Sprache, da es sonst iiberhaupt keine geschlos-
senen Terme gibt.

Definition 4.15 (Termstrukturen)

Es sei T = (S,.A) eine konsistente Theorie 1. Stufe, deren Sprache S mindestens ein
Konstantensymbol enthilt. Wir definieren die Termstruktur Hr = (Hy,-%7), synonym
Herbrandstruktur, zu T so:

e Das Universum Hy ist die Menge der geschlossenen Terme tiber S.
o Fir jedes n-stellige Funktionssymbol f in S sei

T HY — Hyyo U7 (4, ) = fto ot

e Fliir jedes n-stellige Prddikatensymbol p in S sei

wahr,  falls AFS pty ... t,,

ET Hr —
p"7 : Hy — {wahr, falsch}, p"7(t1,...,t,) = { falsch, falls AHS pty .. . t,.

Insbesondere ist L7 = falsch, weil T konsistent ist.

Die Termstruktur zu 7T ist allerdings i.a. noch kein Modell zu 7, und zwar aus zwei
verschiedenen Griinden:

1. Aus A F° 3w¢ mit einer geschlossenen Existenzformel 3x¢ folgt i.a. keineswegs,
dass es einen geschlossenen Term ¢t € Hy mit A 5 ¢[z/t] gibt. Selbst im Fall,
dass ¢ eine Primformel mit nur einer freien Variablen z ist, ist damit keineswegs
‘Hy E Jx¢ garantiert.
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2. Sind ¢ und ) zwei geschlossene Primformeln mit A - ¢ <> =), so folgt keineswegs
Hy E ¢ <> ), weil A F —) nicht das Gleiche wie A I/ 1) ist.

Das erste dieser beiden Probleme wird behoben, wenn wir in A zu jeder Formel ¢, die
hochstens eine freie Variable x enthélt, ein Konstantensymbol cz¢ mit A + (Jxgp) —
(¢p|x/cx¢]) im Sinne von Lemma 2.43 haben. Das zweite der beiden Probleme tritt nicht
auf, wenn A vollstandig ist. Genauer gesagt gilt:

Satz 4.16 (Termstrukturen als Modelle) Es sei T = (S,.A) eine konsistente Theo-
rie 1. Stufe, 8" := S+¢ die durch iterierte Erweiterung durch Konstantensymbole cx¢
gewonnene Sprache gemdfS Definition 2.44, A= AUZ= mit

E:={(3x¢) — (P[z/cxd]) : x ist eine Variable,
¢ ist eine Formel in 8" mit freeVar(¢) C {z}}

die hieraus gemdf$ Satz 2.45 gewonnene tber S’ konsistente Erweiterung des Axiomen-
systems, und A’ DO A D A ein iber S wvollstindiges, konsistentes, F-abgeschlossenes
Aziomensystem nach Satz 3.12. Es sei Hy = (Hyr,-%7') die Termstruktur zur Theorie
T := (S, A"). Dann gilt fiir jede Formel ¢ in S', jede Liste x1,...,x, von verschiedenen
Variablen mit freeVar(¢) C {x1,...,x,} und alle geschlossenen Terme ty,...,t, € Hy
die folgende Aquivalenz:*®

A S @l [t ../t & Ho E ol /ty, ..., xn/tn] (23)

Insbesondere ist Hy ein Modell der Theorie T', und seine Einschrinkung auf die kleinere
Sprache S ist ein Modell der eingeschrdnkten Theorie T .

Beweis: Wir beweisen die Aquivalenz (23) durch Induktion iiber den Aufbau der Formel
#. Als Induktionsvoraussetzung nehmen wir an, dass die behauptete Aquivalenz schon fiir
die Teilformeln gelte, aus denen ¢ gebildet ist. Wir kiirzen ab: [x/t] := [z1/t1, ..., 2, /1],
H := H7 und schreiben F fir F°.

1. Als ersten Fall nehmen wir an, dass ¢ = ps;...s,, eine Primformel mit einem m-

stelligen Pradikatensymbol und m Termen sy, . . ., s,,, ist. Dann folgt (Jj_, freeVar(s;)
{z1,...,z,} nach Voraussetzung, also ist ¢[x/t] eine geschlossene Primformel. Nun
ist fir y=1,...,m

/i) = 5,2 /1)

nach Definition der Semantik von Termen in H, und daher

B [ wahr, falls A'F ¢[z/t]
O"le/t] = ole/" = { falsch, falls A"/ g[/1]

nach der Definition der Giiltigkeit von Primformeln in . Das ist die Aquivalenz
(23) in anderer Notation.

15Tn der Aussage (23) ist [z1/t1,...,%n/t,] links als Substitution, also syntaktisch, zu lesen, rechts
dagegen als Belegung, also semantisch.
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2. Ist ¢ = 1) — x eine Implikation, so gelten nach Induktionsvoraussetzung die beiden
folgenden Aquivalenzen:

A = z/t] & HE Yla/t],
A" x|z /t] & HE x[z/t].

Wir erhalten die folgende Aquivalenzkette:

HE (W —x)[z/l
ist dquivalent zu
HEY[z/t] = HE x[z/t]
ist dquivalent zu
A'-ylz/t] = A'F x[z/t]

ist dquivalent zu

A lx/t] oder A'F x[z/t].

Wegen der Vollstandigkeit von A’ und der Geschlossenheit von [z /t] ist das dquivalent
zu

A+ —wz/t] oder A+ x[z/t]. (24)
Wir zeigen nun, dass dies dquivalent zu
A'H (¥ = x)[z/1] (25)

ist. Zur besseren Lesbarkeit kiirzen wir ab: ¢/ := ¥[z/t], X' := x|z /t]

e Es gelte (24), also A’ F =)’ oder A’ F x'.

— Im Fall A" F =)' folgt A’, %' F L mit einer Pfeilentfernung, also zusammen
mit = L — X’ und einer Pfeilentfernung A’, ¢’ F x/, also A" ¢/ — ¥/
mit einer Pfeileinfiihrung.

— Im Fall A" F y/ folgt ebenfalls A" F ¢’ — ' mit einer Pfeileinfithrung.
Damit ist (24)=(25) gezeigt.
o Es gelte (25), also A" - ¢/ — x'. Mit einer Pfeilentfernung schliefilen wir
A’ " = x'. Wir unterscheiden zwei Fille:
— Im Fall A’ F /' gilt (24) trivialerweise.
— Im Fall A" I/ x' gilt A" F =/, weil A" vollstandig und x’ geschlossen ist.

Zusammen mit A’ ¢’ F x’ folgt A’, ¢’ - L mit einer Pfeilentfernung, also
auch A’ = =)' mit einer Pfeileinfithrung. In diesem Fall gilt also auch (24).

Damit ist auch (25)=>(24) gezeigt.
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Die Aquivalenzkette zusammenfassend ist damit die Behauptung (23) fiir unsere
Implikation ¢ = ¢ — x gezeigt:

HE@W =X/t & AF (= X)/1

3. Es sei ¢ = Vz9) eine Allformel. Zur Vereinfachung der Notation diirfen wir anneh-
men, dass die Variable z nicht unter den zq,...,x, auftritt, denn sie tritt ja in
¢ nicht frei, sondern gebunden auf; andernfalls entfernen wir sie aus dieser Liste.
Dann ist freeVary C {z1,...,x,,2}. Nach Induktionsvoraussetzung gilt fiir alle
geschlossenen Terme s in der Sprache S':

A Sl /t, 2/ s] & HEYlx/t, z/s]
Mit der Definition der Giiltigkeit von Allformeln folgt

[A'F5" [z /t, 2 /5] fiir alle geschlossenen Terme s in S'] & H EV2[z/t]

Wir kiirzen ab: ¢ := ¢[z/t]. Zu zeigen ist nun noch:
[A' F5" 4/[2/s] fiir alle geschlossenen Terme s in S'] = A S Yz (26)
e Die Richtung “«<” in dieser Behauptung folgt unmittelbar mit einer Allentfernung.

e Zur Richtung “=": Nehmen wir A’ " ¢/[2/s] fiir alle geschlossenen Terme s in
S’ an. Die Formel v enthélt hochstens die Variable z frei. Nehmen wir speziell das
Konstantensymbol s := cz—)’; fiir es wissen wir [(Fz—)') — (—'[z/s])] € A’
nach der Definition von A’. Mit zwei Pfeilentfernungen folgt A’, 32—, ¢'[2/s] FS'
L, also wegen A’ 5" ¢/[z/s] auch A’,3z—)' -5 L. Mit einer Pfeileinfithrung
schlieBen wir A’ F5" —=3z—¢), was dasselbe wie A’ FS" —=Vz——e) ist. Mit einem
indirekten Beweis und einer Pfeilentfernung folgt A’ +5" Vz——¢/ und damit mit
einer Allentfernung A’ FS" ——¢’. Nochmal mit einem indirekten Beweis und einer
Pfeilentfernung schliefen wir A’ F5" ¢//. Weil alle Formeln im Axiomensystem A’
geschlossen sind, tritt darin die Variable z nicht frei auf. Damit folgt mit einer
Alleinfithrung A’ F' V29, wie zu zeigen war.

Damit ist die Behauptung (23) durch Induktion gezeigt.
Fiir jedes ¢ € A’ schlieBen wir nun A’ -5 ¢ und damit Hy F ¢ wegen (23). Also ist Hy
ein Modell der Theorie 7" = (S§', A’). Es ist also erst recht ein Modell der eingeschriankten
Theorie 7 = (S, A).

O]

Wir beobachten, dass in diesem Beweis die Vollstandigkeit der Theorie A’ bei der Be-
handlung von Implikationen verwendet wurde, die Realisierung von Existenzformeln mit
Konstanten dagegen bei der Behandlung von Allformeln.

Der Godelsche Vollstandigkeitssatz wird damit eine einfache Folgerung des Satzes:
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Beweis des Godelschen Vollstandigkeitssatzes, also von “2.=1.” in Satz 4.10.
Wir verwenden Kontraposition. Angenommen, es gelte die Aussage 2. und ¢4, . . . , ¢, F° 1.
Dann folgt ¢, ..., ¢, =) #° L mit Lemma 2.34 (Konklusion als negierte Annahme).
Wir kiirzen ab: ¢, := —. Es sei x4, ..., 2, eine Aufzdhlung aller freien Variablen in
den ¢;, j = 1,...,n+ 1, und ¢} := Va;...Va,¢; der “Allabschluss” aller ¢;. Dann
folgt mit einer Allentfernung, dass A := {¢},..., ¢, .} eine konsistente Menge geschlos-
sener Formeln ist. Es seien die Theorie 7' = (S8, A’) und die Termstruktur Hs zu
T = (S,A) hierzu wie in Satz 4.16 gebildet. Nach dem Satz ist H7 ein Modell der
Theorie T = (S,.A). Insbesondere gilt H F ¢ fiir alle j = 1,...,n + 1. Fiir jede Bele-
gung b mit U;‘;Lll freeVar ¢; C domain(b) erhalten wir Hy F ¢;[b] fir alle j = 1,...,n+1.
Wegen ¢, 1 = — schlieflen wir Hy F —[b] und damit Hy F ¢[b] im Widerspruch zur
Voraussetzung 2.

OJ

Halten wir noch eine andere Formulierung des Gédelschen Vollstéandigkeitssatzes fest:

Korollar 4.17 (Go6delscher Vollstindigkeitssatz — alternative Formulierung)
Zu jeder konsistenten Theorie tiber einer Sprache 1. Stufe gibt es ein Modell.

Beweis: Diese Aussage ist schon im Satz 4.16 enthalten.
O

Ubung 4.18 Es sei T = (S, A) eine konsistente Theorie mit einem endlichem Awio-
mensystem A. Zeigen Sie, dass T ein Modell besitzt, indem Sie nicht den Satz 4.16 direkt
verwenden, sondern nur die Implikation “2.=1.” aus Satz 4.10.

4.3 Anwendungen des Gddelschen Vollstédndigkeitssatzes

Fiir die praktische Arbeit in der Mathematischen Logik ist der Gédelsche Vollstandigkeits-
satz duflerst niitzlich: Um Herleitbarkeit in einer Objektsprache zu verifizieren, braucht
man nun nicht mehr nur rein syntaktisch zu argumentieren. Vielmehr kann man auch
inhaltlich in einem Modell argumentieren, und dabei sich voriibergehend vorstellen, das
mathematische Universum der Metasprache sei das Universum in einem Modell. Damit
hat man fiir viele Satze der mathematischen Logik, die zunédchst rein syntaktisch gelesen
werden konnen, zwei verschiedene Strategien fiir den Beweis zur Verfiigung: syntaktisch
und semantisch.

Zur Tllustration hier eine semantische Losung von Ubungsaufgabe 3.9 1.:

ZFI—VxVy:ny:U{x,y}

Beweis in ZF:'® Gegeben zwei Mengen z,y, existiert die Paarmenge z := {x,y} nach
dem Paarmengenaxiom, und dessen Vereinigung v := U z nach dem Vereingungsaxiom.
Wir zeigen nun v = z U y. In der Tat gilt fiir alle ¢ die Aquivalenzkette:

16Mit dem Zusatz “in ZF” soll der Sprachebenenwechsel angedeutet werden: Der Beweis wird innerhalb
der Theorie ZF, also in der Sprache der Mengenlehre mit den Axiomen von ZF, inhaltlich gefiihrt. Die
Theorie ZF wird also in dem Beweis unsere neue Metatheorie.
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tev
& Es existiert a € {z,y} mit ¢t € a (aufgrund der Definition von | z)
& texodert €y (aufgrund der Definition von {z,y})
&t € xUy (aufgrund der Definition von z U y)
Die Behauptung v = x U y folgt nun aus der Definition der Gleichheit.

OJ

Semantische Beweise haben oft den Vorteil, dass sie anschaulicher und einfacher aufzu-
schreiben sind. Syntaktische Beweise haben dagegen oft den Vorteil, dass sie auf der Me-
taebene konstruktiv, als kombinatorische Manipulation von objektsprachlichen Formeln
und damit als eine Grundlage fiir Algorithmen gelesen werden kénnen.

4.3.1 Definitorische Erweiterungen

Bei der mathematischen Arbeit nimmt man laufend neue Definitionen zur Theorie, in
der man arbeitet, hinzu. Beweise diirfen dann nicht nur die Satze der urspriinglichen
Theorie verwenden, sondern auch die Definition. Durch Definitionen wird also nicht nur
die Sprache erweitert, sondern man bekommt auch neue “definitorische Axiome”. Mit
Definitionen kann man oft die Sprechweise vereinfachen. Jedem arbeitenden Mathematiker
ist aber klar (wenn auch manchmal nur unbewusst), dass man mit Definitionen keine
zusétzlichen Satze der urspriinglichen Theorie beweisen kann. Dieses Phdnomen koénnen
wir nun prazise beschreiben und beweisen:

Definition 4.19 (Definitorische Erweiterungen) Es seien T = (S,.A) eine Theorie
1. Stufe und ¢ eine Formel in der Sprache S.

1. Definierte Funktionssymbole: Es sei y, x1, ..., x, eine Aufzihlung (mindestens)
aller freien Variablen in ¢. Weiter sei f ein neues, nicht in S vorkommendes n-
stelliges Funktionssymbol, und S’ die um f erweiterte Sprache S. Es sei

Vo= Vay .. . Va,(Jye) — (dly/fry...xz,)) (27)

und A" .= AU{y}. Die Theorie T' = (S', A') wird eine definitorische Erweiterung
von T mit dem Funktionssymbol f genannt.

2. Definierte Priadikatensymbole: Es sei x4, ..., x, eine Aufzihlung (mindestens)
aller freten Variablen in ¢. Weiter sei p ein neues, nicht in S vorkommendes n-
stelliges Pradikatensymbol, und S" die um p erweiterte Sprache S. Es sei

Y = Vry... Ve, > pry...x, (28)

und A" := AU{yY}. Die Theorie T = (S, A’) wird eine definitorische Erweiterung
von T mit dem Prddikatensymbol p genannt.

In beiden Fdllen wird die Formel i das “definitorische Axiom” der Erweiterung genannt.
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Eigentlich haben wir mit den Abkiirzungsregeln schon mehrfach von solchen definitori-
schen Erweiterungen Gebrauch gemacht.

Die Erweiterung der Sprache mit Konstantensymbolen, die wir in Abschnitt 2.7 bespro-
chen haben, ist das Gleiche wie eine definitorische Erweiterung mit 0-stelligen Funktions-
symbolen.

Satz 4.20 (Definitionen liefern keine neuen Sétze)'” Ist (S', A') eine definitorische
Erweiterung einer Theorie (S,.A), so gilt fir alle Formeln x in der Ausgangssprache S:

Ay o ARy
Insbesondere ist (S', A") genau dann konsistent, wenn (S,.A) konsistent ist.

Beweis: Die Implikation A F° y = A’ -9 y folgt unmittelbar aus A’ O A, weil jede
Herleitung H iiber S auch eine Herleitung iiber der erweiterten Sprache S’ ist.

Die umgekehrte Implikation A’ ¥ y = A S x beweisen wir so: Wir betrachten den
“Allabschluss” X' := Vz;...Vz,YX, wobei freeVar(x) = {z1,. .., zm}. Wir zeigen unten

AU{-Y}1+ L = Au{=1F L. (29)

Nehmen fiir den Moment an, dass dies gilt. Dann folgt aus der Annahme A’ 5" y zunéchst
A" 5" X' mit Alleinfithrung, und dann A’ U {=y’} %" L mit einer Pfeilentfernung. Mit
(29) schliefen wir AU{=x'} F° L, also, indem wir die negierte Annahme zur Konklusion
machen, A F° . Es folgt A F° x mittels Allentfernung. Die verbleibende Behauptung
(29) zeigen wir durch (Meta-)Kontraposition: Angenommen, A U {—=x'} I/° L. Anders
gesagt nehmen wir an, dass die Theorie 7" := (S, AU {—x'}) konsistent sei. Sei 1) das
definitorische Axiom der definitorischen Erweiterung A’, also A" = A U {¢}. Im Rest
des Beweises betrachten wir definitorische Erweiterungen um Funktionssymbole und um
Pradikatensymbole getrennt:

1. Betrachten wir zuerst den Fall, dass (S8, A") eine definitorische Erweiterung zu einer
Formel ¢ mit freeVar(¢) C {z1,...,z,} mit einem n-stelligen Pradikatensymbol p
ist. Das zugehorige definitorische Axiom ¢ wird also durch (28) gegeben. Weil 7"
nach unserer Annahme konsistent ist, liefert der Godelsche Vollsténdigkeitssatz ein
Modell M = (M, -M) von T"”. Wir erweitern dieses Modell zu einer Struktur M’ =
(M, M) iiber &, indem wir dem Pridikatensymbol p die folgende Interpretation
geben:

P = y) € MM ME Gl /yr,. . @0 /ya)} © MT

17Obwohl definitorische Erweiterungen mit Funktionssymbolen formal so #hnlich wie das Auswahlaxiom
aussehen, hat dieser Satz nichts mit dem Auswahlaxiom zu tun: Es wird nicht die Existenz einer Auswahl-
funktion f als Objekt im Universum garantiert, sondern nur ein neues Funktionssymbol eingefiihrt. Ein
mogliches Missverstdndnis, man kénne mit definitorischen Erweiterungen durch Funktionssymbole das
Auswahlaxiom beweisen, beruht also auf einer unzuléssigen Vermischung von Objekt- und Metasprache
und von verschiedenen Typen.
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Dann gilt das definitorische Axiom @ in M, weil fiir alle y1,...,y, € M gilt:

M/ F <¢ prl"“r”>[x1/yl7"'7$n/yn]'

Anders gesagt: M’ ein Modell von A U {—x', ¢} iiber der Sprache &’. Aus dem
Korrektheitssatz folgt A’ U {=x'} 5" L, wie zu zeigen war.

2. Wir betrachten nun den Fall, dass (§’, A’) eine definitorische Erweiterung zu einer
Formel ¢ mit freeVar(¢) C {y,x1,...,2,} mit einem n-stelligen Funktionssymbol f
ist. Das definitorische Axiom v wird also durch (27) gegeben.

Wir betrachten eine vervollstdndigte Erweiterung um Konstantensymbole wie in
Satz 4.16 (Termstrukturen als Modelle) dazu, sowie die Termstruktur H = (H,-*)
davon. Insbesondere ist H auch ein Modell von 7"”. Wir erweitern H zu einer Struk-
tur H' = (H,-™) iiber der um das Funktionssymbol f erweiterten Sprache mittels
der folgenden Interpretation:

f”l :H" — H, fH/(tl, cooty) = eydlry Jty, . U]

Man beachte, dass hierbei ¢y, ..., t, Elemente von H, also geschlossene Terme sind,
so dass freeVar(¢[zi/t1, ..., z,/t,]) C {y} folgt. AuBerdem bezeichnet

cyplri/te, ..., xn/tn)

das Konstantensymbol, das zur Formel ¢[z/ty, ..., z,/t,] mit der Erweiterung der
Sprache um Konstantensymbole bei der Definition von H hinzugefiigt wurde. Ins-
besondere gilt

HE (Jydlzi/tr, .. za/ta]) = (Dlar/tr, - wn/ta y/cydlzr/tr, . n/T0]]),

anders geschrieben!®

HE ((Fyo) = @)1/t T ftuy/ ¥ (t1, - 1)),

wobei man hierin die eckige Klammer sowohl als Substitution als auch als Belegung
lesen kann. Es folgt

H E((Qyd) = (dly/frr. .. xn]))|x1/t1, - Ta/tn].
Weil das fiir alle ¢4, ...,t, € H gilt, schlielen wir

H EVr .. Ve, (Fye) — (Bly/fry. .. x2)),

18Man beachte, das die Auftreten von y in der Existenzformel gebunden sind, also von der darauffol-
genden Belegung nicht betroffen werden.
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was dasselbe wie H' E 1 ist. Damit ist gezeigt, dass H' ein Modell von A'U{=x'} =
AU {—y, ¢} ist. Bs folgt A’ U {=\'} /¥ L nach dem Korrektheitssatz, was zu
zeigen war.1?

OJ
Definitorische Erweiterungen sind also konservativ im Sinne der folgenden Definition:

Definition 4.21 (konservative Erweiterung) Es seienT = (S,.A) eine Theorie 1. Stu-
fe, 8" eine Erweiterung der Sprache 8 mit neuen Funktions- oder Pradikatensymbolen,
und A’ eine Menge geschlossener Formeln in der erweiterten Sprache S’. Die Theorie
T = (S8, A') heifit eine konservative Erweiterung von T, wenn fir alle geschlossenen
Formeln ¢ in der Ausgangssprache S gilt:

A ¢ & AFS ¢.

Ubung 4.22 Geben Sie einen alternativen Beweis des Satzes 4.20 “Definitionen liefern
keine neuen Sdtze” im Fall einer definitorischen Erweiterung mit einem Funktionssymbol
f, bei dem Sie den Gddelschen Vollstindigkeitssatz statt des Satzes 4.16 “Termstrukturen
als Modelle” verwenden. Arbeiten Sie also mit einem beliebigen Modell statt mit einer
Termstruktur. Verwenden Sie dabei das Auswahlaxiom der Metasprache zur Auswahl einer
Interpretation des neuen Funktionsymbols f.

Ubung 4.23 Beweisen Sie, dass man auch mit iterierten definitorischen Erweiterungen
einer Theorie mit madglicherweise unendlich vielen neuen Funktions- und Prdadikatensym-
bolen und den zugehorigen definitorischen Axiomen keine zusdtzlichen Formeln der Aus-
gangstheorie herleiten kann.

Ubung 4.24 Denken Sie diber Strategien nach, mit denen Satz 4.20 rein syntaktisch-
konstruktiv bewiesen werden kénnte, also tiber Algorithmen, aus einer Herleitung H' mit
A FS, ¢ eine Herleitung H mit A =5 ¢ 2u gewinnen. Es ist damit nicht gemeint, dass
Sie so ein Verfahren explizit angeben sollten.

19Der Beweis wird im Fall einer Erweiterungen mit einem Funktionssymbol mit einem speziellen Modell,
nédmlich einer Termstruktur, gefithrt, wahrend bei einer Erweiterung mit einem Pridikatensymbol mit
einem beliebigen Modell gearbeitet wurde. Wenn wir auch im ersten Fall mit einem beliebigen Modell ge-
arbeitet hitten, hitten wir das Auswahlaxiom in der Metasprache einsetzen miissen, um dem definierten
Funktionssymbol eine Interpretation zu geben, siche Ubung 4.22, wihrend das bei dem Termstrukturmo-
dell nicht notig ist. Der Beweis wurde so gefiihrt, um zu illustrieren, dass definitorische Erweiterungen
mit Funktionssymbolen (wenigstens im Fall einer abzihlbaren Sprache) nichts mit dem Auswahlaxiom
zu tun haben, weder auf Objektebene, noch auf Metaebene.
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Beispiele. Bisher waren das Inklusionszeichen “C” und das Gleichheitszeichen “=" mit
Abkiirzungsregeln zur Sprache der Mengenlehre hinzugenommen worden. Wir kénnen sie
nun als definitorische Erweiterungen mit zwei zweistelligen Pradikatensymbolen auffassen,
mit den definitorischen Axiomen

Ve Veg: 11 Cag > V2 2 €Ex1 — 2 € 29,
Ve Vg : 21 =29 > Vz2: 2 €Ex) <> 2 € 29.

Auch manche Klassenterme kénnen wir nun als definitorische Erweiterungen der Sprache
auffassen: Wir erweitern die Sprache der Mengenlehre definitorisch um die Funktionszei-
chen 0 (0-stellig), {-, -} (2-stellig), [J (1-stellig) und B (1-stellig) mit den definitorischen
Axiomen

AWz:z¢y) = V220,
Vo Voo (qyVz: z €y z2=mVz=ay) = Vz: z €{r1,02} <> 2 =121V 2 = 29,
Ve(IyVz: z €y Ju:z€EuAuUEY) — Vz: zGUxHHu:zEu/\uGUx,
Ve(FyVz: z€y+>2Czx) > Vz: 2z €P(x) > 2 C .

Die ZF-Axiome NULL, PAIR, UNION und POWER garantieren jeweils die Pramisse in
diesen definitorischen Axiomen.

Ebenso kann man das Symbol w fiir die Menge der natiirlichen Zahlen definitorisch
einfiihren; wir verzichten auf die Darstellung, weil in der Definition von w schon andere
definierte Symbole und Klassenterme vorkommen.

Ubung 4.25 Schreiben Sie ein definitorisches Aziom fir das Nachfolgerfunktionszeichen
N(z) :==xzU{x} in der Mengenlehre auf. Ist die Pramisse dieses definitorischen Azioms
in ZF herleitbar?

Allerdings ist es nicht sinnvoll, alle Klassenterme mittels definitorischer Erweiterungen
zur Sprache hinzuzunehmen. Zum Beispiel wére ein definitorisches Axiom

(FyWVz:zeyT) > VzizeV T

fiir das Mengenuniversum V' zur Erweiterung von ZF ziemlich nutzlos, weil das Gegenteil
seiner Pramisse in ZF herleitbar ist:

ZFF—-3yvVz:zey <« T.

Allgemeinen Klassentermen kénnen wir also allein mit definitorischen Erweiterungen keine
sinnvolle Semantik geben. Klassenterme entsprechen ja eher Aussagen iiber Mengen als
Mengen. Klassenterme sind also gewissermafien Modellierungselemente einer préadikaten-
logischen Sprache 2. Stufe, die in einem Modell von ZF, einer Theorie 1. Stufe, manchmal
nicht durch Objekte im Universum wiedergegeben werden kénnen. Im néchsten Abschnitt
besprechen wir eine Losung dieses Problems.
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Ubung 4.26 (Skolemisierung) FEs sei ¢ eine Formel in prinexer Normalform in einer
Sprache S 1. Stufe. Wir definieren die Skolemisierung ¢ von ¢ rekursiv so:

o Ist ¢ quantorenfrei, so setzen wir ¢°% 1= .
o Ist ¢ =Va1p, so setzen wir ¢°% 1= Va(155)

o Ist» = yp und 1, ..., 7, die Liste der in > freien Variablen aufery (in irgend-
einer fizierten Anordnung), so wihlen wir ein neues n-stelliges Funktionssymbol f,
das nicht in der Sprache S vorkommt, und setzen ¢ = S[y/fry ... z,].

1. Zeigen Sie fir jede Formel x iber S:
obx & Mk x

2. Es ser S die um das Gleichheitszeichen erweiterte Sprache der Mengenlehre. Bilden
Sie die Skolemisierung PAIRSY des Paarmengenazioms

PAIR .=V V., dyVz 2z €y <> 2 =21 V 2 = 19

4.3.2 Klassen in der Mengenlehre

In diesem Abschnitt nehmen wir an, dass das Axiomensystem ZF konsistent ist, also nach
dem Godelschen Vollstandigkeitssatz ein Modell besitzt. Fixieren wir fiir den Moment so
ein ZF-Modell M = (M,-™) mit einem “Mengenuniversum” M. Indem wir wenn nétig
zu einer Quotientenstruktur {ibergehen, diirfen wir annehmen, dass darin das durch defi-
nitorische Erweiterung hinzugefiigte Gleichheitszeichen als Gleichheit interpretiert wird:
=M= {(z,2): v € M}.

Das Klassenuniversum. Wir wollen nun auch allen Klassentermen eine Semantik ge-
ben, nicht nur solchen, die Mengen entsprechen: Klassenterme bekommen “Klassen” als
Interpretation. Nachdem es sich um ein Konstrukt handelt, das eher schon zu einer Spra-
che 2. Stufe gehort, suchen wir eine Interpretation innerhalb der Potenzmenge®® 3(M)
des Universums M. Wir definieren das zugehorige “Klassenuniversum” so:

M :={A € P(M) : Es existieren eine Formel ¢,
verschiedene Variablen z,y1,...,y, mit freeVar(¢) C {x,y1,...,yn}
und g, ..., u, € M mit A={z€M: MEz/z,y1/ur,...,yn/unl}}

sowie die folgende Abbildung

L MM
urs {zeM: zeMul={zeM: MFE (z €y)lz/zy/u]}.

20Hier ist die Potenzmenge in der Metasprache gemeint.
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Weil das mittels € definierte Gleichheitszeichen in M als Gleichheit interpretiert wird,
wissen wir fiir alle uy,us € M die Aquivalenzen

up=uy < ME(Nr: v €y 1 € ya)yr/ur, y2/us
& (Fir alle z € M gilt: 2z eMu, oz eM uy)
< w(ur) = (ug),

alsoist t: M — M injektiv. Das “Universum 1. Stufe” oder “Mengenuniversum” M wird
also mittels ¢ in das “Universum 2. Stufe” M oder “Klassenuniversum” eingebettet.

Wir definieren zudem die folgende Interpretation des €-Symbols als zweistellige Relation
eMC M?: Fiir a,b € M sei

a €Mb &= Esexistiert 2 € b mit ¢(2) = a.

Damit wird (Z\//_T , EM\) eine Struktur zur Sprache der Mengenlehre.
Fiir alle z,u € M gilt die Aquivalenzkette

—

zeMu o zecuu) & uz) eMi(u),
so dass ¢ eine Einbettung von M in (]\/4\ ,eM ) im Sinne der folgenden Definition ist:

Definition 4.27 (Einbettung) Es seien M = (M,-™) und N' = (N, ) zwei Struktu-
ren iiber der gleichen Sprache S 1. Stufe. Fine Einbettung von M in N ist ein injektiver
schwacher Homomorphismus von M nach N .

Die Elemente von M nennen wir Klassen; die Elemente von ([M] Mengen. Klassen, die
keine Mengen sind, nennt man echte Klassen.

Nun erweitern wir die Sprache S der Mengenlehre um Klassenterme {z : ¢} fiir jede For-
mel ¢ in S und Variable z; sie werden nun wirklich als Terme und nicht mehr nur als mit
Ersetzungsregeln zu entfernende Symbole aufgefasst.

Strenggenommen ist das so gemeint: Gegeben eine Formel ¢ in & und eine Variable z,
betrachten wir die Auflistung w1, ..., y, der Variablen in freeVar(¢) \ {} beziiglich einer
beliebigen, vorher festgelegten Ordnung der Variablen. Wir fiigen ein neues n-stelliges
Funktionssymbol f,, zur Sprache der Mengenlehre hinzu. Dann steht der Klassenterm
{z : ¢} fiir den Term fy, 41 ...y, in der so erweiterten Sprache; insbesondere enthélt
{z : ¢} genau die Variablen yi, ..., y, frei. Die so erweiterte Sprache bezeichnen wir mit

S.

Klassen als Interpretation von Klassentermen. Wir skizzieren nun die Interpreta-
tion von Klassentermen in dieser erweiterten Sprache. Mit den Bezeichnungen von eben
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interpretieren wir Klassenterme zunéchst mit Belegungen b = [y1/t(uq), ..., y1/t(u,)] mit
Werten in ([M], also mit Mengen, (wobei uy,...,u, € M) so:

(2: MM = {z € M: ME@[z/z, 4 /u, .. yn/un]}

Nach der Definition des Klassenuniversums M besteht also M genau aus diesen Interpre-
tationen {z : ¢}M[b] von Klassentermen mit ([ M]-wertigen Belegungen.

Zum Beispiel bekommt die Allklasse V' = {z : T} hiermit das Mengenuniversum M als
Interpretation:

VMM eM

SchlieBlich interpretieren wir Klassenterme {z : ¢} auch mit allgemeinen klassenwertigen
Belegungen

b=[y1/({z1 : 0o bi)), o g/ ({2 2 0} M0 b)),

wobei jedes b; eine Belegung der Variablen freeVar({xz; : ¢;}) mit Werten in M ist. Indem
wir wenn notig die Variablen umbenennen, diirfen 0.B.d.A. annehmen, dass die Definiti-
onsbereiche der Belegungen by, ..., b, paarweise disjunkt sind, so dass b := by U...UDb,
ebenfalls eine wohldefinierte Belegung mit Werten in M ist. Es sei x die Formel in der Spra-
che der Mengenlehre S, die aus der substitutierten Formel o[y /{z1 : ¢¥1}, ..., yn/{xn :
¥ }] durch Entfernung aller Klassenterme mit den Ersetzungsregeln 2.19 entsteht.?! Wir
setzen dann

{a 2o} [b] := {z - x}[0).
Diese Definition héngt nicht von der Auswahl der Klassenterme {x; : 1;} und der Belegung
b; ab, sondern nur von den Werten {z; : @Z)j}ﬂ[bj] € ]\/4\, also nur von der Belegung b.
Fiir mengenwertige Belegungen stimmt diese erweiterte Definition der Interpretation von
Klassentermen mit der vorhergehenden iiberein.
Mit diesen Interpretationen wird M = (]\7 ,-M) eine Struktur der um Klassenterme er-
weiterten Sprache S.

2!Man beachte, dass bei der Interpretation des Klassenterms {z : ¢} die Formel ¢ in M, also im
Mengenuniversum, interpretiert wird, nicht in M. Tnsbesondere beziehen sich bei dieser Interpretation
die Allquantoren auf den Bereich der Mengen, nicht auf Klassen; andernfalls wire im Allgemeinen keine
Interpretation in M mdoglich. Aus diesem Grund koénnen die Ersetzungsregeln 2.19 bei der Umformung
von ¢ zu y unter Belegung der freien Variablen mit Klassen unveréndert verwendet werden. Weil ¢ eine
Formel in der Sprache der Mengenlehre ist, enthélt sie keine Klassenterme.

Beispiel: Unter der Belegung von y durch VM bekommt {z : x = y} die Interpretation

{z:z= y}/\//\‘[y/Vﬂ] = (), und {z : = € y} die Interpretation {z : x € y}ﬂ[y/Vﬂ] =M.
Verallgemeinerte Klassenterme {z : ¢}, bei denen auch ¢ selbst Klassenterme enthilt, kommen eigentlich
zunichst in der erweiterten Sprache S nicht vor. Verwendet man sie dennoch, ist bei ihnen genau wie
friiher erst ¢ mit den Ersetzungsregeln 2.19 umzuformen. Gleichwertig damit ist: {z : ¢}M[b] = {z € M :
ME ¢V [blx/t(2)]]}; hier wird ¢ also auf die Allklasse relativiert.
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Relativierungen. Relativierungen von Formeln sind Einschrdnkungen von Formeln,
die man erhélt, indem man alle Allquantoren auf einen bestimmten Bereich einschrankt.
Genauer definieren wir

Definition 4.28 (Relativierungen) Fir jede Formel ¢ in einer Sprache 1. Stufe und
jedes 1-stellige Prdadikatensymbol © definieren wir die m-Relativierung ¢™ von ¢ so:

1. Ist ¢ eine Primformel, so sei ¢™ = ¢.
2. Ist 9 =19 — x eine Implikation, so sei ¢™ := Y™ — X\
3. Ist ¢ :=Vx eine Allformel, so sei ¢™ .=V mx — ™.

Das bedeutet, dass alle Allquantoren in ¢ auf den durch m gegebenen Bereich beschrinkt
werden.

Ftwas allgemeiner definieren wir fiir jede Formel m und jede Variable y die Relativierung
¢™Y einer Formel ¢ so:

1. Ist ¢ eine Primformel, so sei ¢™Y = ¢.
2. Ist ¢ =1 — x eine Implikation, so sei ¢™Y := ™Y — Y™V,

3. Ist ¢ := Vi eine Allformel, so sei ¢™Y := Yz 7w[y/x] — ™. Dabei muss die
Variable x verschieden von y und allen freten Variablen in w sein, andernfalls muss
die Allformel erst gebunden umbenannt werden.

Diese rein syntaktische Definition hat zunéchst nichts mit Mengenlehre zu tun, sondern
funktioniert iiber jeder Sprache 1. Stufe. Im gegenwiértigen Kontext brauchen wir sie aber
in der Sprache S der Mengenlehre zur Relativierung auf einen Klassenterm K, insbeson-
dere auf den Allklassenterm V = {y : T}. Hier steht ¢ fiir "% wobei x eine “neue”,
nicht in K frei auftretende Variable bezeichnet. Insbesondere wird ¢ als die Relativierung
von ¢ auf das Mengenuniversum interpretiert.

Die Aussage, dass ¢t : M — (J\/f , €M) eine Einbettung ist, kénnen wir damit auch so
formulieren:

Satz 4.29 (Einbettung des Mengenuniversums ins Klassenuniversum) Fiir jede
Formel ¢ in der Sprache S der Mengenlehre und jede Belegung b : freeVar(¢) — M ihrer
freien Variablen mit Werten im Mengenuniversum gilt:

MEG] & MEg ol
Ubung 4.30 Zeigen Sie: ME VaVyz eV —-axnNyeV.

Ubung 4.31 Zeigen Sie: MEVzz €V < dy x € y. Die Allklasse V ist also schon
innerhalb der Sprache S der Mengenlehre definierbar.
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Ubung 4.32 Wir nehmen fir diese Aufgabe ZF t/ L an. Es sei A die Menge aller ge-
schlossenen Formeln v in der Sprache S der Mengenlehre mit der folgenden Eigenschaft:
Fiir jedes ZF-Modell M und die zugehirige Erweiterung M gilt M E 1. Zeigen Sie fiir
jede geschlossene Formel ¢ in der Sprache S der Mengenlehre:

ZFt¢ < Arg¢"
Dabei sei die Allklasse V' wie in Ubung 4.31 definitorisch zur Sprache S hinzugenommen.

Man kann das System A aus dieser Ubungsaufgabe auch rein syntaktisch als die Menge der
Theoreme iiber einem explizit bekannten Axiomensystem darstellen, der von Neumann-
Bernays-Godelschen Mengenlehre NBG. In dieser Vorlesung wird das nicht genauer aus-
gefiihrt.

4.3.3 Der Satz von Lowenheim-Skolem und der Kompaktheitssatz

Wir halten eine wichtige Folgerung des Satzes 4.16 (Termstrukturen als Modelle) im Fall
von abzdhlbaren Sprachen fest:

Satz 4.33 (Satz von Lowenheim-Skolem) FEs sei T = (S,.A) eine Theorie iber ei-
ner abzéhlbaren Sprache 1. Stufe. Wenn T ein Modell besitzt, so besitzt T auch ein
abzihlbares Modell M = (M,-™), d.h. ein Modell mit abzihlbarem Universum M.

Beweis: Angenommen, 7 besitzt ein Modell. Dann ist diese Theorie nach dem Korrekt-
heitssatz konsistent. Weil die Sprache S abzidhlbar ist, bleibt auch die Sprache S1¢ aus
Satz (2.45), die aus S durch iterierte Hinzunahme neuer Konstantensymbole cx¢ zu ge-
schlossenen Existenzformeln Jz¢ entsteht, abzahlbar. Insbesondere hat sie nur abzéhlbar
viele geschlossene Terme. Das Termstrukturmodell Hy zu T aus Satz 4.16 besitzt also
ein abzahlbares Universum Hy.

0

Beispiel: Abzihlbare Modelle der Mengenlehre. Die Sprache der Mengenlehre S
ist abzéhlbar, denn sie besitzt ja kein Funktionssymbol und nur die beiden Prédikatensymbole
1 und €. Also besitzt jede konsistente Theorie T iiber § ein abzédhlbares Modell. Insbe-
sondere besitzt ZF' ein abzéhlbares Modell, falls ZF' konsistent ist.

Dies erscheint zunidchst paradox, weil in ZF herleitbar ist, dass die Potenzmenge B(w)
der Menge der natiirlichen Zahlen w iiberabzahlbar ist.

Genauer gesagt gilt:

Satz 4.34 (Cantorsches Diagonalargument) Es gilt
ZF=Vavf: o — P(x) — flz] # P(z).

Insbesondere folgt
IFEYf: [frw— Pw) = flw] # P(w).
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Beweis in ZF': Es seien eine Menge x und eine Funktion f : x — P(x) gegeben. Wir
bilden mittels Aussonderung die folgende Teilmenge von x:

y:={z: z€x,z2¢ f(z2)} Cu.

Nach der Definition von PB(z) gilt y € P(z). Andererseits folgt fiir alle 2 € z die
Aquivalenz

zey & z¢ f(2),

und daher y # f(z). Es folgt y ¢ f[z], also f|x] # B(z) wegen y € P(x), also die erste
Behauptung.
Die zweite Behauptung erhalten wir im Spezialfall z = w.

OJ

Dieses “Skolemsche Paradozon”, dass P(w) in einem abzahlbaren Modell von ZF sowohl
abzéhlbar als auch iiberabzihlbar zu sein scheint, wird aufgeldst, wenn wir berticksichtigen,
was die Giiltigkeit der Uberabzihlbarkeit von P(w) in einem abzéhlbaren ZF-Modell

—

M = (M, M) eigentlich besagt: Es besagt nur, dass jede Surjektion von der Klasse w™

nach der Klasse B(w)™ nicht durch ein Objekt f € M im Universum des Modells re-
prisentiert wird. Eine Abzihlung von JB(w)™ aus “externer”, metasprachlicher Sicht ist
damit nicht ausgeschlossen. Insofern ist die Bezeichnung “{iberabzéhlbar” vielleicht etwas
irrefithrend; “nichtabzéahlbar” wére ein besseres Wort. N

Fiir ein beliebiges ZF-Modell M muB zudem die Klasse w™, durch die die objektsprach-
liche Menge der natiirlichen Zahlen interpretiert wird, keineswegs abzéhlbar sein. Das ist
eine Folgerung des folgenden Satzes:

Satz 4.35 (Kompaktheitssatz) Es sei T = (S,.A) eine Theorie 1. Stufe. Besitzt dann
jede endliche Teilmenge ® C A von A ein Modell, so besitzt auch A ein Modell.

Beweis: Besitzt jede endliche Teilmenge ® von A ein Modell, so ist sie nach dem Korrekt-
heitssatz konsistent. Dann ist nach Lemma 2.31 (Herleitungen brauchen nur endlich viele
Pramissen) auch A konsistent, besitzt also nach dem Godelschen Vollstandigkeitssatz ein
Modell.

O

Korollar 4.36 (Existenz grofler Modelle) Es sei T = (S,.A) eine Theorie 1. Stufe
mit Gleichheit, so dass es fiir jedes n € N ein Modell zu T mit einem Universum mit

mindestens n verschiedenen Elementen gibt. Dann gibt es zu jeder Menge C' ein Modell
M = (M, ™) 2u T, so dass es eine injektive Abbildung f : C — M gibt.

Beweis: Wir diirfen 0.B.d.A. annehmen, dass C' disjunkt von der Menge aller Symbole,
Termen und Formeln der Sprache S ist; andernfalls benennen wir die Elemente von C'
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um. Wir erweitern die Sprache S zu einer Sprache S¢, indem wir alle Elemente von C als
neue Konstantensymbole hinzunehmen, und betrachten das Axiomensystem

A =AU{-c=d: ¢,deC,c+#d}.

Wir zeigen nun, dass jede endliche Teilmenge ® von A’ ein Modell besitzt. Gegeben so
eine endliche Teilmenge @, treten nur endlich viele der neuen Konstantensymbole ¢ € C' in
Formeln in ® auf, sagen wir ¢y, ..., ¢,. Unter Verwendung der Voraussetzung nehmen wir
ein Modell N = (N, V) von A, dessen Universum N mindestens n verschiedene Elemente
besitzt, sagen wir a4, ..., a, € N. Wir erweitern die Struktur N iiber S zu einer Struktur
N = (N, N ") iiber S¢, indem wir den Konstantensymbolen ¢y, ..., ¢, die Interpretation
C]_N/ = day, ... ’an/ = ap
und allen iibrigen Konstantensymbolen ¢ € C'\ {ey, ..., ¢,} irgendeine Interpretation in
N geben. Dann folgt
N "E—ec=d

je zwei verschiedene Konstantensymbole ¢, d aus ¢y, . . ., ¢,. Wir schlieflen N’ E ®. Damit
ist unsere Zwischenbehauptung gezeigt.

Aus dem Kompaktheitssatz folgt, dass A’ ein Modell M = (M, ™) besitzt. Insbesondere
wird dort das Gleichheitssymbol = als Gleichheit interpretiert. Die gesuchte Abbildung
f: C — M ist nun die Einschrinkung der Interpretationsabbildung - auf die Konstan-
tenmenge C'. Wegen der Giiltigkeit der Formeln —¢ = d mit ¢,d € C, ¢ # d in M ist sie
injektiv, weil das Gleichheitssymbol = als Gleichheit in M interpretiert wird.
Beispiele:

e Das Standardmodell der Peanoarithmetik besitzt unendlich viele Objekte in seinem
Universum Ny. Also besitzt die Peanoarithmetik auch ein Modell M = (M, M), in
dessen Universum M sich die nichtabzéhlbare Menge R der reellen Zahlen injektiv
einbetten 148t, und zwar obwohl das Gleichheitssymbol in M durch die Gleichheit
interpretiert wird. Solch ein Modell ist ein Nichtstandardmodell, also ein Modell,
das nicht isomorph zum Standardmodell ist. Es ist eine Herausforderung an die
Anschauung, sich fiir solche Modelle vorzustellen, dass darin das Induktionsschema
der Peanoarithmetik giiltig bleibt.

e Ebenso besitzt die um ein Konstantensymbol w und die Axiome
w>0,,w>1, w>2, ...,

anders gesagt w > IN"0 fiir alle n € Ny, erweiterte Peanoarithmetik ein Modell. In
solch einem Nichtstandardmodell wird w also als “aktual unendlich grofle 'natiirliche’
Zahl” interpretiert.

e Falls ZF konsistent ist, so besitzt es ein Modell, in dem die objektsprachliche Menge
der natiirlichen Zahlen w durch eine Klasse interpretiert wird, in die sich zum Bei-
spiel die metasprachliche Menge R der reellen Zahlen einbetten 148t. Es gilt namlich
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mit dem Synonym 0 := ():
ZF+ N"(0) € w und ZFF —N"(0) = N™(0)

fiir alle m,n € Ny mit m # n, wobei die Ziffern N™(0) durch metasprachliche Re-
kursion mittels N°(0) := 0 und N"*1(0) := N(N"(0)) = N"(0) U{N"(0)} (objekt-
sprachlich zu lesen) definiert sind. Endlich viele neue Konstantensymbole ¢y, . . ., ¢,
lassen nédmlich stets durch verschiedene Elemente der Interpretation der Klasse w
interpretieren, indem jedes ¢; durch das gleiche Objekt wie N7(0) interpretiert wird.

Die Existenz von Nichtstandardmodellen reflektiert also die Unzuldnglichkeit von Spra-
chen 1. Stufe, die natiirlichen Zahlen bis auf Isomorphie eindeutig zu charakterisieren. In
einer Sprache 2. Stufe tritt dieses Phdnomen nicht mehr auf, wie die folgende Ubungsaufgabe
zeigt:

Ubung 4.37 (Charakterisierung der natiirlichen Zahlen in einer Sprache 2. Stu-
fe) Es sei M = (M, ™) ein Modell der Peanoarithmetik mit der folgenden Eigenschaft:
Es gelte das folgende Induktionsaxiom 2. Stufe: Fiir alle A C M:

oM e A= (Firallem e M: me A= N"(m)c A) = Firalemec M :m € A.

Weiter sei N' = (N, V) das Standardmodell der Peanoarithmetik. Wir definieren rekur-
s1v:
1:Ng— M, 1(0):=0M, (n+1):=NM((n)) firn e Ny,

anders gesagt: 1(n) = (N"0)M fiir alle n € Ny. Zeigen Sie, dass v ein Isomorphismus von
N nach M ist, d.h. ein bijektiver starker Homomorphismus.

Halten wir eine weitere Beschrinkung der Ausdrucksstiarke von Sprachen 1. Stufe fest:

Korollar 4.38 (Nichtaxiomatisierbarkeit der Endlichkeit) Besitzt eine Theorie 1. Stu-
fe zu jeder natirlichen Zahl n € Ny ein endliches Modell mit einem mindestens n-
elementigen Universum, so besitzt sie auch ein unendliches Modell.

Das ist eine unmittelbare Folgerung aus Korollar (4.36).

Beispiel 4.39 (Nichtaxiomatisierbarkeit der endlichen Gruppen) Fs gibt kein Azio-
mensystem in der Sprache der Gruppentheorie, dessen Modelle genau die endlichen Grup-
pen sind. Es gibt ndamlich beliebig groffe endliche Gruppen, z.B. die zyklischen Gruppen
Z/nZ mit n € N.

Die Existenz von Nichtstandardmodellen von Theorien 1. Stufe ist allerdings nicht nur ein
Nachteil Sprachen 1. Stufe. Vielmehr gibt sie Anlass zu einer “Nichtstandardmathematik”,
z.B. einer “Nichtstandardanalysis”, die vielleicht in gewisser Hinsicht intuitiver als die
Standardanalysis ist. Das néchste Kapitel soll dies illustrieren.
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5 Nonstandardmodelle

5.1 Ultrapotenzen

Wir besprechen nun ein systematisches Verfahren, Nichtstandardmodelle zu generieren,
das nicht auf dem Kompaktheitssatz aufbaut, sondern sogenannte “Ultrafilter” verwendet.
Wir beginnen daher mit der Definition der Begriffe Filter und Ultrafilter.

Definition 5.1 (Filter und Ultrafilter) Es sei I eine nichtleere Menge. Ein Mengen-
system F CP(I) dber I wird ein Filter dber I genannt, wenn gilt:

1. 0 ¢ F
2 F£0
3. Fir alle A,B e F gilt ANB e F.

4. Fir alle Ae F und B € B(I) mit AC B gilt Be F.
Gilt zudem:
5. Fir alle A € B(I) gilt A€ F oder I\ A € F,

so wird F ein Ultrafilter dber I genannt.

Die Ultrafiltereigenschaft 5 kann man auch so verschérfen:
5. Fiir alle A € P(I) gilt entweder A € F oder [\ A € F,

weil A € Fund I\ A € F wegen der Filtereigenschaften 3 und 1 nicht zugleich gelten
konnen

Filter und Ultrafilter spielen nicht nur in der Logik, genauer gesagt der Modelltheorie,
eine wichtige Rolle, sondern auch in anderen Gebieten der Mathematik. Hier ein Beispiel
aus der Topologie:??

Beispiel 5.2 (Umgebungsfilter) Ist (I,7T) ein topologischer Raum, also T das System
der offenen Mengen in I, und x € I ein Punkt, so ist das Mengensystem der Umgebungen

von x
Uz)={UeP(): 30eT: z€0CU}

ein Filter, der Umgebungsfilter von .
Beispiel 5.3 (co-endlicher Filter) Der Endstickfilter auf N wird durch
F={ACN|TneNVm>nmeN: me A} ={ACN|N\ A ist endlich}

gegeben. Dieser Filter ist jedoch kein Ultrafilter, denn zum Beispiel ist weder die Menge
der geraden natirlichen Zahlen noch die Menge der ungeraden natirlichen Zahlen ein
Element von F.

227Zum Beispiel kann man mit Hilfe von Ultrafiltern einen besonders eleganten Beweis des Satzes von
Tychonov (beliebige Produkte kompakter topologischer Riume sind kompakt) fithren.
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Beispiel 5.4 (feste Ultrafilter) Ist I eine Menge und x € I ein Element davon, so ist
U, ={ACT: xc A}

ein Ultrafilter. Allerdings sind gerade die so gewonnenen Ultrafilter fiir unsere Zwecke in
der Modelltheorie nicht interessant.

Ultrafilter, die nicht von der Gestalt U, fiir ein = € [ sind, werden freie Ultrafilter genannt.
Freie Ultrafilter sind genau die Ultrafilter & mit (YU = ). Allerdings gelingt es uns nicht,
auch nur ein einziges Beispiel fiir freie Ultrafilter explizit-konstruktiv anzugeben. Ihre
Existenz zeigen wir dagegen nichtkonstruktiv mit Hilfe des Zornschen Lemmas. Hierzu
eine Vorbereitung:

Wir fixieren eine Menge I # () iiber I. Die Menge Filter(I) aller Filter iiber I ist durch
Inklusion C partiell geordnet.

Satz 5.5 (maximale Filter) FEin Filter F € Filter(I) ist genau dann ein Ultrafilter,
wenn er beziiglich der Inklusion mazximal ist.

Beweis: “<": Es sei F € Filter(/) ein maximaler Filter. Zu zeigen ist, dass fiir jedes
AC T gilt: Ae Foder I\ A€ F. Hierzu sei A C I gegeben. Annahme: I\ A ¢ F. Wir
setzen

G={BCIl: 3CeF:CNnACB}

Wir zeigen zuerst F C G. Hierzu sei B € F gegeben. Wegen BN A C B folgt dann B € G.
Nun zeigen wir, dass G ein Filter ist.

1. Wire () € G, so kénnten wir C' € F mit C N A C () nehmen, also F 3 C C T\ A und
daher I \ A € F nach Filtereigenschaft 4. im Widerspruch zur Annahme. Es folgt
0e¢aq.

2. Wegen () # F C G folgt G # ().

3. Esseien B, B’ € G gegeben. Wir nehmen C,C' € Fmit CNAC Bund C'NAC B’
nach der Definition von G. Dann folgt CNC" € F nach der Filtereigenschaft 3 sowie
CNC'NACBNB C 1. Esfolgt BN B' € G nach Definition von G.

4. Esseien G 5 B C B’ C I gegeben. Wir nehmen mit der Definition von G ein C' € F
mit C' N A C B. Dann folgt auch CN A C B, also B’ € G.

Weil F nach Annahme ein maximaler Filter ist, folgt G = F. Wir zeigen nun A € F.
Hierzu nehmen wir ein beliebiges C' € F; ein solches existiert nach Filtereigenschaft 2.

Mit C N A C A folgt A € G = F nach Definition von G.

“=": Es sei F ein Ultrafilter und G O F ein weiterer Filter iiber I. Angenommen,
G # F. Dann konnen wir ein A € G mit A ¢ F nehmen. Es folgt I \ A € F nach der
Ultrafiltereigenschaft 5., also auch I\ A € G wegen F C G. Mit der Filtereigenschaft 3
von G schliefen wir ) = AN (I\ A) € G im Widerspruch zur Filtereigenschaft 1 von G.
Damit ist G = F gezeigt. Also ist F ein maximaler Filter iiber I.
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O

Der folgende Satz enthélt das nichtkonstruktive Element im Existenzbeweis freier Ultra-
filter:

Satz 5.6 (Erweiterung von Filtern zu Ultrafiltern) Es sei F ein Filter iber einer
nichtleeren Menge I. Dann gibt es einen Ultrafilter U tiber I mit F CU. Ist ((F =0, so
wst U ein freier Ultrafilter.

Beweis: Die Menge Filter(/, F) aller Filter G € Filter(/) mit F C G ist durch Inklusion
partiell geordnet. Jede linear geordnete Teilmenge £ C Filter(/,F) besitzt eine obere
Schranke. In der Tat:

o Ist £ 5 (), so ist (J £ eine obere Schranke von £. Man beobachte hierzu, dass J £
ein Filter ist, der F umfasst. (Ubung!)

o Ist £ =10, so ist F € Filter(I, F) eine obere Schranke fiir £.

Aus dem Zornschen Lemma folgt, dass Filter(/, F) ein maximales Element U besitzt. Als
maximaler Filter ist ¢/ ein Ultrafilter.
Ist zusétzlich (| F = 0, so folgt auch U = () wegen U O F. In diesem Fall ist also U ein
freier Ultrafilter.

O

Beispiel: Es gibt einen freien Ultrafilter U {iber I = N, der den Endstiickfilter umfasst.
Wir definieren nun ein systematisches Verfahren, mit Hilfe von Ultrafiltern Strukturen zu
erweitern, das in vielen Fallen Nichtstandardmodelle liefert:

Definition 5.7 (Ultrapotenzen, 1. Version) Es sei M = (M,-M) eine Struktur zu
einer Sprache S 1. Stufe. Weiter sei I eine nichtleere Menge und U ein Ultrafilter dariber.
Wir definieren eine neue Struktur MY = (M, ~Mu), Ultrapotenz genannt, iber der glei-
chen Sprache § so:

1. Das Universum von MY ist die kartesische Potenz M.
2. Jedes n-stellige Funktionssymbol f in S wird komponentenweise interpretiert:
Sty = M,
fMu((ﬂﬁl,i)z'eb oo (Tng)ier) = (fM(xl,ia s Tng) )ier
3. Jedes n-stellige Pridikatensymbol p in S wird so interpretiert:

PMU =A{((z1,)ier, -, (@ni)icr) € (MH™: {iel: (T14y - Tny) € pMYy e}
(30)

Insbesondere ist LM = wegen O ¢ U.

Weiter definieren wir v : M — M! mit den konstanten Familien

U(x) = (@)ier-
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Die Bedeutung der so eingefithren Potenzstrukturen beruht auf dem folgenden

Satz 5.8 (Giiltigkeit von Formeln in Ultrapotenzen) FEs sei ¢ eine Formel der Spra-
che S und b : {zy,...,x,} — M! eine Belegung mindestens aller freien Variablen von ¢
mit Werten in M. Fir jedes i € I sei m; : MT — M, m((zj)jer) = x; die kanonische
Projektion zu i. Dann gilt:

MUAEGD < {iel: ME¢[mob|} clUl.

Beweis: Zunichst beobachten wir, dass fiir jeden Term ¢ in der Sprache & und jede
M!-wertige Belegung b mindestens aller freien Variablen in ¢ gilt:

M b) = (tM[mi 0 B))ser,

anders gesagt m;(tM [b]) = tM[m; o b] fiir alle i € I, weil die Funktionszeichen in M4
komponentenweise interpretiert werden.
Wir fithren den Beweis des Satzes induktiv {iber den Aufbau der Formel ¢:

e Ist ¢ = pt; ...t, eine Primformel, so gilt die Aquivalenzkette

MY Epty ..t [b]
o fiel: (mEp),. .. mEM ) e pMt et (wg. (30))
s {iel: tMmob],...  tMmob)) ep™ycu
& {iel: MEpt ... t,mobl} el

o Ist » =1 — Y eine Implikation, so gilt die Aquivalenzkette

MU — x[b]

MY = p[b] und MY x[b]

{iel  MEYmob}elUund {i € [: MFE x[mob|} ¢ U (nach L.V.)
{iel - MEY[mob}eUUund {i el : MEx[mobl} €U
(wg. Ultrafiltereigenschaft 5)

s {iel  MEYmobl}n{iel: MK x[mobl} el

(wg. Filtereigenschaften 3 und 4)

{iel: MEY[mob und MK x[mob]} €U

{iel - MFY— x[mobl} el

{iel - MEY— x[mobl} ¢U

(wg. Ultrafiltereigenschaft 5)

Tt ¢

Tt ¢

Es folgt die Behauptung fiir die Implikation:

MUEY s xb] & {iel:MEyp—x[mobl}el.
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o Ist ¢ = Vz1) eine Allformel, so gilt die Aquivalenzkette

MY E Y zipb] (31)
& Vze M MY E b, /7] (32)
& VeeM' : {iel: MEY[mobx/mi(2)]} €U (mit der L.V.) (33)
& {iel: VzeM: MEY[mobx/z]} €U (wird gleich begriindet)  (34)
& {iel: MEVxy[mobl} €U, (35)

wie zu zeigen war.
Zur Begriindung der dritten Aquivalenz in dieser Kette:

“=": Es gelte die Formel in (33). Fiir jedes ¢ € I wéhlen wir mit dem Auswahlaxiom
ein z; in M mit M  ¢[m;0b, x/z;] aus, falls ein solches z; existiert, andernfalls wihlen
wir z; € M beliebig. Wir fassen die ausgewéhlten z; zu z = (z;);e; zusammen:
z; = m;i(2). Nach Konstruktion gilt

{iel:VYweM: MEY[mobx/w]}={iel: MEY[mobx/z]} U,

wobei wir im letzten Schritt die Formel in (33) angewandt haben.

“<": Es gelte die Formel in (34). Es sei z € M!. Dann folgt
{iel: MEY[mobzx/m(2)]} 2{iel: Vwe M: ME¢Y[mobaz/w]} €U,

also
{iel: MEY[mobx/m(2)]} el

mit Hilfe der Filtereigenschaft 4. Es folgt die Formel in (33).

Als eine einfache Folgerung erhalten wir:

Korollar 5.9 (Transferprinzip) Die Abbildung v ist ein starker Homomorphismus von
M nach MY, d.h. fir alle Formeln ¢ der Sprache S und jede Belegung b mindestens aller
freien Variablen in ¢ mit Werten in M gilt:

ME ¢[b] & MYE @lLod]

Beweis: Gegeben ¢ und b wie im Satz, wenden wir den Satz auf die Belegung ¢ o b an.
Es gilt also
MUEQlob) & {iel: ME@¢[miorobl} €U.
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Nun ist m; 0 L0 b = b, also

[elU, falls ME ¢l

{iel: MEgmorobl} ={iel: M':W}:{ 0¢uU, falls MK o[b.

Hier haben wir die Folgerung I € U der Filtereigenschaften 2 und 4 und die Filtereigen-
schaft 1, also () ¢ U, verwendet. Zusammen folgt die Behauptung.

O

Ist S eine Sprache mit Gleichheit, so gelten in MY insbesondere auch die Gleichheits-
axiome. Insbesondere ist dann die Quotientenstruktur M* = (M* %) := M4/ =M
definiert. Natiirlich hangt M* ebenfalls von der Wahl des Ultrafilters &/ ab, obwohl das

in der Notation unterdriickt wird.

Definition 5.10 (Ultrapotenzen — 2. Version) Die Struktur M* wird Ultrapotenz von
M beziiglich des Ultrafilters U auf I genannt. Die Verkniipfung x := kot : M — M* der
kanonischen Abbildung k = M' — M*, k(z) = [z]_yu = {y € M' = y =M" 2}, mit
der Abbildung v : M — M! wird die kanonische Einbettung genannt. Mit ihrer Hilfe wird
M als Teilmenge von M* aufgefasst, indem man jedes z € M mit x(z) identifiziert. Wir
nennen die Elemente von x[M] die Standardelemente von M*. Die Notation stx, gelesen
als “x ist standard”, fir x € M* soll bedeuten, dass es ein z € M mit x = x(z) gibt, also
dass x ein Standardelement ist.

Die Abbildung * ist also eine elementare Einbettung von M in MY im Sinne der folgenden
Sprechweise:

Definition 5.11 (elementare Einbettung) FEine Einbettung * von einer Struktur M =
(M, M) in eine andere N' = (N, V) wird eine elementare Einbettung genannt, wenn sie
ein starker Homomorphismus ist,

Im Fall eines festen Ultrafilters, U = U; = {A C I : j € A} fiir ein festes j € I,
ist * einfach nur ein Isomorphismus von M nach M?*; seine Umkehrung wird durch
[(:)ier]) _amu — x; gegeben.

Interessant ist die Ultrapotenzkonstruktion dagegen im Fall von freien Ultrafiltern.
Formulieren wir das Transferprinzip nochmal nach Quotientenbildung modulo des inter-
pretierten Gleichheitssymbols:

Korollar 5.12 (Transferprinzip — 2. Version) Fir alle Formeln ¢ der Sprache S und
jede Belequng b mindestens aller freten Variablen in ¢ mit Werten in M gilt:

ME ¢b] & M*E ¢[xo b

Beweis: Das ist nur die Aussage, dass * eine elementare Einbettung von M nach M*
ist, mit anderen Worten gesagt.

O
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Wir konzentrieren uns nun auf den Fall, dass I = N die Menge der natiirlichen Zahlen ist,
und U ein fixierter Ultrafilter, der den Endstiickfilter F auf A umfasst. Insbesondere ist
U ein freier Ultrafilter.

In diesem Fall haben wir die folgende “Existenz idealer Punkte”:

Satz 5.13 (Prinzip vom idealen Punkt) FEs sei (¢,)nen €ine Folge von Formeln der
Sprache S und x eine Variable. Weiter sei b : |, oy freeVar ¢, \ {x} — M eine Belegung
mindestens aller freien Variablen der ¢,, aufer x mit Werten im Ausgangsuniversum® M.
Fiir jedes n € N existiere ein z € M*, so dass gilt

VYmeNm<n: M*E ¢,[blz/z]]. (36)

Dann ezistiert ein z € M*, so dass fiir allen € N gilt:**

M* E ¢, [blx/z]].
Beweis: Sei n € N gegeben. Aus der Voraussetzung folgt:
MYE Tz pr AL A D]
Mit dem Transferprinzip, Korollar 5.9 schlieflen wir
MEZx ¢y Ao N Pl
Wir konnen also ein z, € M wéhlen, so dass gilt:
Vm e N;m <n: ME ¢,[blx/z,]].

Mit dem Auswahlaxiom wéhlen wir zu jedem n € N ein solches z, aus und setzen z :=
[(2n)nen] —rwe € M*. Wir fixieren nun m € N. Dann gilt:

{fneN: ME¢ublz/z]]} 2{neN: n>m} e FCU,

also auch
{neN: ME ¢,[blx/z,]]} eU

mit der Filtereigenschaft 4. Nach dem Satz 5.8 (Giiltigkeit von Formeln in Ultrapotenzen)
folgt zuerst

MUE Gl (e 0 b)[/ (2n)nenl]
und dann mit Quotientenbildung modulo =M,

M E @[ (x 0 b)[z/2]].

Der Punkt z € M* ist also der gesuchte “ideale Punkt”.
O

23Man kann die Beschrinkung der Werte der Belegung b auf das Standarduniversum aufheben, indem
man die Ultrapotenzkonstruktion iteriert: Nonstandardelemente beziiglich einer Iterationsstufe werden
Standardelemente beziiglich der néchsten Iterationsstufe. Im Rahmen dieser Vorlesung diskutieren wir
solche iterierten Ultrapotenzen nicht im Detail.

24Man beachte, dass hier M als Teilmenge von M* aufgefasst wird, so dass wir b statt * o b schreiben.
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5.2 Nonstandard-Analysis

Bekanntlich wurde die Differential- und Integralrechnung von Newton und Leibniz mit
anschaulich-heuristische verwendeten “infinitesimalen Groflen” eingefiihrt. Differentiale
sind in dieser Welt nicht lineare Abbildungen, sondern “infinitesimal kleine Zuwéchse”.
Das findet sich heute noch in manchen Sprechweisen, wie “Differentialquotient” als “Quo-
tient von Differentialen”, und selbst in der Bezeichnung “Infinitesimalrechnung”. Erst im
19. Jahrhundert, mit Cauchy und Weierstrafl, wurden die infinitesimalen Gréflen aus der
Standardanalysis verbannt. Allerdings haben sie sich in den Anwendungswissenschaften,
zum Beispiel der Physik, als heuristische Sprech- und Denkweisen bis heute erhalten.

In den 1960er Jahren hatte Abraham Robinson die Idee, den Infinitesimalien mit Hilfe
der Modelltheorie, genauer gesagt mit Ultrapotenzen, einen rigorosen mathematischen
Sinn zu geben. Er hat damit vielen der heuristischen Ideen von Newton, Leibniz und
vielen anderen eine moderne rigorose Interpretation gegeben. Wir besprechen hier kurz
die Anfange der damit von Robinson begriindeten Nonstandard-Analysis:

Definition 5.14 (Nonstandard reelle Zahlen) Die Sprache S(R) der reellen Zahlen
besitzt jede n-stellige Funktion f : R™ — R, n € Ny, als ein n-stelliges Funktionszeichen,
und jede n-stellige Relation p C R™, n € Ny, als ein n-stelliges Prddikatensymbol. Es sei
R = (R,id) die Struktur iber S(R) mit Universum R, in der jedes Funktionszeichen und
jedes Pradiaktensymbol in S(R) durch sich selbst interpretiert. Es sei U ein Ultrafilter
iiber N, der den Endstiickfilter umfasst, und R* = (R*,-*) die zugehdorige Ultrapotenz,
wobei R elementar eingebettet als Unterstruktur von R* aufgefasst wird. Zusdtzlich zu den
Prddikatensymbolen der Sprache S(R) haben wir noch das Standard-Pradikat st, das fir
x € R* durch
strerelR

charakterisiert ist.
Eine Zahl x € R* heifit infinitesimal, in Zeichen x =~ 0, wenn fir alle standard ¢ > 0 gilt:

|z <" e.
Zwei Zahlen x,y € R* heiffen infinitesimal benachbart, in Zeichen x =~ y, wenn gilt:
x—"y=0.

Es gibt infinitesimale Zahlen € ~ 0, ¢ >* 0, z.B. € = [(1/n)nen]. In der Tat ist fir jedes

standard € > 0
{n eN:
denn es ist ein Endstiick in N.
Alternativ liefert auch das Prinzip vom idealen Punkt infinitesimale positive* Zahlen:

n

<e}eu,

Jdz e R*'WVn e N: O<*z<*1,
n
weil

1
VneNdzeR'YmeNm<n: 0< 2 <" —.
m
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Ubung 5.15 Zeigen Sie, dass die ~-Relation auf R* eine Aquivalenzrelation ist.

Bemerkung zu partiell definierten Funktionen: Ist f : R® --» R eine partiell
definierte Funktion, also eine Funktion f : domain(f) — R mit domain(f) C R"™, so
fassen wir f als eine Relation

f={(z,y) e R"™ =R" xR : z € domain(f), f(x) = y} C R"*

auf. Thre Nichtstandarderweiterung f* C (R*)"*! ist dann ebenfalls eine partiell definierte
Funktion f* : (R*)" --» R*, genauer gesagt f* : domain(f)* — f[R"]*, denn nach dem
Transferprinzip gilt

Vry, ...,y (21,...,2,) € domain(f)* = Jy € fIR"]*: (x1,...,2,,9) € [7,
vxla"wwn)ylay2eR* (551,---73371791)Ef*/\(fﬂh--wxmyz)Ef*:>y1:y2

Voy, ... xn 0 (21,...,2,) € domain(f) = Jy € fIR]: (z1,...,2,,y) € [,
Vey, oo T, Y1, Y2 € R (21,000 20, 11) € FA (X1, oo T0,Y2) € f = 11 = v

Als erstes Beispiel hier die nonstandard Charakterisierung der Stetigkeit:

Satz 5.16 (Stetigkeit — nonstandard Charakterisierung) Fir alle f : R — R und
x € R sind dquivalent?®

1. f ist stetig in x.
2. Fiir alley € R* mity = x gilt f*(y) = f(z).

Beweis: “1.=2.": Es seien f stetig in € R und y € R* mit y =~ x gegeben. Zu zeigen
ist f*(y) = f(x), also Ve > 0,e € R: [f*(y) —* f(z)|* <* e. Hierzu sei ein standard € > 0
gegeben. Aufgrund der Stetigkeit von f in x finden wir ein standard § > 0, so dass gilt:

VzeR:|z—z|<d=|f(2) — f(z)] <e
Mit dem Transferprinzip folgt
VzeR":|z—"z" <*d=|f"(2) =" f(x)|" <"¢,

wobei wir f(z) = f*(z) verwendet haben, da  und damit auch f(z) standard sind. Neh-
men wir insbesondere unser gegebenes y, so folgt |y —* z|* <* 4, weil 0 standard ist und
y ~ x, und daher |f*(y) —* f(x)|* <* €, wie zu zeigen war.

“2.=1.7: Es gelte 2., und es sei ein standard € > 0 gegeben. Zu zeigen ist:

>00eRVWeER: ly—z|<d=|fly) — flz)] <e.

25 Analoges gilt, wenn f nur partiell definiert ist. Wir fiihren das hier nicht aus.
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Nach dem Transferprinzip ist die Behauptung dquivalent zu
30 >0, 0 e R*"Vy e R : |y —"z|" <" 0= |f"(y) =" f(x)|" <",

wobei wir wieder f(z) = f*(x) verwendet haben. Nehmen wir ein infinitesimales § >* 0.
Nun sei ein y € R* mit |y —* z|* <* 0 gegeben. Weil die Relation <* nach dem Transfer-
prinzip transitiv ist, folgt auch |y —* z|* ~ 0 und damit y ~ x. Mit der Voraussetzung 2.
schliefen wir f*(y) ~ f(z). Weil € > 0 standard ist, folgt |f*(y) —* f(x)|* <* €, wie zu
zeigen war.

Ubung 5.17 (Ableitung — nonstandard Charakterisierung) Fir alle f : R — R
und x,a € R sind dquivalent:

1. f st differenzierbar in x mit Ableitung a,
2. Fir jedes infinitesimale dx # 0 und dy := f*(z +* dx) —* f(x) gilt:
dy/*dr ~ a
mit der Quotientenabbildung /* : R* x (R\ {0})* — R.

Aus der Analysis 1 wissen Sie, dass jede Teilmenge A von R ein Supremum in RU {00}
besitzt, und zwar gleichgiiltig, ob A mit Standardmethoden oder mit Nonstandardmetho-
den gewonnen wurde.

Definition 5.18 (Standardteil einer nonstandard reellen Zahl) Fir jedes © € R*
definieren wir ihren Standardteil

z°:=sup{y e R: y <z} € RU{£o0}.
Wir nennen x endlich, wenn x° € R gilt.

Beispiel: Ist f : R — R differenzierbar in z € R, so gilt fiir 0 # dr ~ 0 und dy =
fr(e+7de) = f(x):
fl(@) = (dy/"dx)".

Ubung 5.19 (GleichmiBige Stetigkeit — nonstandard Charakterisierung) Gegeben

sei eine Funktion f : R — R. Zeigen Sie die Aquivalenz der beiden folgenden Aussagen:>

1. f ist gleichmdfig stetig.
2. Fir alle z,y € R* mit x =y gilt f*(x) = f*(y).

Die Kompaktheit von Mengen K wird nun charakterisiert durch: “Jeder Punkt in K* st
nahstandard in K.” Genauer gesagt gilt:

26 Analoges gilt auch wieder, wenn f nur partiell definiert ist. Sie brauchen das nicht zu beweisen.
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Satz 5.20 (Kompaktheit — nonstandard Charakterisierung) Fir jede Menge K C
R sind dquivalent:

1. K st kompakt.

2. Fiir alle v € K* existiert y € K mit z ~ y.

Beweis: “1.= 2.”: Es seien K C R kompakt und x € K* gegeben. Angenommen, fiir
jedes y € K gilt y % z. In diesem Fall kénnen wir zu jedem y € K ein standard €, > 0
mit |y —* z|* >* € wihlen. Anders gesagt (mit dem Transferprinzip) gilt fiir jedes y € K
die Aussage x & U, (y)*, wobei U, (y) == {z € K : [z —y| < ¢} die ¢,-Umgebung
von y bezeichnet. Nun ist {U,, (y) : y € K} eine offene Uberdeckung von K. Wegen der
Kompaktheit von K finden wir eine endliche Teiliiberdeckung {Uc,(y) : ¥ € {y1,--. . Yn}}

von K mit geeigneten yq,...,y, € K. Es gilt also
V:eK:zeUg, (y1)V...VzeU, (Yn)
Mit dem Transferprinzip folgt
Vee K*:ze U, ()" V...VzeU, (ya),

insbesondere

x € U Ue,, (yr)"
k=1
ein Widerspruch.
“2.= 1.”7: Es gelte die Aussage 2 fiir K. Weiter sei eine offene Uberdeckung U von K
gegeben. Dann besitzt U eine abziahlbare Teilitberdeckung (U, )nen (1), z.B. weil sich jede
offene Menge als Vereinigung von offenen Intervallen mit rationalen Endpunkten schreiben
lisst.2” Wir setzen

A, =K\ OU’“
k=1

fiir n € N. Insbesondere ist die Folge (A, )nen absteigend. Zu zeigen ist nun, dass es ein
n € N mit A, = () gibt. Wenn dies nicht der Fall wire, kénnten wir nach dem Prinzip vom
idealen Punkt ein x € (), oy Ay, nehmen. Insbesondere ist x € K*, weil A7 C K* fiir alle
n € N (mittels Transfer aus A,, C K). Nach Voraussetzung 2. finden wir dann ein y € K
mit x ~ y. Wir nehmen ein n € N mit y € U,; dies ist moglich, da die U,, die Menge K
iiberdecken. Wegen y € U, und x ~ y folgt x € U} nach dem Transferprinzip, weil U,
offen ist. Nochmal mit dem Transferprinzip erhalten wir x € U N A = (U, N A,)* = 0,
ein Widerspruch.

2"Wir brauchen hier wesentlich, dass jede offene Uberdeckung eine abzihlbare Teiliiberdeckung be-
sitzt, was iiber K C R zwar richtig ist, in beliebigen topologischen Ridumen aber falsch werden kann. Im
Rahmen allgemeinerer Nonstandardmodelle lésst sich dieses Problem 16sen, indem man die Ultrapotenz-
konstruktion transfinit iteriert. Diese Konstruktion iibersteigt den Rahmen dieser Vorlesung.
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Korollar 5.21 Jede stetige Funktion f : K — R auf einer kompakten Menge K C R st
gleichmdf$ig stetig.

Beweis: Es seien z,y € K* mit x =~ y gegeben. Mit der Kompaktheit von K wéhlen wir
ein z € K mit z ~ z. Dann folgt auch z ~ y. Wir erhalten f(z) ~ f*(z) und f(2) = f*(y)
wegen der Stetigkeit von f in z, also auch f*(z) ~ f*(y).

O

Ubung 5.22 Es seien f : R — R stetig und a < b zwei reelle Zahlen. Wir definieren die
Riemannsumme

n

b—a w— k
S:N—=R, S(n):= ;f(a+ﬁ(b—a)>.
Zeigen Sie fir alle unendlichen n € N*:
b
/ (@) dz = S*(n)°.

Rolle des Vollstindigkeitsaxioms in der Nichtstandardwelt. Wir untersuchen
nun, inwieweit wir das Vollstdndigkeitsaxiom von R, “Jede nichtleere, nach oben be-
schrinkte Menge A C R besitzt ein Supremum”, in die Nonstandardwelt iibertragen
konnen:
In der Sprache S(R), einer Sprache 1. Stufe, gibt es keinen Quantor iiber alle Teilmengen
A von R; das wire ja ein Konstrukt 2. Stufe.
Wir konnen das Vollstdndigkeitsaxiom also nicht mit dem Transferprinzip nach R* {ibertragen,
und in der Tat wird es falsch, wenn wir nach dem Supremum von beliebigen in R* be-
schrankten Teilmengen fragen: Zum Beispiel besitzt die Menge R der standard reellen
Zahlen kein Supremum in R*, obwohl sie nichtleer und nach oben beschrankt im folgen-
den Sinn ist:

JreRVyeR:y <"z,

wie man z.B. mit dem Prinzip vom idealen Punkt sieht.

Wir kénnen also das Vollstédndigkeitsaxiom nur fiir manche Teilmengen von R* erwarten,
den sogenannten internen Mengen:

In Analogie zu den Klassen in der Mengenlehre definieren wir:

Definition 5.23 (interne Mengen) Eine Menge A C R* wird intern genannt, wenn
es ein Prdadikatensymbol p € S(R) mit einer Stelligkeit n +1 € N und n Parameter
ai,...,a, € R* mit

A={zeR": (z,a1,...,a,) €'}

gibt. Andernfalls heisst die Menge A C R* extern. Kann man p sogar einstellig wdhlen,
nennen wir A eine standard Teilmenge von R*.
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Standard Teilmengen von R* sind also genau die Mengen A = B* mit B C R.
Beispiele:

e Die Menge |0,1]* = {z € R* : 0 <* z <* 1} ist standard.

o Ist 0 <* € = 0, so ist die Menge |0, ¢|* = {z € R* : 0 <* © <* ¢} zwar intern, aber
nicht standard.

e Die Menge {z € R*: 0 <* z ~ 0} ist extern.

Satz 5.24 (Internes Vollstindigkeitsprinzip) Jede nichtleere, in R* nach oben be-
schrinkte interne Menge A C R* besitzt ein Supremum in R*.
Anders gesagt: Fiir jede interne Menge A C R* gilt:

(FzeR:ze AN (FreRVYyeR :yec A=y <" 2x)
=@AreR:(VyeR :1ycA=y<' o) AVyeR 1y<'z=3zeR" :z2€ ANz >"y))

Beweis: Gegeben eine Darstellung A = {z € R* : (z,a4,...,a,) € p*} von A mit
Parametern ay, . .., a,, ersetzen wir “z € A” in der obigen Formel durch “(z, a4, ..., a,) €
p*”; analog fiir “y € A” und “z € A”. SchlieBlich allquantifizieren wir die a4, ..., a, € R*.
Dann folgt die Behauptung unmittelbar mit dem Transferprinzip aus dem (klassischen)
Vollstandigkeitsaxiom.

O

Ausblick: Interne Mengenlehre Man kann die Nichtstandardmathematik auf zwei
verschiedene Weisen betreiben: Eine Moglichkeit ist es, fiir den Teil der Mathematik, den
man gerade betrachten mochte, ein optimal angepasstes Nonstandardmodell zu konstru-
ieren. Das hat den Vorteil, dass man hier stets auch die volle Stirke der Metasprache
einsetzen kann und somit auch beliebige externe Konstruktionen zur Verfiigung hat.
Eine Alternative ist es, beliebige Modelle der gesamten Mengenlehre ZFC nonstandard zu
erweitern und das “standard”-Prédikat als neues Pradikatensymbol dazuzunehmen, dann
aber nur mit neuen Axiomen, die in jeder solchen Nonstandarderweiterung gelten, zu
arbeiten. Eine solche konservative Erweiterung von ZFC, die “internal set theory, IST",
stammt von Edward Nelson.

Die Nonstandardmathematik gibt zwar viele gute neue Intuitionen und Methoden, doch

wird sie in der Forschung kaum verwendet, weil sie sehr nichtkonstruktiv ist und nur
wenige Mathematiker damit gut vertraut sind.
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6 Induktion und Rekursion in der Mengenlehre

6.1 Ordinalzahlen

In diesem Abschnitt arbeiten wir innerhalb der Mengenlehre Z F'. Erinnern Sie sich an die
Klasse der Ordinalzahlen und das Nachfolgersymbol:

On = {xz : transitive A linOrd z },
N(z)=zU{z} firzel.

Die Elemente von On werden Ordinalzahlen genannt. Es gilt:
Lemma 6.1 (Fragment der Peanoaxiome fiir Ordinalzahlen)
1. 0:=0 € On.
2. Fiir alle a € On gilt N(a) € On.
3. Fiir alle a € On gilt N(a) # 0.

4. Fir alle a € On haben wir | J N(«a) = «a. Insbesondere folgt fir alle a, f € On mit
N(a) = N(B) auch a = .

Beweis:

1. Jedes Element von () ist transitiv und durch € linear geordnet, denn es gibt kein
solches Element.

2. Es sei o € On. Zu zeigen ist, N(«) transitiv und €-linear geordnet ist.
Zur Transitivitdt von N(a): Seien v € § € N(«a) gegeben. Dann folgt 5 € « oder
g = a. Falls g € a folgt v € o C N(«), weil die Ordinalzahl « transitiv ist, also
auch v € N(a). Falls 5 = « folgt ebenfalls v € N(«) wegen v € § = a C N(«).
Zur €-linearen Ordnung von N(«): Es seien 3,7 € N(«a) gegeben. Zu zeigen ist
B € v oder = oder v e . Wir wissen 5 € a oder § = «, und ebenso v € a oder
v = a. Wir unterscheiden also 4 Falle:

e J € aund v € a. In diesem Fall folgt die Behauptung wegen a € On.
e (€ o = ~. Hier ist nichts mehr zu zeigen.
e 7 € a = . Hier ist auch nichts mehr zu zeigen.

e [ =~ = a. Hier ist ebenfalls nichts mehr zu zeigen.
3. Gegeben a € On, folgt & € N(«) und « ¢ 0, also N(«) # 0.

4. Fiir o € On zeigen wir zuerst | N(a) = a.
“C”: Gegeben sei v € |J N(«). Wir nehmen ein § € N(a) = aU {a} mit v € 6. Im
Fall § € «a folgt auch v € «, weil a € On transitiv ist. Im Fall § € {a}, d.h. § = «,
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folgt ebenfalls v € a.

“D7: Gegeben sei v € a. Zusammen « € N(«) folgt v € | N(«), weil N(«) transi-
tiv ist, denn N(a) € On wegen Aussage 2.

Damit ist | J N(a) = a gezeigt.

Nun seien a, 8 € On mit N(a) = N(B) gegeben. Dann folgt o = [JN(«a) =
UN(B) = 5.

O

Lemma 6.2 (Grundlegende Eigenschaften von Ordinalzahlen)

1.

NS G S

On st transitiv, d.h. fir alle a, 5 mit o € 5 € On gilt a € On. Anders gesagt: Fiir
alle 5 € On gilt 5 C On.

Fiir alle o, 8 € On gilt die Aquivalenz o« C < (o € B oder a = ). Das Gleiche
anders gesagt: o« C < a € N(f).

Fiir alle o, 5 € On mit o« C § und a # B gilt N(a) C 5.

Fiir alle a, 8 € On ist a N € On.

FEs gilt 1inOrd(On), d.h. fir alle o, 5 € On gilt « € § oder a = ( oder B € a.
On¢ V.

Fir alle x € V gilt die Aquivalenz

z €O0n < (xr COn undx ist transitiv).

Beweis:

1.

Es seien o, f mit § € a € On gegeben. Zu zeigen ist § € On, d.h. § ist transitiv
und €-linear geordnet.

B ist transitiv: Hierzu seien 0 € v € 3 gegeben. Weil a@ € On transitiv ist, folgt
erst v € a wegen v € f € o und dann § € a wegen § € v € a. Weil «a als
Ordinalzahl €-linear geordnet ist, folgt 6 € S oder § = S oder 8 € §. Der Fall
0 = [ ist nicht moglich, weil dann sowohl v € § € v gelten wiirde, ein Widerspruch
zum Fundierungsaxiom, weil dann {3, v} kein €-minimales Element hétte. Der Fall
B € 0 ist ebenso unmoglich, weil dann 5 € § € v € 8 gelten wiirde, so dass dann
{5,6,7} kein €-minimales Element hétte, ebenfalls im Widerspruch zu FUND. Es
folgt & € 3, wie zu zeigen war.

B ist €-linear geordnet: Hierzu seien v, 0 € 3 gegeben. Mit 5 € « folgt 7,6 € «, weil
a transitiv ist. Weil a €-linear geordnet ist, schliefen wir v € 6 oder v = § oder
0 € 7y, wie zu zeigen war.

78



2. Es seien a, € On gegeben.
“=7: Es gelte a C f und « # f. Zu zeigen ist nun o € 5. Wir nehmen ein v € 3
mit v ¢ a. Mit FUND koénnen wir 7y sogar €-minimal wéhlen. Wir zeigen nun v = a:

e Behauptung: v C «. Hierzu sei § € 7 gegeben; zu zeigen ist 0 € a. Es gilt § €
wegen 0 € v € [, weil 5 transitiv ist. Weil v €-minimal mit v € § und v ¢ «
ist, folgt 6 € a. Damit ist 7 C « gezeigt.

e Behauptung: o C . Hierzu sei § € « gegeben; zu zeigen ist § € . Mit
0 € a C f folgt auch ¢ € 5. Zusammen mit v € S € On folgt 0 € v oder § = ~
oder v € 9. Die Aussage § € ~y ist unser Beweisziel; deshalb miissen wir § = ~
und v € 0 ausschliefen. Der Fall § = « ist wegen § € «, v ¢ a unmdglich.
Ebenso ist der Fall v € § unmoglich, weil v € § € a € On impliziert: v € «,
ein Widerspruch. Damit ist § € ~ gezeigt.

Insgesamt ist somit a = v € § und daher der Beweisteil “=" gezeigt.
“<": Falls a € § folgt a C (8, da die Ordinalzahl § transitiv ist. Im Fall a = § folgt
a C [ trivialerweise.

3. Gegeben seien o, 5 € On mit 8 # «a C [ sowie v € N(«a). Zu zeigen ist v € §. Wir
wissen v € On wegen v € N(a) € On, weil On transistiv ist. Es ist v € « (1. Fall)
oder v = « (2. Fall). Im 1. Fall folgt v € 8 wegen o C (. Im 2. Fall wissen wir
v C S und v # 3, also ebenfalls v € 3 wegen Aussage 2.

4. Gegeben «, f € On, miissen wir zeigen, dass o N § transitiv und €-linear geordnet
ist.
Zur Transitivitdt: Es seien § € v € aN S gegeben. Dann folgt § € a, weil a transitiv
ist, und 0 € [, weil g transitiv ist, also zusammen § € aN .
Zur €-linearen Ordnung: Es seien 7,0 € a N [ gegeben. Dann folgt v,0 € o und
daher v € § oder v = J oder § € 7, weil o €-linear geordnet ist.

5. Gegeben seien «, f € On. Wegen Aussage 4. wissen wir aN 3 € On. Wir unterschei-
den 3 Fille:

e 1. Fall: anNp = a, also a C §. In diesem Fall folgt o € § oder a = 3 wegen
Aussage 2.

e 2. Fall: anfg = g, also § C a. In diesem Fall folgt ebenso f € a oder a = 3
wegen Aussage 2.

e 3. Fall anNf # aund an f # B. In diesem Fall folgt o N 3 € o wegen
anp C aund Aussage 2. Ebenso folgt ang € 8 wegen ang C S und Aussage 2.
Zusammen bedeutet das aNp € ang, im Widerspruch zum Fundierungsaxiom,
weil dann {aN S} kein €-minimales Element enthélt. Dieser Fall tritt also nicht
auf.

6. Wire On € V', so wire On € On, denn On ist transitiv und &€-linear geordnet nach
den Aussagen 1 und 5. Das ist ein Widerspruch zum Fundierungsaxiom.
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7. “=":Essei x € On. Dann ist x C On, weil On transitiv ist, und z ist transitiv nach
Definition von On.
“<": Es sei x € V transitiv mit £ C On. Zu zeigen ist x € On. Weil x als transitiv
vorausgesetzt ist, miissen wir nur mehr zu zeigen, dass x €-linear geordnet ist. Hierzu
seien a, § € x gegeben. Wegen x C On folgt o, 5 € On und daher o € § oder a = 8
oder 8 € a nach Aussage 5.

0

Fiir a, 8 € On sei die Notation a@ <  oder auch f > « ein Synonym fiir « € 3, und
a < [ oder auch # > « ein Synonym fiir o C 3. Nach dem Lemma gilt dann:

a<f e (a<BVa=p),
a<pf & N(a)<p.

Erinnern Sie sich an die Definition der Menge w der natiirlichen Zahlen und das Unend-
lichkeitsaxiom:

w={z:2€0nAVy: yeN(@z) >y=0V3Iz: 2€ OnAy=N(z)} €V
Korollar 6.3 (w ist eine Ordinalzahl) Es gilt w € On.

Beweis: Dies folgt aus Teil 7. des Lemmas (6.2), denn V' 3 w C On und w ist transitiv:
Ist ndmlich n € m € w, so folgt n € On, denn On ist transitiv, und zudem gilt

Vy: ye N(n) - y=0Vv3z: 2€OnAy = N(z)
wegen N(n) C N(m) und

Vy: ye N(m) —>y=0V3z: z€ OnAy = N(2).
]

Insbesondere sind auch N (w), N(N(w)), N(N(w)), ... Ordinalzahlen, aber keine natiirlichen
Zahlen.

Korollar 6.4 Fir alle x € V mit x C On st |Jx € On.

Beweis: Wir wenden nochmal Teil 7. des Satzes 6.2 an. Nach dem Vereinigungsaxiom
ist (Jx € V. Weiter ist z transitiv. Um das zu sehen, seien o < € |Jx gegeben. Wir
nehmen ein v € x mit § < v, dann folgt auch o <+, also a € |J .

OJ
Die Klasse der Ordinalzahlen wird in 3 Teile partitioniert:
1. Die Null 0 € On,

2. Nachfolgerordinalzahlen, also Ordinalzahlen der Gestalt N(«) mit o € On,
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3. “Limesordinalzahlen”, das sind alle iibrigen Ordinalzahlen.

Die Menge w der natiirlichen Zahlen ist die kleinste Limesordinalzahl.

Ubung 6.5 Zeigen Sie: Eine Ordinalzahl o # 0 ist genau dann eine Limesordinalzahl,
wenn |Ja = a gilt.

Ubung 6.6 (Charakteristische Eigenschaft von Paaren in der Mengenlehre) Zeigen
Sie in ZF fiir alle x1,y,,x9,y2 € V:

(1,92) = (T2,92) & T1 = T2 Ay1 = Yo

Erinnerung: (x,y) = {{z}, {z,y}}.

6.2 Induktion in der Mengenlehre

Induktion spielt in der Mathematik und natiirlich insbesondere in der Logik eine we-
sentliche Rolle. Dabei tritt nicht nur vollstindige Induktion auf, also Induktion iiber die
natiirlichen Zahlen, sondern auch allgemeinere Induktionsschemata. Ein Beispiel sind In-
duktionen iiber den Aufbau von Formeln oder Herleitungen, wie wir sie in dieser Vorlesung
schon oft verwendet haben.

In diesem Abschnitt arbeiten wir wieder in ZF. Auch um daran zu erinnern, schreiben
wir w statt Ny fiir die Menge der natiirlichen Zahlen.

Allgemeine Induktion in einer Klasse K bezieht sich auf auf eine zweistellige Relation
<1 C K x K. Sie muss wohlfundiert im Sinne der folgenden Definition sein:

Definition 6.7 (Wohlfundierte Relationen) FEine Relation < C K x K auf einer
Klasse K heifit fundiert, wenn gilt:

Ve: 0 A2 CK=32: z€xAVu:u<z=u¢uw.

Das bedeutet, dass jede nichtleere Teilmenge x von K ein beziiglich <t minimales Element
besitzen muss.?
Gilt zusdtzlich

Vie K: {ye K: y<z} eV,

so heifst < wohlfundiert.
Beispiel 6.8 (Wohlfundiertheit der Elementrelation) Die Elementrelation
e={z: Tryz=(r,y) Nz ey} CV xV

ist fundiert nach dem Fundierungsaxiom. Sie ist sogar wohlfundiert, denn fir alle x € V
gilt nach der Definition der Gleichheit:

{y: yea}=aeV.

28Man beachte aber, dass wir nicht fordern, dass < eine transitive Relation sein soll.
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Wohlfundiertheit bleibt unter Verkleinerung von Relationen erhalten:

Lemma-Schema 6.9 (Erhaltung der Wohlfundiertheit bei Verkleinerung) * Fiir
alle Klassen K' C K C V und Relationen </ C K' x K’ und < C K x K mit <’ C <
gilt: Ist < wohlfundiert, so auch <.

Beweis: < ist fundiert: Hierzu sei () # © C K’ gegeben. Insbesondere folgt x C K wegen
K' C K. Mit der Fundiertheit von <@ nehmen wir ein z € x, so dass fiir alle v € K mit
u<z gilt: u ¢ x. Dann folgt erst recht fiir alle u € K’ mit u <’z auch u <1z wegen <’ C <,
also u ¢ x.

<’ ist wohlfundiert: Gegeben x € K', gilt

{ye K': y<d'z2} C{ye K: y<a} eV,

weil < wohlfundiert ist, also auch {y € K': y <’ x} € V mit Aussonderung.
0

Beispiel 6.10 (Wohlfundiertheit der <-Relation auf On) Die <-Relation auf der
Klasse der Ordinalzahlen
< =€N(0n x On)

1st wohlfundiert, da < C € und € wohlfundiert ist. Ebenso ist die Kleinerrelation < N
(w X w) auf der Menge w der natirlichen Zahlen wohlfundiert.

Beispiel 6.11 (Wohlfundiertheit der Nachfolgerrelation auf w) Die Nachfolgerre-
lation auf w

S={z: Imecwincw: n=Nm)Az=(mn)} Cwxw
st wohlfundiert, da S C €.
Allgemeine Induktionen beruhen nun auf dem folgenden Schema:

Satz-Schema 6.12 (Allgemeines Induktionsprinzip) FEs sei < C K x K eine wohl-
fundierte Relation auf einer Klasse K. Dann gilt fir alle Klassen A C K:

VreK: (WeK:yde=ycA)=rxcA=>A=K

29Der Zusatz “Schema” soll andeuten, dass iiber Klassen allquantifiziert wird, was natiirlich einer me-
tasprachlichen Allquantifizierung iiber Klassenterme zusammen mit einer objektsprachlichen Allquantifi-
zierung iiber alle freien Variablen in den Klassentermen entspricht. Es ist also aus Sicht der Metasprache
ein Schema, mit dem Klassentermen K, K’, <1, < eine in ZF herleitbare Formel zugeordnet wird.
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Beweis im Fall K € V: Wir beweisen den Satz zuerst im Fall, dass K eine Menge ist.
In diesem Fall sei A C K mit

Vie K: (Ve K :ydoe=yecA)=zcA (37)

gegeben. Wir betrachten K\ A= {z: v € K Az ¢ A}; zu zeigen ist K \ A = (); nehmen
wir also fiir einen indirekten Beweis K \ A # () an. Wegen der Annahme K\ AC K € V
ist auch K\ A € V mittels Aussonderung. Weil < fundiert ist, finden wir ein x € K \ A,
so dass fiir alle y € K mit y <z gilt: y ¢ K\ A, also y € A. Die Pramisse in (37) ist also
erfiillt, und wir schlieen = € A im Widerspruch zu =z € K \ A.

O

Der Spezialfall der Nachfolgerrelation auf w fithrt uns zum bekannten Prinzip der vollstandigen
Induktion:

Satz 6.13 (vollstdndige Induktion) Fir alle A C w gilt:
OeAN(VYmew: meA=Nm)eA)=A=w
Beweis: Gegeben sei A C w mit 0 € A und
VYmew: me A= N(m)e€ A (38)

Nach dem Unendlichkeitsaxiom wissen wir w € V, so dass das Induktionsprinzip fiir
Mengen anwendbar ist. Weil die Nachfolgerrelation S C w x w wohlfundiert ist, geniigt es
nach dem allgemeinen Induktionsprinzp Folgendes zu zeigen:

Vnew: (Ymew:n=N(m)=meA) =>neA (39)
Hierzu sei n € w mit
Vmew:n=N(m)=meA (40)
gegeben. Wir unterscheiden zwei Félle:

1. Fall: n = 0. In diesem Fall gilt n = 0 € A nach Voraussetzung.

2. Fall: n # 0. Dann gibt es ein m € On mit n = N(m); hierbei verwenden wir
n € N(n) und die Definition von w:

ncew <neOnAVkeN(n): (k=0V3aecOn: k=N(x))

Nun ist sogar m € w, denn fir alle k € N(m) =n C N(n) gilt k =0 oder 3l € On : k =
N (1) wegen n € w. Mit der Voraussetzung (40) schliefen wir m € A, und weiter mit (38):
n € A. Damit ist (39) gezeigt.

O
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Fiir den Beweis des allgemeinen Induktionsprinzips fiir Klassen brauchen wir noch einige
Vorbereitungen:

Definition 6.14 (transitiver Abschluss von Relationen) Es sei << C K x K eine
zweistellige Relation auf einer Klasse K. Wir definieren die von einem Parameter n € w
abhingige Relation

p:={z:3fFxFy: fIN(N(n)) — KA f(0)=yA f(N(n)) ==
AVYm € N(n): f(N(m))< f(m)ANz=(z,y)} C K x K.
I i={z:reKyeKhecw: <, yNz=(z,9)}.

Die Relation <* wird der transitive Abschluss von <1 genannt.

Lemma-Schema 6.15 Fiir jede zweistellige Relation 9 C K x K, n € w und x,y € K
gelten die Aquivalenzen

r<ly ey, (41)
r<dymy e e K:x<dzNz<,y, (42)
r<dymy e e K xd,2A2y. (43)

Beweis: “=" in (41): Es seien x,y € K mit x <oy gegeben. Wir nehmen f : 2 ={0,1} —
K mit z = f(1) < f(0) = y. Insbesondere gilt die Behauptung = < y.

“<"1in (41): Es seien z,y € K mit <y gegeben. Wir setzen f = {(0,y), (1,2)} : {0,1} —
K. Insbesondere folgt f: {0,1} — K, f(1) =2z <y = f(0) und daher x < y.

“=" in (42): Es selen n € w und z,y € K mit « <y, y gegeben. Wir nehmen f :
N(N(N(n))) — K hierzu wie in der Definition von <y ). Wir setzen g := fN(N(N(n)) x
K) und z = f(N(n)) € K. Dann folgen g:N(N(n)) — K, ¢g(0) = y, und fiir alle
m € N(n): g(N(m)) < g(m), also z <, y sowie x = f(N(N(n))) < f(N(n)) = 2z, wie zu
zeigen war.

“<”" in (42): Es seien x,y,z € K mit x < z <, y gegeben. Wir nehmen ¢:N(N(n)) —
K mit g(0) = y, g(N(n)) = z und g(N(m)) < g(m) fir alle m € N(n) geméB der
Definition der Aussage z <, y. Weiter setzen wir f := g U {(N(N(n)),z)}. Dann folgt
wegen f(N(N(n))) =x<z = f(N(n)) auch f(N(m)) < f(m) sogar fir alle m € N(N(n)).
Mit der Definition von <ly(,) schlieen wir z <\yp) y.

“<” in (43) durch Induktion iiber n:

Induktionsanfang, n = 0:

x<11ng{:&42)5|z6[(: :E<lz/\z<longi:&41)5|z€[(: T<pzNAz<y

Induktionsvoraussetzung: Fiir ein gegebenes n € w gelte (43).
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Induktionsschluss: Dann folgen die Aquivalenzen

T <IN(N(n)) ng{:gm)ﬂw EK: xqwAw<Iymy

LV,
s Gz we K rT<dwAw <, 2N\ z<y

ng:g“)ﬂz EK: x<ymzNz<y.
OJ

Ubung 6.16 Es sei << C K x K eine zweistellige Relation auf einer Klasse K und <*
thr transitiver Abschluss. Zeigen Sie, dass <* transitiv ist, d.h.

Ve,y,z€ K x <"y ANy < z= 29" 2.

Korollar 6.17 Fir alle x,y € K mit x <* y gilt mindestens eine der beiden folgenden
Aussagen:

1. x<Qy.

2. dze K: z <" z2<y.

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus der Definition von <* und dem Lemma 6.15, da x <lpy
oder = <y y fiir ein n € w gilt.

OJ

Lemma-Schema 6.18 (Wohlfundiertheit vererbt sich auf den transitiven Ab-

schluss) Es sei < eine wohlfundierte Relation auf K und <* ihr transitiver Abschluss.
Dann ist auch <* wohlfundiert.

Beweis:

o FErstes Beweisziel: Ve € K : {y € K: y<*z} €V.
Es sei x € K gegeben. Wir setzen A, = {y € K : y <, x} fir n € w. Wir zeigen
nun A, € V fiir alle n € w durch vollstéindige Induktion.
Induktionsanfang: Ao = {y € K : y <z} € V folgt aus der Wohlfundiertheit von <.
Gegeben n € w, nehmen wir als Induktionsvoraussetzung A,, € V an.
Induktionsschluss: Wegen der Wohlfundiertheit von < gilt fiir alle z € A,, die Aus-
sage {y € K : y<z} € V. Wir definieren f: A, — V, f(z) ={y e K: y<z}.
Mit anderen Worten: f = {u: 3z € A, : u= (2,{y € K: y<z})}. Es folgt
flAn] € V nach dem Ersetzungsschema, also auch mit dem Vereinigungsaxiom

Vol JflA ={yeK: Jzc A, :y<z}
={yeK: e K :y<z<pa}t={ye K: y<yw 2} = Anm)-
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Damit ist A, € V fiir alle n € w durch vollstandige Induktion gezeigt.

Wir setzen nun g : w — V, g(n) := A,, also g = {(n, 4,) : n € w}.* Nach dem
Ersetzungsschema ist glw] € V', weil w € V nach dem Unendlichkeitsaxiom gilt. Es
folgt nach dem Ersetzungsschema glw] € V, also nach dem Vereinigungsaxiom:

V> UAn::Ug[w]:{yEK: dnecw:y<,z}={ye K:y<z} (44)

new

e Zuweites Beweisziel: Fundiertheit von <*. Hierzu sei a € V mit ) # a C K gegeben.
Wir setzen
b={yeK: Iz,xca: 21"y <" z}.

Wir erhalten

bg{yGKzﬂan:yﬁ*x}:U{yeK:yQ*x}g’lEV, (45)

reEa

wobei wir a € V', Aussage (44), das Ersetzungsschema und das Vereinigungsaxiom
verwendet haben. Es folgt auch b € V mittels Aussonderung, also ) # aUb € V
sowie aUb C K. Mit der Wohlfundiertheit von <1 nehmen wir ein in aUb <-minimales
y€ealUb.

Wir zeigen nun y ¢ b: Annahme y € b, dann finden wir z,w € a mit z <* y <* w,
also z <y <*w oder Ju € b: z <" u <y <* w im Widerspruch zur <-Minimalitét
von y in a U b. Wir schlieflen y € a.

Wir zeigen nun, dass y <*-minimal in a ist. Angenommen, wir haben z € a mit
z <" y. Mit Korollar 6.17 folgt z <ty oder Ju € b : z <* u < y. Beides widerspricht
der <1-Minimalitédt von y in a U b.

Damit ist die Fundiertheit von <* gezeigt.

Beide Beweisteile zusammen liefern die Wohlfundiertheit von <1*.

Beispiel 6.19

Der transitive Abschluss €* der Elementrelation ist wohlfundiert, weil € wohlfundiert ist.
Also ist auch z.B. die Relation < CV x V,

r<Qy:dz: (r,2) =y V(z,z)=y

wohlfundiert, weil < CE*.

30Das ist natiirlich eine Kurznotation fiir g = {u: In:n € w Au = (n, 4,)}.
31Das ist eine Abkiirzung fiir |J F[A], wobei F : A — V, F(z) = {y € K : y <* z}. Es ist F[A] € V
nach dem Ersetzungsschema, da A € V.

36



Beweis des Satzschemas 6.12 (allgemeines Induktionsprinzip) fiir Klassen: Ge-
geben eine wohlfundierte Relation <« C K x K auf einer Klasse K und eine Teilklasse
A C K, nehmen wir an:

Vie K: VWweK:yde=ycA)=zcA (46)

Zu zeigen ist K C A, denn zusammen mit A C K folgt dann A = K. Hierzu sei x € K
gegeben. Weil <1 wohlfundiert ist, ist auch der transitive Abschluss <* wohlfundiert, so
dass
k={yeK: y<"z}Uu{z}eV
und damit mit Ausonderung auch a := kNA € V folgt. Wir zeigen nun a = k, denn hieraus
folgt die Behauptung x € A wegen x € k = a C A. Zum Nachweis von a = k wenden
wir das schon bewiesene Induktionsprinzip fiir Mengen auf die wohlfundierte Relation
< = <N (k x k), die Menge k und die Teilmenge a C k an. Wir miissen also fiir alle
y € k zeigen:
{z€k:z<dy}Ca=vyeca

Gegebeny € kmit {z € k: z<'y} C a, folgt mit der Definition von &k und der Transitivitét
von <*:
{zeK:z<y}C{zek:2<"y} CaC A,

also y € A wegen der Annahme (46), und damit y € kN A = a, wie zu zeigen war.

O
Beispiel 6.20 (Zwei Induktionsprinzipien fiir echte Klassen)
1. Induktionsprinzip fiir die e-Relation: Fir jede Klasse A gilt:
Ve: 2 CA=zecAl=A=V. (47)

Das ist das allgemeine Induktionsprinzip angewandt auf die wohlfundierte Relation

eCVxV.
2. Prinzip der transfiniten Induktion: Fiir jede Klasse A C On gilt:
VaeOn: aCA=aec A= A=0n.

Das ist das allgemeine Induktionsprinzip angewandt auf die wohlfundierte Relation
< C On x On.

6.3 Rekursion in der Mengenlehre

Induktion bezieht sich auf den Beweis von Aussagen unter Riickgriff auf vorhergehende
Instanzen ebendieser Aussagen, wihrend sich Rekursion auf die Definition von Objek-
ten unter Riickgriff auf vorhergehende Instanzen ebendieser Objekte bezieht. In beiden
Féllen ist “vorhergehend” im Bezug auf eine wohlfundierte Relation <1 auf einer Klasse
K gemeint. Wir kiirzen fiir z € K ab:

less(z, <) :={y: y<x} (48)
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Satz-Schema 6.21 (Rekursionssatz der Mengenlehre) Es seien K und A Klassen,
<1 C K x K eine wohlfundierte Relation auf K, und

R:{(x,f):xe K, f:less(x,<) — A} — A (49)

eine Funktion. Dann gibt es** genau eine Funktion F : K — A, so dass fiir alle v € K
qgilt:

F(z) = R(z, F N (less(z, <) x A)). (50)

Die Funktion F wird die durch die Rekursionsvorschrift R rekursiv definierte Funktion
genannt. Die Gleichung (50) heifit die zugehirige Rekursionsgleichung.

Die Rekursionsvorschrift legt also fiir gegebenes x € K und gegebenen Funktionswerten
F(y) mit y < x fest, was der Funktionswert F'(x) sein soll.

Beweis des Rekursionssatzes:

Zur Ezistenz von F: Es sel <* der transitive Abschluss von <1. Wir definieren fiir x € K
den “Sockel” von z so:

founding(z, <) :={y € K : y <"z} U {x} = less(x, <) U {z}.
Weil mit < auch <* wohlfundiert ist, ist der Sockel stets eine Menge:
Vo € K : founding(z, <) € V.
Wir setzen
F=Jz (51)
mit
Z:={f:3w € K: f:founding(z, 1) — A,
Vy € founding(z, <) = f(y) = R(y, f N (less(y, <) x A))}. (52)

Die Klasse Z besteht also aus allen partiellen Losungen der Rekursionsgleichung, die auf
Anfangsstiicken, “Sockeln”, definiert sind. Die Klasse F' ist also die Vereinigung aller die-
ser partiellen Losungen.

Wir zeigen zuerst, dass F' eine partiell definierte Funktion vom Typ F : K --+ A 1ist.
Hierzu stellen wir zuerst fest, dass F' C K x A gilt, weil f C K x A fir alle f € T gilt.
Nun betrachten wir die Klasse

B:={re€ K :Yaj,as € A: (z,a1) € F A (z,a2) € F = a1 = as};

32Djese Existenzaussage fiir eine Klasse ist auf der Metaebene konstruktiv gemeint: Im Beweis wird ein
F' definierender Klassenterm explizit angegeben.
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zu zeigen ist also B = K. Wir zeigen das durch Induktion beziiglich <. Nach dem allge-
meinen Induktionsprinzip ist also zu zeigen:

Vie K: VWyeK:y<e=yeB)=>xz€b. (53)
Hierzu sei z € K mit
Vye K:y<x=y€eB (54)

gegeben; zu zeigen ist nun x € B. Hierzu seien a, as € A mit (x,ay), (x,as) € F gegeben;
zu zeigen ist nun a; = ag. Wir nehmen f;, fo € Z mit (z,a1) € f; und (z,as) € fo, anders
gesagt x € domain(f;) und x € domain(f2) mit fi(z) = a; und fo(z) = ap. Wir wissen

less(x, <) € domain(f;) N domain( fs), (55)

weil domain(f;) und domain(fy) beziiglich < transitiv sind. Nach der Definition von Z
gilt

fi(z) = R(z, f1 N (less(z, <) x A)), (56)
fa(x) = R(z, fo N (less(z, <) x A)). (57)

Nach der Induktionsvoraussetzung (54) haben wir less(z, <) € B und daher
fin(less(xz, <) x A) = F N (less(x, <) x A) = fon (less(z, <) x A)

nach der Definition von B und wegen fi, fo € F und der Inklusion (55). Mit den Rekur-
sionsgleichungen (56) und (57) schliefen wir

a1 = fi(z) = R(z, f1 N (less(z, <) x A)) = R(x, foN (less(z, <) x A)) = folz) = as,
wie zu zeigen war.
Wir betrachten den Definitionsbereich von F, gegeben durch
domain(F) = {z: Jy (z,y) € F}.

Nun zeigen wir, dass F' total definiert ist und tiberall die Rekursionsgleichung erfillt.
Hierzu definieren wir die Klasse

C ={z € K : founding(z, <) C domain(F),
Vy € founding(z, <) : F(y) = R(y, F N (less(y, <) x A)}

und zeigen C' = K durch Induktion iiber die wohlfundierte Relation <*; weil z €
founding(z, <) fiir alle z € K gilt, leistet dann F' das Gewiinschte.
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Gegeben z € K, nehmen wir als Induktionsvoraussetzung less(z, <*) C C' an; zu zeigen
ist nun x € C. Gegeben y € founding(x, <) ist also y € domain(F') und F(y) = R(y, F'N
(less(y, <) x A)) zu zeigen. Im Fall y <*z folgt das schon aus der Induktionsvoraussetzung.
Zu zeigen ist also noch x € domain(F) und F(x) = R(x, F N (less(z, <) x A)). Aus der
Induktionsvoraussetzung und wegen F': K --+ A folgt

(F N (less(z, <%) x A)) : less(z, <*) — A,

so dass wegen less(z, <1) C less(z, <*) und x ¢ less(z, <*) die um ein Wertepaar fortge-
setzte Abbildung

f : founding(z, <) — A,
f=[Fn(less(z,<”) x A)]U{(x, R(xz, FF N (less(z, <) x A)))}

wohldefiniert ist. Insbesondere gilt nach Definition
f(z) = R(z, F N (less(z, Q) x A)), (58)
aber auch fiir alle y € less(x, <*):
fly) = Fy) = R(y, F'N (less(y, <) x A)) = R(y, f 0 (less(y, <) x A)),

weil {y}Uless(y, <) C less(x, <*) C C wegen der Induktionsvoraussetzung gilt. Dies zeigt
f € Z. Nach der Definition von F folgt F' O f, und damit

r € domain(F) und F(z)= f(z) = R(z, F' N (less(z, <) x A)),
was noch zu zeigen war. Damit ist die Induktionsbehauptung = € C' gezeigt.

Zur Eindeutigkeit von F: Es seien zwei Funktionen F, F5 : K — A gegeben, die beide die
Rekursionsgleichung (50) erfiillen. Zu zeigen ist F; = F,. Wir setzen hierzu

D:={zxe K: Fi(z) = F(x)}

und zeigen D = K durch Induktion beziiglich <1. Gegeben x € K, nehmen wir als Induk-
tionsvoraussetzung less(z, <) € D an. Dann folgt insbesondere

Fin(less(z, <) x A) = FyN (less(z, <) x A)
und daher
Fi(z) = R(x, Fy N (less(z, <) x A)) = R(x, F> N (less(z, <) x A)) = Fy(x),

also x € D, was zu zeigen war.
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Der folgende Spezialfall des Rekursionssatzes fiir natiirliche Zahlen ist vermutlich die in
der Mathematik aulerhalb der Mengenlehre am h&ufigsten verwendete Variante:

Korollar 6.22 (Einfacher Rekursionssatz iiber w) Gegeben seien eine Klasse A, ein
Objekt a € A eine Abbildung v : w x A — A. Dann gibt es genau eine Abbildung
F:w— A mit F(0) = a, die fir alle n € Q die Rekursionsgleichung

F(N(n)) = r(n, F(n)) (59)
erfillt.
Beweis (Skizze): Fiir die Nachfolgerrelation
S={(n,N(n)): new}C(wxw)Ne

gilt less(0,S) = 0 und less(N(n), S) = {n} fiir alle n € N. Der Rekursionssatz, angewandt
auf die Rekursionsvorschrift

R:={((0,0),a)} U{((N(n), f),r(n, f(n))) : n €w, f:{n} = A},

liefert die Existenz und Eindeutigkeit der gesuchten Funktion F.
OJ

Statt die Rekursionsvorschrift explizit in Mengennotation hinzuschreiben, geben wir meist
nur die wohlfundierte Relation <1 und die Rekursionsgleichung an. Der Ausdruck “rekur-
sive Definition” ist dann als ein Hinweis zu lesen, dass der Rekursionssatz angewandt
wird.

Beispiel 6.23 (Ordinalzahlarithmetik) Fir fiziertes o € On definieren wir die Addi-
tion a+-: On — On, die Multiplikation o-- : On — On und die Potenz o’ : On — On
rekursiv so:

1. Addition:

a+0:=q, (60)
a+ N(B):= N(a+B) fir Nachfolgerordinalzahlen N(B) mit f € On,  (61)
a+pf:= U{a + iy < B} fiir Limesordinalzahlen 3. (62)

2. Multiplikation:

a-0:=0, (63)
a-N(B):=a-B+a3  fir Nachfolgerordinalzahlen N(3) mit 3 € On,  (64)
a-fi= U{a -y 1y < B} fir Limesordinalzahlen (3. (65)

33Fiir V 3 2 C On ist ([ die kleinste Ordinalzahl 8 mit 3 > « fiir alle v € . Nach dem Ersetzungs-
schema wissen wir {a+~v:v7 < S} € V.
3471 lesen als (o - ) + a mit der Konvention “Punkt vor Strich”
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3. Potenz:

a =1, (66)
oNB) =P .« fir Nachfolgerordinalzahlen N(3) mit 3 € On, (67)
o = U{oﬂ v < B} fir Limesordinalzahlen 3. (68)

Diesen Rekursionen liegt die wohlfundierte Relation < C On x On zugrunde.

Achtung: Im allgemeinen sind weder die Addition noch die Multiplikation von Ordi-
nalzahlen kommutativ. Zum Beispiel gilt 1 + w = w < Nw) =w+1 und 2 -w =w <
w+w = w-2. Fingeschrdinkt auf o, B € w sind es dagegen die gewdhnlichen arithmetischen
Operationen auf natirlichen Zahlen mit ihren vertrauten Gesetzen.

Varianten des Rekursionssatzes

1. Abbrechende Rekursionen und rekursiv definierte partielle Funktionen.
Aus anderen mathematischen Vorlesungen kennen Sie sicher Rekursionen, die ir-
gendwann stoppen, z.B. wenn der Definitionsbereich der Rekursionsvorschrift ver-
lassen wird. Auch solche Rekursionen zur Definition von partiell definierten Funk-
tionen F': K --» A konnen wir mit dem Rekursionssatz realisieren, indem wir ein
neues Objekt “undefiniert” zu A hinzunehmen und partiell definierte Funktionen
F: K --» A zu total definierte Funktionen

FU((K \ domain(F')) x {undefiniert}) : K — A U {undefiniert}

erweitern.>?

2. Rekursiv definierte Klassen und Relationen. Mit dem Rekursionssatz wer-
den zunéachst Funktionen auf einer Klasse A rekursiv definiert. Wir konnen wir
ihn aber ebenso zur rekursiven Definition von Klassen K C A, z.B. von Rela-
tionen verwenden, indem wir eine Klasse K durch ihre Indikatorfunktion 1x =
(K x {1})U((A\ K) x {0}) codieren und 1j rekursiv definieren.

Zum Beispiel konnen wir damit alle rekursiven Definitionen vom Beginn der Vorlesung
(z.B. fir Terme, Formeln, Herleitungen) bei Verwendung von Codierungen durch Baume
innerhalb von ZF als rekursive Definitionen unter Verwendung des Rekursionssatzes auf-
fassen. Als zugrundeliegende Relation kann man dabei stets den transitiven Abschluss
€* der €-Relation (oder auch eine Teilrelation davon) verwenden. Fiir jedes n-Tupel
y = (zo,...,%,), z.B. aufgefasst als Abbildung y : N(n) — V, und jeden Eintrag z;
davon gilt nédmlich stets x; €* y. Ebenso wird die Giiltigkeitsrelation F und der Modell-
begriff nun ein Konzept innerhalb von ZF'.

35Strenggenommen funktioniert das so natiirlich nur fiir A # V, weil uns sonst kein Objekt undefiniert €
V' \ A mehr zur Verfiigung steht. Dieses etwas spitzfindige Problem kann man zum Beispiel lésen, indem
man Elemente z des Universum V mittels x — {x} durch Singletons codiert, und undefiniert := ) setzt.
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Insbesondere haben wir nun mit den Interpretationen

0¥ :=0, (69)
N« :={(n,N(n)): n € w}, (70)
+¢:={((n,m),n+m): n,m e w}, (71)

“i={((n,m),n-m): n,m € w} (72)

ein Modell (w, 0, N, +%, ) der Peanoarithmetik innerhalb von ZF.

Man beachte aber, dass das Universum eines Modells stets eine Menge sein muss, nicht
etwa eine echte Klasse, weil wir mit der Rekursionsvorschrift nur auf Anfangsstiicke, die
Mengen sind, zuriickgreifen diirfen!

Ubung 6.24 Was ist falsch an dem folgenden Versuch, die Giiltigkeit von Formeln in
einem Modell von ZF innerhalb des Modells selbst zu definieren?

Falscher Versuch: “Wir definieren mit dem Rekursionssatz fiir jede Codierung ¢ einer
Formel der Sprache der Mengenlehre und jede Belegung b : freeVar(¢) — V ihre Giiltigkeit
in ZF rekursiv so:

1. L gilt nicht.

2. Ist ¢ =€ vyvy eine mit € gebildete Codierung einer Primformel, so gilt ¢ unter b
genau dann, wenn b(vy) € b(vq) gilt.

3. Ist ¢ =— P19 die Codierung einer Implikation, so gilt ¢ unter b genau dann nicht,
wenn ¢; unter b gilt, ¢o jedoch nicht.

4. Ist ¢ = Vi) die Codierung einer Allformel, so gilt ¢ unter b genau dann, wenn
unter b[z/y] := (b\ ({z} x V)) U {(x,y)} fir alle y € V gilt.”

6.4 Anwendungen des Rekursionssatzes in der Mengenlehre

Auch in diesem Abschnitt arbeiten wir in ZF. Wenn wir zusétzlich das Auswahlaxiom
verwenden, weisen wir gesondert mit dem Zusatz “in ZFC” darauf hin.

Wir beweisen nun das Zornsche Lemma mit dem Rekursionssatz unter Verwendung des
Auswahlaxioms:

Satz 6.25 (Zornsches Lemma, in ZFC) Fs sei (M, <) eine partiell geordnete Menge.
Zu jeder linear geordneten Teilmenge von M existiere eine obere Schranke. Dann besitzt
M ewn maximales Element.

Beweis: Es sei ¢ die Menge aller linear geordneten Teilmengen x von M, die eine obere
Schranke s € M \ x besitzen; mittels Aussonderung aus der Potenzmenge B(M) ist das
in der Tat eine Menge: ¢ € V. Mit dem Auswahlaxiom nehmen wir eine Auswahlfunktion
f 0 — M, die jedem z € ¢ eine obere Schranke f(z) € M \ x zuordnet. Nun definieren
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durch Rekursion iiber die <-Relation auf On eine partiell definierte Abbildung ¢g : On --»
M so: Gegeben a € On, sei

oa) = { f(glal), falls gla] € ¢,

undefiniert, sonst.

Insbesondere ist g(a) undefiniert, falls g(5) fiir ein 5 < « undefiniert ist, und falls g(«)
definiert ist, so ist g(a) # g(B) fiir alle § < . Anders gesagt: Auf seinem Definitionsbe-
reich domain(g) = {« € On : g(«) # undefiniert} ist ¢ injektiv. Weil domain(g) transitiv
ist, folgt domain(g) = On oder domain(g) € On.

Der Fall domain(g) = On ist nicht moglich, weil dann Menge ¢g[On] C M (mittels Aus-
sonderung) eine Menge wiire, also auch (mittels Ersetzungsschema) On = g~ ![¢g[On]] € V
eine Menge wére, ein Widerspruch. Hierbei bezeichnet

g '={(z,a): (o,z) € g} : g[On] — On (73)

die Inverse von g.

Es ist also a := domain(g) € On. Wegen o ¢ domain(g) (wegen Fundierung) ist g(«)
undefiniert, also gla] ¢ ¢. Nun ist g[a] eine bzgl. < linear geordnete Teilmenge von M,
denn fiir alle v < 8 < « gilt g(v) < f(9]8]) = g(B) aufgrund der Definition von f und
von g. Nach Voraussetzung besitzt also g[a| eine obere Schranke; nennen wir eine solche
s. Andererseits besitzt g|a] keine obere Schranke in M \ g[a], denn sonst wire gla] € ¢
und damit g(«) definiert, ein Widerspruch. Es ist also s eine obere Schranke von g[a], die
durch keine weitere obere Schranke (bzgl <) tibertroffen wird, also ein maximales Element
in M.

O

Bemerkung: Uber ZF sind das Zornsche Lemma und das Auswahlaxiom dquivalent. Man
kann ndmlich umgekehrt in ZF aus dem Zornschen Lemma das Auswahlaxiom beweisen.
Hierzu sei a eine Menge mit () ¢ a, Man betrachtet die Menge F aller partiell definierten
Auswahlfunktionen f :a --» |Ja, f(z) € z fur alle z € domain(f), versehen mit der In-
klusionsrelation C. Jede beziiglich C linear geordnete Teilmenge y C F besitzt eine obere
Schranke, z.B. |Jy. Nach dem Zornschen Lemma besitzt F dann ein maximales Element
F. Dann kann man zeigen, dass F : a — |Ja eine auf ganz a definierte Auswahlfunktion
ist.

Eine andere Folgerung des Auswahlaxioms ist der Wohlordnungssatz. Man kann ihn oft
alternativ zum Zornschen Lemma verwenden. Hierzu definieren wir:

Definition 6.26 (Wohlordnung) Eine Wohlordnung < auf einer Klasse K ist eine
zweistellige Relation < C K x K mit den folgenden Eigenschaften:

1. < ist wohlfundiert.

2. st transitiv: Ve, y,z € Kt e <yANy<lz=z<z.
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3. Je zwei Elemente x,y € K sind vergleichbar: Vx,y € K : z<yVax=yVy<<zx.

Wohlordnungen sind also nichtreflexive lineare Ordnungen, die wohlfundiert sind. Insbe-
sondere besitzt jede nichtleere Teilklasse einer wohlgeordneten Klasse ein kleinstes Ele-
ment.

Beispiel 6.27 Jede Teilklasse A C On ist beziiglich < (genauer gesagt beziiglich <M (A X
A) ) wohlgeordnet.

Wohlordnungen auf einer Menge M € V sind fast das Gleiche wie Bijektionen f : o« — M
mit a € On. Genauer gesagt gilt:

Lemma 6.28 (Korrespondenz zwischen Wohlordnungen und Aufzihlungen mit
Ordinalzahlen) Fir jede zweistellige Relation < auf einer Menge M sind dquivalent:

1. < ist eine Wohlordnung auf M.

2. Es gibt a € On und eine Bijektion f : o — M, so dass gilt:
VBiyEa: B<ye f(B)<f() (74)

Zusatz: Gelten 1. und 2., so sind die Ordinalzahl o und die Bijektion f in 2. eindeutig
bestimmdt.

Beweis (Skizze): “1.=2.”: Gegeben sei eine Wohlordnung <1 auf M € V. Wir definieren
f :0n --» M durch Rekursion iiber die <-Relation so: f(«a) sei das beziiglich <1 kleinste
Element in M \ f[a], falls es existiert, und f(«) bleibt undefiniert sonst. Insbesondere
ist f auf seinem Definitionsbereich injektiv. Die Rekursion bricht ab, weil wir sonst eine
Injektion f : On — M hiétten, also von einer echten Klasse nach einer Menge, was dem
Ersetzungsschema widerspricht. Ist & = domain(f), so ist fla] = M, weil sonst f(«)
definiert und damit @ € domain(f) wére, ein Widerspruch. Nach Konstruktion ist f
ordnungserhaltend im Sinne von Aussage (74).

“2.=1.”7: Gegeben eine ordnungserhaltende Bijektion f wie in 2., vererbt sich die Wohl-
ordnung mittels f von (a, <) auf (M = fla], ).

Zum Zusatz: Sind f; 1 ag — M und fy : ag — M zwei Bijektionen wie in 2., so ist
g:= fy'ofi:a; — ay eine ordnungserhaltende Bijektion. Induktiv bzgl. der <-Relation
zeigen wir nun g(f8) = S fiir alle 5 < ay. Nehmen wir als Induktionsvoraussetzung fiir ein
gegebenes < ay an, dass fiir alle vy < § gilt: g(v) = ~. Es gilt insbesondere g[5] = 5. Da
das kleinste Element sowohl von a4 \ 5 als auch von s\ 8 ist, und da g ordnungserhaltend
ist, schliefen wir g(f8) = 3, wie zu zeigen war. Die Bijektion ¢ ist also die Identitdt, und
damit oy = .

O

Satz 6.29 (Wohlordnungssatz, in ZFC) Auf jeder Menge M existiert eine Wohlord-
nung <.
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Beweis: Der Beweis ist etwas dhnlich zum Beweis des vorhergehenden Lemmas.
Wir nehmen mit dem Auswahlaxiom eine Auswahlfunktion g : 3(M)\{0} — M, die jeder
nichtleeren Teilmenge © C M ein Element g(x) € z zuordnet. Dann definieren wir f :
On --» M durch Rekursion iiber die <-Relation so: f(«a) := g(M \ fla]), falls M \ fla] #
(), und f(«) bleibt undefiniert sonst. Insbesondere ist f auf seinem Definitionsbereich
injektiv. Wieder bricht die Rekursion ab, weil wir sonst eine Injektion f : On — M
hétten, ein Widerspruch. Ist @ = domain(f), so ist fla] = M, weil sonst f(«) definiert
und damit o € domain(f) wire. Also ist f surjektiv. Die Bijektion f : o — M liefert
nach Lemma 6.28 eine Wohlordnung auf M.

O

Bemerkung: Auch der Wohlordnungssatz ist iiber ZF dquivalent zum Auswahlaxiom AC.
Dabei folgt die Implikation “Wohlordnungssatz = AC” so: Gegeben eine Menge a Z ()
und eine Wohlordnung <1 von | Ja, gewinnen wir eine Auswahlfunktion zu a, indem wir
aus jedem z € a ihr <-kleinstes Element auswéhlen.

Korollar 6.30 (Wohlordnungssatz — Variante, in ZFC) Zu jeder Menge M € V
gibt es eine Ordinalzahl o € On und eine Bijektion f:a — M.

Das wurde ndamlich im Beweis des Wohlordnungssatzes gleich mitbewiesen.

Der Wohlordnungssatz lasst sich oft als Alternative zum Zornschen Lemma in Beweisen
einsetzen. Zur lllustration eine Beweisskizze der Existenz einer Vervollstdndigung einer
Theorie (Satz 3.12) in ZFC mit Hilfe des Wohlordnungssatzes statt des Zornschen Lem-
mas:

Beweisskizze: Es sei T = (S,.A) eine konsistente Theorie. Weiter sei ® die Menge aller
geschlossenen Formeln {iber §. Wir nehmen mit dem Wohlordnungssatz eine Wohlordnung
< auf ®. Wir definieren nun ein Axiomensystem A" C ® rekursiv wie folgt: Gegeben ¢ € @,
sei nach Rekursionsvoraussetzung A'N{y € ® : 1 < ¢} schon bekannt. Wir nehmen dann
¢ genau dann zu A’ hinzu, wenn {¢} U (A’ N{ € & : 1 <¢})U A konsistent ist. Induktiv
zeigt man dann, dass (A'N{Y € & : Y <PV p = ¢})UA fiir alle ¢ € ® konsistent ist,
und schlieit dann, dass A’ eine vollstandige Theorie ist, die A umfasst. Wir fithren die
Details hier nicht aus.

O

Diese Skizze hat viel mehr Ahnlichkeit mit dem rekursiven Beweis des Satzes 3.12, den
wir frither im Fall einer abzéhlbaren Sprache gegeben haben, als der Beweis mit dem
Zornschen Lemma, den wir frither im allgemeinen Fall gegeben haben.

Lemma 6.31 Es sei x eine Menge von Ordinalzahlen, o € On eine Ordinalzahl und
[ a— x die beziiglich < monoton steigende Bijektion aus Lemma 6.28. Fiir alle < «

gilt dann f(B) > 5.

Beweis durch Induktion bzgl. <: Es sei § < « gegeben. Als Induktionsvoraussetzung
nehmen wir an, dass f(v) > v fir alle v < § gilt. Dann folgt fiir alle v < 8 wegen der
Monotonie von f: f(8) > f(v) >, also f(8) > [, wie zu zeigen war.

O
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Kardinalzahlen. Kardinalzahlen entsprechen “Méchtigkeiten” aus der naiven Mengen-
lehre. Definieren wir sie im Rahmen von ZF:

Definition 6.32 (Kardinalzahl) Fine Ordinalzahl o € On wird Kardinalzahl genannt,
wenn es fir alle < « keine Bijektion f : 8 — « gibt. Mit Card bezeichnen wir die
Klasse aller Kardinalzahlen.

Beispiel: w + 1 ist keine Kardinalzahl, denn wir haben die Bijektion f :w — w+ 1 mit
f(0)=w, f(n+1)=nfirn € w.
Starten wir mit einer Vorbereitung zur Untersuchung von Kardinalzahlen:

Satz 6.33 (Version des Satzes von Cantor-Bernstein) Es seien B C A zwei Men-
gen und f : A — B eine Injektion. Dann gibt es eine Bijektion g : A — B.

Beweis: Wir definieren rekursiv A, fiir n € w so: Ay := A, Anp) = f[An] fiir n € w.
Ebenso definieren wir rekursiv B, fiir n € w so: By := B, By(n) = f[By] fiir n € w. Wegen
flA] € B C A folgt induktiv Ay = f[An] € B, € A, und B,, C B fiir alle n € w. Wir
definieren nun

g:A—= B, g(x)= { f(z), fallsn € wmitx e A, \ B, existiert,

x sonst.

g ist injektiv: Hierzu seien z,y € A mit g(z) = g(y) gegeben. Wir unterscheiden mehrere
Falle:

1. Fall: x € A, \ B, und y € A,,, \ By, fiir geeignete n,m € w. Dann ist f(z) = g(z) =
g9(y) = f(y) und daher = = y, weil f injektiv ist.

2. Fall: v ¢ A, \ B, und y ¢ A, \ B, fiir alle n € w. Dann ist x = g(z) = g(y) = v.

3. Fall: © € A, \ By, fiir ein geeignetes m € w und y ¢ A, \ B, fiir alle n € w. Dann folgt
mit der Injektivitat von f:

g(x) = f(z) € [IAR]\ f[Bm] = Angm) \ BN(m),

also g(x) # y = g(y), ein Widerspruch. Dieser Fall tritt also nicht auf,
4. Fall: y € A, \ B,, fiir ein geeignetes m € w und = ¢ A, \ B, fiir alle n € w. Ebenso
wie der 3. Fall ist dieser Fall widerspriichlich; um dies zu sehen, vertausche man x und y.

g : A — B ist surjektiv: Hierzu sei x € B gegeben. Fallunterscheidung:
1. Fall: Annahme: xz € A, \ B, fir ein n € w. Wegen By = B > x ist dann n # 0, also
n = N(m) fiir ein m € w. Insbesondere folgt mit der Injektivitdt von f:

© € flAn]\ f[Bm] = flAn \ Bn] = glAn \ Bl € glA],

also = € g[A].
2. Fall: Annahme: © ¢ A, \ B, fur alle n € w. Hier ist x = g(x).
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Korollar 6.34 (Satz von Cantor-Bernstein) FEs seien f : A — B und g : B — A
Injektionen zwischen zwei Mengen A und B. Dann gibt es eine Bijektion h: A — B.

Beweis: Wir haben die Injektion go f : A — ¢g[B] C A, also auch eine Bijektion i : A —
g|B] nach dem Satz. Dann ist h:= g ' oi: A — B eine Bijektion.

O

Satz 6.35 (Grundlegende Eigenschaften von Kardinalzahlen)

1.
2.

Jede natiirliche Zahl n € w ist eine Kardinalzahl.

Ist x eine Menge von Kardinalzahlen, so ist auch |Jx eine Kardinalzahl. Insbeson-
dere ist w eine Kardinalzahl.

Zu jeder Kardinalzahl k gibt es eine néchstgrifiere Kardinalzahl. Sie wird mit k™
bezeichnet.

Beweis:

1.

Wir beweisen die Behauptung durch vollsténdige Induktion.

Induktionsanfang, n = 0: Die 0 ist eine Kardinalzahl, weil es kein 3 < 0 gibt.
Induktionsvoraussetzung: Es sei eine Kardinalzahl n € w gegeben.
Induktionsschluss: Angenommen, wir haben m < N(n) und eine Bijektion f : m —
N(n). Wegen N(n) # 0 ist m # (), also m = N(I) fiir ein | € w. Wir setzen

n, falls k =1,
g:m— N(n), k< f(l), falls f(k)=n,
f(k) sonst.

Die Funktion g entsteht also aus f, indem wir die Werte n und f(/) miteinander
vertauschen. Weil f bijektiv ist, ist auch g : m — N(n) bijektiv. Also ist auch die
Einschrankung auf [

h=gn(IxV)=g\{(l,n)} : l—=n

bijektiv. Wegen N(I) = m < N(n) folgt | < n, im Widerspruch zur Induktionsvor-
aussetzung, dass n eine Kardinalzahl ist.

Es sei z eine Menge von Kardinalzahlen. Dann ist « := |Jx als Vereinigung einer
Menge von Ordinalzahlen eine Ordinalzahl. Es sei < a. Angenommen, wir haben
eine Bijektion f : a — (. Nach Definition von « gibt es ein k € x mit § < k. Die
Einschrankung ¢g := fN(kx ) von f auf  bildet & bijektiv auf eine Teilmenge g[k] =
flk] C B ab. Weil g[k| beziiglich < wohlgeordnet ist, finden wir eine Ordinalzahl
v € On und eine ordnungserhaltende Bijektion h : v — g[x]. Nach Lemma 6.31 ist
§ < h(d) < S fiir alle 6 < y und daher v < 8 < K, alsoy < k. Nunist A log: k — v
eine Bijektion, im Widerspruch dazu, dass « eine Kardinalzahl ist. Damit ist gezeigt,
dass « eine Kardinalzahl ist.

Insbesondere ist w = |Jw als Vereinigung einer Menge von Kardinalzahlen eine
Kardinalzahl.
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3. Gegeben eine Kardinalzahl x, sei W die Klasse aller Wohlordnungen <1 von x. Aus
W CPB(k x k) TP(P(P(k))) € V schlieBen wir W € V' mittels Aussonderung. Zu
jedem < € W nehmen wir die eindeutig bestimmte Ordinalzahl o wie Aussage 2 in
Lemma 6.28, so dass es eine ordnungserhaltende Bijektion f von (a, <) nach (x, <)
gibt. Wir setzen G(<) := «a. Das Bild G[WW] C On der Abbildung G besteht also
aus allen Ordinalzahlen «, fiir die es eine Bijektion f : @ — & gibt. Insbesondere ist
k € G[W], weil die Identitét auf s eine solche Bijektion ist.

Das Bild G[IV] ist eine Menge nach dem Ersetzungsschema. Wir definieren x* :=
U{N(a) : o € G[W]} € On als die kleinste Ordinalzahl, die grofier als alle
a € G[W] ist. Wegen k € G[W] folgt k < k.

Wir zeigen nun, dass k™ eine Kardinalzahl ist. Hierzu sei < x gegeben. Ange-
nommen, es gibt eine Bijektion f : f§ — k*. Nach der Definition von ™ finden
wir ein v € G[W] mit § < +, und hierzu eine Bijektion g : v — k. Dann ist
go f~1: kT — k eine Injektion. Wegen x < x* und dem Satz von Cantor-Bernstein
(Korollar 6.34) gibt es dann auch eine Bijektion h : Kt — &, woraus kKt € G[WV]
folgt, im Widerspruch zur Definition von 1. Also ist x* eine Kardinalzahl.

Wir zeigen jetzt, dass es keine Kardinalzahl X mit k < X\ < k* gibt. Angenommen,
wir haben so ein A. Weil £ die kleinste Ordinalzahl ist, die grosser als alle Elemente
von G[W] ist, finden wir eine Ordinalzahl o € G[W] mit A < a < kT, sowie hierzu
eine Bijektion [ : & — k. Die Einschrédnkung von [ auf X ist dann eine Injektion von
A nach k. Mit K < A und dem Satz von Cantor-Bernstein folgt, dass es auch eine
Bijektion von A nach x gibt, im Widerspruch dazu, dass A eine Kardinalzahl ist.

O

Michtigkeit von Mengen.

Satz/Definition 6.36 (Méchtigkeit von Mengen, in ZFC) Zu jeder Menge M gibt
es eine eindeutig bestimmte Kardinalzahl k, so dass es eine Bijektion f : k — M gibt.
Sie wird mit |M| := r bezeichnet und Méchtigkeit von M genannt. Die Menge M heifst
endlich, wenn |M| € w gilt.

Beweis: Nach der Variante 6.30 des Wohlordnungssatzes gibt es eine Ordinalzahl o und
eine Bijektion g : @ — M. Die Klasse3® C aller Ordinalzahlen, die bijektiv auf M abge-
bildet werden konnen, ist also nichtleer; also besitzt sie ein kleinstes Element «. Es gilt
k € Card, da jedes kleinere 3 < k nicht mehr bijektiv auf M abgebildet werden kann, also
auch nicht bijektiv auf x abgebildet werden kann. Jedes A € Card \{x} kann ebenfalls
nicht auf M bijektiv abgebildet werden. Fiir A < s wissen wir das schon, und fiir A > &
folgt das daraus, dass zwar M bijektiv auf x abgebildet werden kann, A jedoch nicht.

O

Ubung 6.37 Zeigen Sie in ZF: |w?| = w. Folgern Sie, dass w® keine Kardinalzahl ist.

36Eigentlich ist C sogar eine Menge, doch das ist fiir dieses Argument irrelevant
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Hierarchie der unendlichen Kardinalzahlen

Definition 6.38 (Aleph-Hierarchie) Wir definieren rekursiv beziglich der <-Relation
auf On:

No = w, (75)
Ny (a) := RE fiir Nachfolgerordinalzahlen N(c) € On, (76)
N, = U{Nﬂ : B < a} fir Limesordinalzahlen o € On. (77)

Dies ist also die mit den Ordinalzahlen indizierte Aufzéhlung aller unendlichen Kardinal-
zahlen. Zum Beispiel ist N; die kleinste iiberabzéhlbare Ordinalzahl.

Die Kontinuumshypothese (formulierbar in ZFC). Die beriihmte Kontinuumshy-
pothese CH besagt:

[Bw)| =Ry (CH)

Gleichwertig dazu ist auch |R| = 8. Aquivalent dazu ist auch, dass jede iiberabzihlbare
Menge A C R bijektiv auf R abgebildet werden kann. Beriihmte Resultate von K. Godel
und P. Cohen besagen, dass sowohl ZFC+CH als auch ZFC+—-CH konsistent sind, falls
ZFC konsistent ist. Die Kontinuumshypothese ist also unabhdingig von ZFC. Sie oder auch
ihr Gegenteil kann also als ein “hoheres Axiom” zu ZFC hinzugenommen werden, ohne
neue Widerspriiche zu erzeugen.

Rang von Mengen, Mengenhierarchie. Fiir eine Menge x von Ordinalzahlen kiirzen

wir ab:
lub(z) := U{N(a) ta €t

Hierbei steht “lub” fiir “least upper bound”, denn lub(x) ist die kleinste Ordinalzahl, die
grofer als alle o € x ist.

Man kann sich alle Mengen in ZF durch iterierte Mengenbildung aus der leeren Men-
ge gebildet vorstellen. Der “Rang” einer Menge ist ein Maf fiir die Komplexitét dieser
[teration:

Rekursive Definition 6.39 (Rang von Mengen, Hierarchie der Mengen) Wir de-
finieren durch Rekursion iiber die €-Relation den Rang rank x einer Menge x € V' durch:

rank x := lub{ranky : y € x}.

Umgekehrt definieren wir durch Rekursion diber die <-Relation fiir jedes a € On die
Hierarchie

0, falls o = 0,
Vo i= ¢ B(Vp), falls o = N(B) eine Nachfolgerordinalzahl ist, (78)
UH{Vs: B<a}, fallsa eine Limesordinalzahl ist.
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Lemma 6.40 Zusammenhang zwischen der Hierarchie V. und dem Rang. Fir
alle v € V und a € On sind dquivalent:

1. z €V,,

2. rankzx < a.

Beweis: “1.=2.”: Induktion iiber a.

Induktionsvoraussetzung: Gegeben o € On, gelte fiir alle f < a und y € V3 die Unglei-
chung ranky < f.

Induktionsschluss: Es sei © € V,, gegeben. Wir unterscheiden 3 Fille:

1. Der Fall o = 0 ist ausgeschlossen, weil V = 0.

2. Fallannahme: a ist eine Nachfolgerordinalzahl, o = N(f). Hier ist x € V,, = P(V3),
also x C V3 und damit y € Vj fiir alle y € z. Nach Induktionsvoraussetzung und
wegen 5 < « gilt ranky < f fiir alle solchen y, und damit rankx < g < « nach
Definition von rank x.

3. Fallannahme: o ist eine Limesordinalzahl. Hier ist x € V,, = [z,5., V5. Dann exi-
stiert ein 8 < a mit x € V3, und damit rankz < 8 < o nach Induktionsvorausset-
zung. Wir schlieflen rank z < a.

“2.=1.”: Nochmal Induktion iiber «.

Induktionsvoraussetzung: Gegeben o € On, gelte fiir alle f < o und y € V mit ranky < 3
die Relation y € V.

Induktionsschluss: Es sei x € V' mit rank z < o gegeben. Wir unterscheiden 3 Félle:

1. Der Fall a = 0 ist ausgeschlossen, weil rank x < 0 unmdéglich ist.

2. Fallannahme: « ist eine Nachfolgerordinalzahl, o = N(B). Fiir alle y € x wissen
wir ranky < rankz < a = N(f) nach Definition von rankx, also auch ranky <
rankz < B und damit ranky < (. Nach Induktionsvoraussetzung folgt y € V;.
Damit ist x C Vi gezeigt. Wir schlieBen z € P(V3) = V.

3. Fallannahme: a 1st eine Limesordinalzahl. Aus rank x < «a schlielen wir hier rank z <
B fiir ein 8 < «, also x € Vj nach Induktionsvoraussetzung. Nach Definition von V,,
folgt auch x € V.

0J
Korollar 6.41 (Monotonie der V-Hierarchie)
1. Fir B <a € On gilt Vg CV,.
2. Esqilt |J Vo=V.

a€On
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Beweis: Beide Teile des Korollars folgen unmittelbar aus der Charakterisierung 2. des
Lemmas.

0J

Ubung 6.42 Wir kiirzen ab: 1 = N(0), 2 = N(1), 3 = N(2). Zeigen Sie Vo =0, Vi =1
und Vo = 2. Geben Sie aber explizit ein Element von V3 \ 3 an.

Ubung 6.43 Zeigen Sie in ZF:

Vo e On:V,NOn=a.

Ausblick: Gdédels konstruktibles Universum. Erinnern Sie sich an die Interpretati-
on von Klassentermen als Klassen, die wir in Abschnitt 4.3.2 eingefiihrt haben: Wir hatten
die Teilmengen des Universums eines Modells genommen, die innerhalb des Modells mit
Parametern im Modell definiert werden konnen. Wir simulieren diese Konstruktion nun
innerhalb von ZF, wobei das Universum V' durch eine beliebige Menge = ersetzt wird,
und das Elementsymbol durch die auf = eingeschrinkte Elementrelation €”:= € N (x X x)
interpretiert wird:

Definition 6.44 (Definierbarkeit in einer Menge) FEine Teilmengey C x einer nicht-
leeren Menge x € V' heifit definierbar in x, wenn es eine Formel ¢ € V| eine Variable v
und und eine Belegung b : freeVar(¢) \ {v} — & mit Werten in x gibt, so dass

y={zex: (z,€)Fo[{(v,2)} U]}
gilt. Auferdem nennen wir die leere Menge () definierbar in (0. Es bezeichne
Def(z) :={y C x: y ist definierbar in z}.
die Menge aller in x definierbaren Teilmengen von x.

Einer Idee von Kurt Godel folgend, iterieren wir diese Konstruktion nun transfinit in
Analogie zur Konstruktion der Hierarchie (V,,)acon:

Definition 6.45 (Gddels konstruktibles Universum L) Wir definieren rekursiv bzgl.
der <-Relation fiir « € On eine Mengenhierarchie (Lq)acon:

0, falls o = 0,
L, = Def(Lg), falls a« = N(S) eine Nachfolgerordinalzahl ist, (79)
U Lp, falls a eine Limesordinalzahl ist.
B:f<a

Weiter setzen wir

L= U L.

a€On
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Ohne die Details oder gar die Beweise in dieser Vorlesung auszufiithren, sei von den ge-
nialen Ideen von Kurt Godel zum konstruktiblen Universum berichtet:

Man kann fiir jedes ZF-Axiom ¢ die Relativierung ¢ in ZF zeigen.3” Weiter kann man die
Relativierung (V = L)¥ der Formel V = L in ZF zeigen: Konstruktibilitit im konstrukti-
blen Universum L ist das Gleiche wie Konstruktibilitdt im ganzen Universum V. Es folgt,
dass ZF+“V = L” konsistent ist, wenn ZF konsistent ist. Die Aussage “V = L”, also
“Jede Menge ist konstruktibel’, ist sozusagen ein hoheres Axiom der Mengenlehre, das
aber konsistent mit ZF ist, wenn ZF selbst konsistent ist.

Weiterhin kann man, gegeben o € On und eine Wohlordnung <, von L, eine Wohlord-
nung auf Ly,) explizit angeben, indem man die Codes von Formeln und die Belegungen
ihrer freien Variablen mit Werten in L, unter Verwendung von <1, wohlordnet. Damit
gewinnt man eine Wohlordnung <iy() von Ly(,) und damit rekursiv letzlich eine Wohl-
ordnung < von L. Weil der Wohlordnungssatz das Auswahlaxiom AC impliziert, folgt
hieraus auch die Konsistenz des Auswahlaxioms mit ZF, wenn ZF selbst konsistent ist.
Auch stimmt das im konstruktiblen Universum gebildete Standardmodell der Peanoarith-
metik (w, 0¥, N¥, +¥ )L mit dem Standardmodell der Peanoarithmetik (w, 0¥, N¥, +* )
iiberein. Hieraus folgt, dass jede Formel in der Sprache der Arithmetik, die in ZFC her-
leitbar ist, auch in ZF herleitbar ist. Syntaktisch gelesen bedeutet das: Hat man eine
Herleitung einer arithmetischen Aussage iiber natiirliche Zahlen in ZFC, unter Verwen-
dung des Auswahlaxioms, gefunden, so findet man konstruktiv-algorithmisch auch eine
Herleitung der gleichen Aussage in ZF, also ohne Verwendung des Auswahlaxioms. Grob
gesagt: Mit dem Auswahlaxiom kann man keine arithmetischen Aussagen iiber natiirliche
Zahlen beweisen, die man nicht ohne Auswahlaxiom ebenso beweisen kann.

Schliefflich ist auch die Kontinuumshypothese CH in ZF+4“V = L” herleitbar, genau-
er gesagt sogar ihre Verallgemeinerung, die verallgemeinerte Kontinuumshypothese, kurz
GCH?8:

Va € On: [BR,)| = Vy(a), (GCH)
also ZF+“V = L” + GCH.

Ausblick: Forcing. Paul Cohen hat 1963 eine geniale Methode entdeckt, eine “neue”,
“generische” Menge G zu einem Mengenuniversum V' hinzuzunehmen und so ein erwei-
tertes Universum V[G] zu gewinnen. Eigenschaften dieser generischen Menge G kénnen
aber schon innerhalb des alten Universums V' genau beschrieben, “erzwungen” werden;
es entstehen keine neuen Inkonsistenzen. Mit dieser Methode konnte Cohen zum Beispiel
die Konsistenz von ZF + —AC (genauer gesagt von ZF+“FEs gibt keine Auswahlfunktion
auf B(P(w)) \ {0}”) und von ZFC 4+ ~CH unter der Voraussetzung der Konsistenz von
ZF zeigen. Heute ist die Forcing-Methode ein starkes Werkzeug der hoheren Mengenlehre,
z.B. der infinitdren Kombinatorik, um die relative Konsistenz von Erweiterungen von ZF
zu zeigen. Eine systematische Einfiihrung der Forcing-Methode iibersteigt den Rahmen
dieser Logikvorlesung weit.

3"Der Quantor iiber alle Axiome ist hier natiirlich metasprachlich, weil wir keine Definition der
Giiltigkeit in ZF innerhalb von ZF haben.
38Das steht fiir “generalized continuum hypothesis”.
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7 Unvollstandigkeit und Unentscheidbarkeit

Wir arbeiten nun wieder in der normalen mathematischen Umgangssprache.

7.1 Rekursive Funktionen auf natiirlichen Zahlen.

Nach unserem Ausflug ins Transfinite kehren wir zu einem bodenstdndigeren Thema
zuriick: Rekursiven Funktionen auf natiirliche Zahlen.

Der Begriff der “rekursiven Funktionen” soll den algorithmischen Berechenbarkeitsbegriff
auf natiirlichen Zahlen formal fassen. Dazu zeichnen wir Operationen aus, die “offensicht-
lich” im informalen Sinne algorithmisch berechenbare Funktionen liefern. Definieren wir
also rekursive Funktionen zunéchst rekursiv:

Rekursive Definition 7.1 (Rekursive Funktionen) Fine n-stellige Funktion f : N} —
Ny, n € N, heifit rekursiv, wenn sie nach einer der folgenden Regeln gebildet ist:

1. Addition: Die Additionsabbildung + : N3 — Ny ist rekursiv.
2. Multiplikation: Die Multiplikationsabbildung - : N2 — Ny ist rekursiv.

3. Indikator der >-Relation: Die Indikatorfunktion der >-Relation 1> : N2 — Ny,
also 1s(a,b) =1 falls a > b und 1s(a,b) =0 falls a < b, ist rekursiv.

4. Projektionen: Jede kanonische Projektion m,; : N — No, m,(z1,...,2,) = ;
mit i,n € N, 1 < n, ist rekursiv.

5. Komposition: Es sei m € N. Ist g : Nj' — Ny eine rekursive Funktion und sind
alle Komponenten h; = mp,;0h, 1 =1,...,m, einer Funktion h : Nj — N rekursiv,
so ist auch die Komposition g o h : Ny — Ny rekursiv.

6. kleinste Nullstelle: Ist g : N{™' — Ny rekursiv (n € N) und gilt
Ve € Nydy € Ny : g(x,y) =0, (80)
so ist auch f: Ny — Ny, f(z) = min{y € Ng: g(z,y) = 0} rekursiv.

Fine Relation R C Ny heifit rekursiv, wenn thre Indikatorfunktion 1r : Ny — Ng rekursiv
ist, wobei 1g(x) =1 fir x € R und 1g(z) =0 fir x € Ny \ R.

Die Bedingung (80) bei der Regel “kleinste Nullstelle” stellt sicher, dass auch die mit
dieser Regel gebildeten rekursiven Funktionen total definiert sind.
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Beispiele rekursiver Funktionen und Relationen.

1.

Konstante Funktionen. Jede konstante Funktion ¢, : Nj — Ny mit einem Wert
m € Ny ist rekursiv. Durch vollstédndige Induktion iiber m sieht man das so:
Induktionsanfang, m = 0: Es ist ¢o(x) = min{y € Ny : mpy1041(z,y) = 0}, da
Tot1n+1(T,Y) = Y.

Induktionsvoraussetzung: Gegeben sei m € Ny, und ¢, : Nj — Ny sei rekursiv.
Induktionsschluss: Mit ¢;,11(x) = m+1 = min{y € Ny : 1s(cn(x),y) = 0} sehen
wir, dass ¢,,.1 ebenfalls rekursiv ist.

Boolesche Kombinationen. Ist R C Nj eine rekursive Relation, so ist auch ihr
Komplement R = Nj \ R eine rekursive Relation, da lgc(z) = 15(0,1g(x)) =
1> (co(x), 1g(x)) fiir x € Ng.

Sind R, S C Nj rekursive Relationen, so ist auch RN S eine rekursive Relation, da
lrns = 1g - 15 rekursiv ist.

Also sind auch alle booleschen Kombination rekursiver Relationen Ry, ..., R, C Nj
wieder rekursiv, z.B. Ry U Ry = (R N RS)¢, Ry \ Ry = Ry N RS, RiARy = (R \
RQ) @) (RQ \ Rl) etc.

. Vergleichsoperationen. Insbesondere ist < = >¢ C N2 und damit auch > C NZ

(wegen 1s(z,y) = 1 (mea(x,y),m1(x,y))) rekursiv. Ebenso sind < = >¢ (=) =
(€N >)C N2 und (#) = (=)° rekursiv.

modifizierte Differenz. Die abgeschnittene Differenzabbildung — : N2 — N,
a—b = max{a — b, 0} ist rekursiv, denn

a—b=min{y € Ng:b+y>a} =min{y € Ny : 1.(b+y,a) = 0}.

Fallunterscheidung. Sind n,m € N und Fi,..., F,, : Ny — Ny rekursive Funktio-
nen und Ry, ..., R, C Nj eine Partition von Nj in rekursive Relationen, so ist die
durch Fallunterscheidung gebildete Funktion

F:Ny =Ny, F(z)=F;(z)firzeR;mitje{l,...,m}

rekursiv, denn
F=Fklg +...+ F,1g,.

Polynome und Tupelcodierungen. Jede Polynomabbildung Nj — N ist re-
kursiv, denn sie ist aus Projektionen, Addition und Multiplikation mittels Projek-
tionen zusammengesetzt. Insbesondere sind die Paarcodierung (-,-), : N3 — N,
(m,n), = (m +n)*+n+ 1, aber allgemeiner auch alle Tupelcodierungen fester
Lange (-), : Ni — Ny aus Definition 2.10 rekursiv.

kleinste Losung in beschrianktem Suchraum, beschrinkte Quantoren. Ist
R C Np** eine rekursive Relation, so ist auch f : Ng*t' — Ny mit f(z,a) = min{y €
No: (z,y) € RVy = a} fir x € Nj, a € Ny rekursiv. Man beachte hierzu, dass
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{(z,a,y) € Ng x Ny x Ny : (z,y) € RV y = a} eine rekursive Relation ist. Ebenso
1st
Q ={(r,a) e Ny xNy:JyeNy:(z,y) € RNy <a}
eine rekursive Relation, weil (z,a) € Q < f(z,a) # a. Damit ist auch
P:={(x,a) e Ny x Ng:Vy € Np,y < a:(zr,y) € R}
={(z,a) e Nf x Ng:Jy € Ny: (z,y) € RNy < a}’ (81)

eine rekursive Relation.

8. Teilerrelation. Die Teilerrelation | C N2, definiert durch a|b < 3k € Ny : ak = b,
ist rekursiv, denn alb < Ik € Ng:a-k=bANk <b+ 1.

Ubung 7.2 Zeigen Sie: Eine Funktion f Ny — Ny st genau dann rekursiv, wenn sie
als ihr Graph f = {(z, f(z)) : = € NI} C NI aufgefasst eine rekursive Relation ist.

Wir haben allerdings im Moment noch keine Darstellung als rekursive Funktion der zwei-
stelligen Selektorfunktion (i, (my, ..., m,)) — m; von Tupelcodierungen (my,...,m,) aus
Definition 2.12 mit variabler Léinge n € Ny und variablem 1 < ¢ < n. Diese brauchten wir
jedoch, um mit rekursiven Funktionen auch Rekursionen im Stil des Rekursionssatzes der
Mengenlehre mit Anfangsstiicken, die eine Rekursionsgleichung erfiillen, zu realisieren.
Kurt Godel hat eine Losung dieses Problems gefunden, die auf einer Codierung von Tupeln
mit Hilfe von endlichen arithmetischen Folgen paarweise teilerfremder Zahlen beruht.
Zeigen wir erst die Existenz solcher Folgen:

Aus der elementaren Zahlentheorie verwenden wir die folgende Charakterisierung der
Teilerfremdheit zweier ganzer Zahlen a,b € Z:

a,b teilerfremd < dr,y € Z: ar+by =1 (82)
Insbesondere gilt fiir a, b, ¢ € Z:
a, b teilerfremd A a, c teilerfremd = a, be teilerfremd |, (83)
denn aus ax + by = 1 und au + cv = 1 mit z,y, u,v € Z folgt
a(azu + byu + cxv) + be - yv = (ax + by)(au + cv) = 1. (84)
Weiter gilt fiir a,b,c € Z
a, b teilerfremd = a, b+ ac teilerfremd , (85)
denn aus ax + by = 1 mit x,y € Z folgt a(z — cy) + (b + ac)y = 1.

Lemma 7.3 (endliche arithmetische Folgen teilerfremder Zahlen) Fir alle n €
Ny ewistiert ein z € N, so dass fir alle 1 € Ng mit ©« < n die Zahlen 1 + zi paarweise
teilerfremd sind.

106



Beweis: Gegeben n € Ny, nehmen wir irgendeine natiirliche Zahl z, die durch alle m € N
mit m < n teilbar ist, zum Beispiel die Fakultit z = n!. Nun seien 7,7 € Ngmit i < j <n
gegeben. Dann ist 0 < j — i < n, also j — i ein Teiler von z = n!, sagen wir (j — i)k = 2.
Es folgt die Implikationskette

1, z teilerfremd (86)
=1+ zi, z teilerfremd (87)
=1+ zi, 2? teilerfremd (88)
=1+ zi,2(j — 1) teilerfremd  (wegen (j — i)k = 2) (89)
=1+ zi,1 + zj teilerfremd  (wegen 1+ zj = (1 + zi) + 2(j — 7). (90)

0

Der folgende Satz liefert uns nun die Godelsche Variante der Codierung von Tupeln
natiirlicher Zahlen variabler Lange:

Satz 7.4 (Godelsche Selektorfunktion) FEs gibt eine zweistellige rekursive Funktion
S : N2 — Ny mit den folgenden Eigenschaften:

1. Fir alle n € Ny und alle a = (ag, ...,a,-1) € Ny existiert ein b € Ny, so dass fir
alle i € Ng mit i <n gilt: S(b,i) = a;.

2. Fir alle b,i € Ny ist S(b,i) < b—1.
Beweis: Wir definieren fiir b,7 € Ny:

S(b,i) =min{s € Ng:s=b-1VIy<byeNy:Iz<bzeN;:
b= (y,2)s N1+ (i,8), )|y} (91)

Nach Definition ist S rekursiv; man beachte hierzu, dass alle Quantoren in der Definition
auf den Bereich unterhalb b beschrinkt werden. Zudem gilt S(b,7) < b—1.

Gegeben n € Ny und ay,...,a,_1 € Ny, nehmen wir A € Ny grofler als alle ag, ..., a,_1
und dann z € N mit dem Lemma 7.3 so, dass die Zahlen 1 + zz fiir alle x € Ny mit
x < (n, A), paarweise teilerfremd sind. Schliefllich setzen wir

|
—_

n

yo= |11+ a),2), (92)

[e=]

bi= (y,2); . (93)

Insbesondere folgt vy < b, z < b und a; < b—1 fiir alle 5 = 0,...,n — 1. Weiter ist y
nach Definition durch alle 1+ (i, a;), z teilbar. Dagegen ist y nicht durch irgendein 1+ 22
mit = (i,a}), teilbar, wobei i € {0,...,n — 1} und a} < a;, denn alle solchen 1 + xz
sind wegen x = (i, a}), < (n, A), teilerfremd von allen Faktoren 1+ (7, a;), z und erfiillen
1+ zz > 1. Nach Definition von S(b, ) folgt S(b,i) = a; fir allei =0,...,n — 1.
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O

Dies erlaubt uns nun, eine Tupelkodierung in Analogie zu Definition 2.12 zu definieren,
die allerdings nicht auf einer Iteration der Paarcodierung (:,-), beruht, sondern auf der
Selektorfunktion S.

Definition 7.5 (Tupelcodierung) Wir definieren zwei rekursive Funktionen length :
No — Ny und (+). : N2 — Ny durch

length(b) := S(b,0), (94)
(b); == S(b,i+1). (95)
Fiir fiziertes n € Ny definieren wir die rekursive Funktion [-,...,:] : N§ — No zur Tupel-

codierung durch
[ai,...,a,] :=min{b € Ny : length(b) =n und (b); = a; fir allei=1,...,n}.  (96)

Der Satz 7.4 garantiert uns, dass diese Tupelcodierung tatsdchlich total definiert ist. Es
sei

Tupelcodes := {[a1,...,a,] : n € Ny, (ay,...,a,) € Nj}. (97)
Mit
Tupelcodes = (98)
{b e Ny: Vo € Ng,z <b: length(b) # length(x) v 3i € Ny, i < length(b) : (b); # (z);}

sehen wir, dass Tupelcodes C Nj eine rekursive Menge ist.
Tupelcodes kénnen zum Beispiel zur Codierung von n-stelligen Funktionen in 1-stellige
Funktionen verwendet werden:

Definition 7.6 (Kontraktion von n-stelligen Funktionen zu 1-stelligen Funktio-
nen) Fir eine n-stellige Funktion f : Nj — Ny, n € N, definieren wir ihre Kontraktion
[f] : Ng = Ny durch

(@) == f((@)o, - s (#)n-1):

Fiir eine n-stellige Relation R C N, n € N, nennen wir
[R] :={x € Ny : [1g](z) =1}
thre Kontraktion.

Insbesondere gilt 1z = [1g]. Gegeben die Stelligkeit n, konnen wir f : N — Ny aus ihrer
Kontraktion [f] mittels

flz, ..o xn) = [fl([z1, .- 20))

rekonstruieren.

39Fiir n = 0 ist das als [] := min{b € Ny : length(b) = 0} zu lesen.
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Lemma 7.7 (Rekursivitéit der Kontraktion) Eine n-stellige Funktion f : N — N,
n € N, ist genau dann rekursiv, wenn ihre Kontraktion [f] rekursiv ist.

Beweis: “=": Es sei f rekursiv. Dann ist auch [f] als Komposition von f mit den rekur-
siven Funktionen (-);, i =0,...,n — 1, rekursiv.

“<": Es sei [f] rekursiv. Weil die Tupelcodierung [-,...,-] : Ny — Ny rekursiv ist, ist
dann auch die Komposition

f=1flel,...,] Ny — Ny
rekursiv.
O
Im Rekursionssatz der Mengenlehre haben wir in Rekursionsvorschriften der Gestalt
F(z) = R(z, F N (less(z, <) x A)). (99)

(siehe Gleichung (50)) ein Anfangsstiick F'N(less(x, <1) x A) der Losung der Rekursionsglei-
chung verwendet. Um nun Analoges fiir rekursive Funktionen mit < = < durchzufiihren,
verwenden wir Tupelcodierungen zur Codierung von Anfangsstiicken:

Definition 7.8 (Anfangsstiicke) Fir f : Ng — Ny definieren wir die zugehirige An-
fangsstiickfunktion

JiNo = No,  f(m):=[f(0),....,f(m—1)]. (100)
Anders gesagt:
f(m) =min{b € Ny : length(b) = m AVi € Ng,i <m: f(i) = (b);:}. (101)

Allgemeiner definieren wir fiir f : Ngtt — Ny, n € Ny, die zugehorige Anfangsstiickfunktion
f im ersten Argument durch

NI 5 Ny, f(m,z) = [f(0,2),..., f(m —1,2)] firm € Ng,z € NJ. (102)

Anders gesagt: f(m,x) = f(-,x)(m), d.h. alle Argumente ab dem zweiten werden nur als
Parameter mitgenommen.

Weil f total definiert ist, zeigt die Darstellung (101), dass f rekursiv ist, wenn f rekursiv
ist. Umgekehrt ist f rekursiv, falls f rekursiv ist, denn fiir alle n € Ny gilt

fn)=(f(n+1))n. (103)
Analoges gilt fiir die Anfangsstiickfunktion mit Parametern.

Definition 7.9 (Einschrinkungsfunktion) Wir definieren die Einschrinkungsfunktion
||+ N2 — Ny durch

al; == min{b € Ny : length(b) =i AVj e Np,j <i: (b); = (a);}. (104)
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Insbesondere ist diese Funktion rekursiv, und es gilt
[xly"'7'rn”i:[‘T17"‘in] (105)
fiir alle n,i € Ny mit ¢ <n und z4,...,z, € Ny.

Satz 7.10 (Rekursiv definierte Funktionen sind rekursiv.) Es sei r : Ng*? — N
rekursiv. Dann ist auch die rekursiv definierte Funktion

foNgt = Ny, f(z,y) =7(z, f(x,y),y) firz € No,y € N§ (106)
rekursiv.

Die Argumente y sind hier einfach nur Parameter.

Beweis des Satzes: Die Anfangsstiickfunktion f : NJ™' — Nj der Losung f : Ni™ — N
der Rekursionsgleichung wird durch

fiir x € Ny und Parameter y € N} gegeben; sie ist also rekursiv. Also ist auch f rekursiv.

O

Beispiel 7.11 Ist f : Ny — Ny rekursiv, so ist auch die Summenfunktion g : Ny — Ng,
g(n) =>"1_, f(n) rekursiv. Es ist nimlich

g(n) = f(n) + 101 (9(n)) 1 (108)

Churchsche These. Die Intention bei der Definition rekursiver Funktionen war es,
den informalen Begriff der (algorithmisch) berechenbaren Funktionen totalen Funktionen
formal zu fassen. Wurde dieses Ziel erreicht? Dies ist zunéchst keine Frage innerhalb
unserer Theorie, weil der Begriff der algorithmisch berechenbaren Funktionen nicht klar
mathematisch definiert ist.

Trotzdem ist es “intuitiv einleuchtend”, dass jede rekursive Funktion algorithmisch bere-
chenbar ist. Beispiel “kleinste Nullstelle von f”: Man berechne der Reihe nach

f(0), £(1), £(2),...

so lange, bis man eine Nullstelle findet; dann ist die Berechnung zu Ende. Formaler kann
man das fassen, indem man fiir rekursive Funktionen Algorithmen einer Programmier-
sprache angibt.

Die umgekehrte Frage ist schwieriger: Ist jede algorithmisch berechenbare Funktion auch
rekursiv? Auch hierfiir gibt es mehrere Indizien, die allerdings alle ihre Schwachstellen
haben:
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e Es ist {iber viele Jahre kein Kandidat fiir eine algorithmisch berechenbare totale
Funktion f: Ny — Ny gefunden worden, die nicht rekursiv ist.
Kritik: Vielleicht findet morgen jemand ein Beispiel einer Funktion, die “offensicht-
lich” berechenbar, aber nicht rekursiv ist.

e Formalisierungen der Berechenbarkeit (z.B. mit Maschinenmodellen wie Turingma-
schinen, Registermaschinen, Formalisierungen der Semantik von Programmierspra-
chen iiber Computern mit potentiell unendlich groBem Speicherplatz,. ..) fiihren auf
Definitionen der Berechenbarkeit, die dquivalent zum Begriff rekursiver Funktionen
sind. Das gilt auch fiir Berechenbarkeit iiber anderen Datentypen wie z.B. Zeichen-
ketten, markierten Bdumen, etc., wenn man Godelzahlen zur Codierung verwendet.
Kritik: Vielleicht {ibersehen alle diese Modellierungen der Berechenbarkeit denselben
Punkt. 4

Die “Churchsche These” besagt nun:

These 7.12 (Churchsche These) FEine totale Funktion f : Nj — Ny, n € N, ist genau
dann (algorithmisch) berechenbar, wenn sie rekursiv ist.

Diese These ist strenggenommen natiirlich keine mathematische Aussage, sondern eine
These zur Interpretation von Aussagen iiber rekursive Funktionen. Insofern besteht keine
Chance, sie jemals zu beweisen. Formulieren wir eine Variante der Churchschen These fiir
Relationen.

These 7.13 (Churchsche These — Version fiir Relationen) Fine Relation R C N,
n € N, ist genau dann (algorithmisch) entscheidbar, wenn sie rekursiv ist.

Wir nehmen ab jetzt die Churchsche These zur Interpretation von Siatzen an. Zum Beweis
von Sétzen darf sie natiirlich nicht verwendet werden. Ab jetzt sind also “rekursiv’ und
“berechenbar” fiir Funktionen fiir uns Synonyme. Ebenso sind “rekursiv”’ und “entscheid-
bar” fiir Relationen fiir uns Synonyme.

Rekursiv aufzihlbare Relationen. Eine abgeschwichte Version der Entscheidbarkeit
einer Relation R C Nj erhalten wir, wenn wir zwar ein algorithmisches Verfahren haben,
fiir jedes x € R die Tatsache x € R nachzuweisen, aber es sein kann, dass das Verfahren
im Fall z € Ny \ R niemals abbricht, also keinen Nachweis von = ¢ R liefert.

Definieren wir das formal:

40Kandidaten fiir ganz andere Formalisierungen der Berechenbarkeit sind Formalisierungen von Quan-
tencomputern, die auf einer geschickten Verwendung der “quantenmechanischen Verschrinkung” beru-
hen, und Formalisierungen von probabilistischen Algorithmen, bei denen zusétzlich ein zufélliger Input
verwendet wird und die Berechnung nur mit hoher Wahrscheinlichkeit zum gewiinschten Ergebnis kommt.
Obwohl diese Varianten des Berechenbarkeitsbegriffs eine ganz andere Komplezitit (Rechenzeit, Speicher-
platzbedarf) der Berechnungen implizieren, bleibt der Berechenbarkeitsbegriff selbst unveréndert.
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Definition 7.14 (rekursiv aufzihlbar) Eine Relation R C Ny, n € N, heift rekursiv
aufzahlbar, wenn es eine rekursive Relation () C Ng“ qibt, so dass gilt:

R={reNj: JyeNy: (y,2) € Q} (109)

Anschaulich: Um z € R nachzuweisen, entscheidet man der Reihe nach, ob gilt: (0, z) € Q7
(1,z) € Q7 (2,2) € Q7 ... Sobald man ein (y, z) € @ gefunden hat, stoppt die Berechnung
mit dem Ergebnis x € R. Findet man niemals so ein y, stoppt die Berechnung nie.

Satz 7.15 Eine Relation R C Njj, n € N, st genau dann rekursiv, wenn R und R° =
N\ R rekursiv aufzihlbar sind.

Beweis: “=" Ist R rekursiv, so ist auch @ := {(y,z) € Ng x N} : € R} rekursiv, und
esgilt R={x e Nj: JyeNy: (y,z) € Q}. Weiter ist auch R° rekursiv, folglich auch
Q ={(y,x) e Ngx Ny :x € R} und es gilt R = {zx € N} : Jy € Ny: (y,z) € Q'}.
Also sind R und R¢ rekursiv aufzéhlbar.

“<” Sind R und R° rekursiv aufzahlbar, sagen wir R = {x e Ny : Jy € Ny : (y,z) € Q}
und R° = {r € N? : Jy € Ny : (y,7) € Q'} mit rekursiven Relationen @, Q" C Nyt so
ist auch @ U @’ rekursiv, und es gilt

Ve e Ngdy € Ny : (y,2) e QUQ'. (110)
Also ist
[Ny No,  fla)=minfy € No: (y,2) € QUQ') (111)
eine rekursive Funktion, und damit
R={zeNy: (f(x),2) € Q} (112)
eine rekursive Relation.
O

Lemma 7.16 1. Jede rekursive Relation R ist rekursiv aufzihlbar.

2. Sind R, S CNj, n € N, rekursiv aufzihlbar, so auch RUS und RN S.

Beweis:

1. Es sei R C Nj rekursiv. Dann ist auch
Nox R={(y,z) e Ng xN{ : z € R}
rekursiv, also ist
R={reNj: FJyeNy: (y,x) € Ny x R}

rekursiv aufzahlbar.
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2. Gegeben R, S wie in der Voraussetzung, nehmen wir R, S" € Nj*! rekursiv mit

R={zeNj: yeNy: (y,x) € R}, (113)
S={xeNj: yeNy: (y,x) € S'}. (114)
folgt die Behauptung aus den Darstellungen
RUS={xeNy: JyeNy: (y,z) € RUS'}, (115)
RNS={xeNy: FJyeNy: ((y)o,z) € R N ((y)1,7) € S'}. (116)
O

Eng verwandt mit der rekursiven Aufzadhlbarkeit ist der Begriff der partiell rekursiven
Funktionen:

Definition 7.17 (partiell rekursive Funktionen) Fine partiell definierte Funktion f :
Np --» Ny heifit partiell rekursiv, wenn sie als ihr Graph f = {(z, f(z)) : v € N3} € Ni™!
aufgefasst rekursiv aufzdihlbar ist.

Ubung 7.18 Zeigen Sie, dass jede total definierte partiell rekursive Funktion f Ny —
Ny rekursiv ist.

7.2 Darstellbarkeit rekursiver Funktionen

Wir beschéftigen uns nun der Darstellung rekursiver Relationen und Funktionen mit For-
meln der Peanoarithmetik PA:*!

Definition 7.19 FEine Formel ¢ in der Sprache der Arithmetik mit freien Variablen unter
x = (x1,...,2,) heifit eine Darstellung einer Relation R C Ny, wenn fir alle m =
(mq,...,my) € Ny gilt:

m € R = PAF ¢[z/N™0], (117)
m & R = PAF —¢lx/N™0. (118)
Hierbei steht x/ N™0 als Abkiirzung fir x1/N™O0, ..., x,/N™0.
Fine Formel ¢ in der Sprache der Arithmetik mit freien Variablen unter x = (z1,...,x,)
und y heifft eine Darstellung einer Funktion f : Ni — Ny mit Inputvariablen x und
Outputvariable y, wenn fir alle m = (my,...,m,) € N§ gilt:
PAFVYy: ¢[z/N™0] < y = N, (119)

Fine Relation R C Nj oder Funktion f : Nj — Ny heifit darstellbar, wenn sie eine
Darstellung besitzt.

41Die Ergebnisse dieses Abschnitts liefern die Motivation nach, als Grundsymbole der Sprache der
Arithmetik nicht nur die Funktionssymbole 0 und N, sondern auch die komplexeren Funktionssymbole
+ und - aufzunehmen: Ohne diese hitten wir keine Chance gehabt, alle rekursiven Funktionen in der so
reduzierten Sprache der Arithmetik darzustellen oder auch Rekursion in dieser reduzierten Sprache der
Arithmetik darzustellen.
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Ubung 7.20 Zeigen Sie in PA:
VnVm:n<m&n<mVn=m.
Ubung 7.21 Zeigen Sie fir alle n € Ny:
PAFVE: k< N0« k=NOV...Vk=N"0
Ubung 7.22 Zeigen Sie in PA:
VaVyr <yVe=yVy<zx

und
VaVy o <y < -y < x.

Ubung 7.23 Zeigen Sie, dass eine Relation R C NG genau dann darstellbar ist, wenn
thre Indikatorfunktion 1 : N§ — Ny darstellbar ist.

Satz 7.24 (Darstellbarkeit rekursiver Funktionen und Relationen) Jede rekursi-
ve Funktion f : Nj — Ny und jede rekursive Relation R C Ny ist darstellbar.

Beweis: Wir beweisen die Behauptung fiir rekursive Funktionen induktiv geméfl der
Definition rekursiver Funktionen:

e Addition: Die Additionsabbildung + : N§ — N ist darstellbar: Dazu miissen wir fiir
alle n, m € Ny zeigen:

PAFVy: N0+ N"0 =y <>y = N""0. (120)
oder (unter Verwendung der Gleichheitsaxiome) dquivalent dazu:
PAF N™0 + N"0 = N™"0. (121)

Wir zeigen dies induktiv iiber n mit gegebenem m € Nj.

Induktionsanfang, n = 0: Wir argumentieren in PA. Es gilt: N™0 + N°0 = N™0 =
N™F0Q,

Induktionsvoraussetzung: Fiir ein gegebenes n € Ny gelte (121).

Induktionsschluss:

Wir argumentieren in PA. Es gilt

N™0 + N™™0 = N(N™0 + N"0) (mit dem 2. PA-Axiom fiir die Addition)
— N(N™"0) (mit der LV.)
_ ]\/'m—i-(n-&-l)o7

wie zu zeigen war.
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o Multiplikation: Die Multiplikationsabbildung - : N2 — Nj ist darstellbar. Das folgt
ganz analog wie eben so: Wir miissen fiir alle n,m € Ny zeigen:

PAEFVYy: N"0-N"0=y<+>y=N""0. (122)
oder dquivalent:
PAFN™0-N"0 = N"™0. (123)

Wir zeigen dies induktiv iiber n mit gegebenem m € Nj.

Induktionsanfang, n = 0: Wir argumentieren in PA. Es gilt: N™0 - N°0 = 0 = N°0
mit dem ersten PA-Axiom fiir die Multiplikation.

Induktionsvoraussetzung: Fiir ein gegebenes n € Ny gelte (123).

Induktionsschluss:

Wir argumentieren in PA. Es gilt

N™0 - N"'0 = N™0- N"0 + N™0 (mit dem 2. PA-Axiom fiir die Multiplikation)
= N0+ N™0 (mit der I.V.)
= N™Emg = N0 (mit (121)),

wie zu zeigen war.

e Die Relation > C Ng und damit die Indikatorfunktion 1> sind darstellbar, und zwar
durch die Formel 3k : x5 4+ k = x,. Hierzu ist fiir alle m,n € Ny zu zeigen:

imFallm>n: PAF3k:N"0+4+ k= N"0, (124)
im Fallm <n: PAF —-3k:N"0+ k= N™0. (125)

Gegeben m > n, argumentieren wir in PA so: Wir nehmen k£ = N™ "0 und erhalten
mit (121): N"0 + k = N"F(m=)0 = N0, wie zu zeigen war.

Um (125) zu zeigen, argumentieren wir in der Metasprache induktiv iiber n:
Induktionsanfang n = 0. Hier gibt es kein m < n in N.

Induktionsvoraussetzung: Fiir ein gegebenes n € Ny gelte (125) fiir alle m < n.
Induktionsschluss:

Gegeben m < n + 1, argumentieren wir in PA so: Angenommen, wir haben k& mit
N™"t10+k = N™0. Mit dem (in PA herleitbaren (!)) Kommutativgesetz der Addition
und dem 2. PA-Axiom fiir die Addition folgt N™0 = N0 + k = k + N*T10 =
N(k+N"0) = N(N™0+k). Im Fall m = 0 haben wir 0 = N(N"0+k) im Widerspruch
zum zweiten PA-Axiom. Im Fall m # 0 folgt aus N(N™10) = N(N"0+ k) mit dem
ersten PA-Axiom N™ !0 = N"0 + k, im Widerspruch zur folgenden Instanz der
Induktionsvoraussetzung: =3k : N™~ 10 = N"0 + k. Damit ist =3k : N"H10 + k =
N™0 gezeigt.

e Projektionen: Die Projektionen m,; : Nj — Ny, 1 < 7 < n, sind darstellbar, und
zwar mit der Formel ¢ = (y = z;) mit freien Variablen unter z = (z1,...,2,)
(Input) und y (Output), denn es gilt fir alle m = (mq,...,m,) € Ny:

PAF (Vy:y=ua; <> y= N"0)xz/N"0
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e Komposition: Es seien rekursive Funktionen ¢ : Ni' — No und hy, ..., L, : Nj = Ny
gegeben, h := (hy, ..., h,). Als Induktionsvoraussetzung nehmen wir an, dass diese
Funktionen darstellbar sind, sagen wir mit den Formeln ¢ mit freien Variablen unter
Y= (y1,---,Ym) (Input) und z (Output) und ¢;, j = 1,...,m, mit freien Variablen
unter x = (z1,...,2,) (Input) und y; (Output), wobei wir die freien Variablen wenn
nétig umbenannt haben, um nur die gewiinschten Ubereinstimmungen zu haben.
Wir zeigen, dass auch g o h darstellbar ist, und zwar mit der Formel

X:=3y1..-Fyn: OAUYI A AU,
d.h. zu zeigen ist fiir alle k = (kq,...,k,) € Ny:
PAFVz: x[z/N¥0] < z = N9 W),
Hierzu argumentieren wir in PA: Gegeben z, haben wir die folgende Aquivalenzkette:

X[z /N*0]
& ..y OAY[T/NPO]A LA Y[z/NF0]

S A, Y ONAY = Nt®Eo AL AYm = Nhm(k)(
(weil die ¢; die h; dargestellen)

& oly/N"Mo]

& z= NI"KQ (weil ¢ die Funktion g dargestellt).

e kleinste Nullstelle: Es sei g : Ni™' — Ny rekursiv, so dass fiir alle x € N die
Funktion g(z,-) eine Nullstelle besitzt. Weiter sei f(x) die kleinste solche Nullstel-
le. Als Induktionsvoraussetzung nehmen wir an, dass g durch eine Formel ¢ mit
freien Variablen unter z = (x1,...,%,),y (Inputvariablen) und z (Outputvariable)
dargestellt wird. Wir zeigen: Die Funktion f wird durch die Formel

Y= ¢[z/0) AVY = (dly/y',2/0] =y <) (126)

beziiglich  (Inputvariablen) und y (Outputvariable) dargestellt. Gegeben m =
(mq,...,my) € Nj, ist also zu zeigen:

PAF Yy : ¢[z/N™0] < y = N/™o. (127)

Wir argumentieren nun in PA. Weil ¢ die Funktion g darstellt, wissen wir nach der
Definition von f:

¢[x/N™0,y/N'™0, 2/0], (128)
—p[z/N™0,y/N*0, 2/0] fiir alle k € Ny mit k < f(m). (129)
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(k in der Metasprache quantifiziert) Nun gilt nach Ubung 7.21:

Vy: y < N/ ™o y=N0V... vy= N (130)
Wir schlieflen

Vy : y < N/OWO A ¢[z/N™0,2/0] = y = N/, (131)
Mit Vy, i 1y £y <y <y (siche Ubungsaufgabe 7.22) schlieBen wir:

Yy : ¢[z/N™0,2/0] =y = N/Wo v NIMo <y, (132)
also

Yy : ¢[z/N™0,2/0] = N/ <y, (133)

Nun sei umgekehrt y mit Vy' : ¢[z/N™0,y/y',2/0] = y < ' gegeben. Setzen wir
hier N/ fiir 9/ ein, folgt y < N0 wegen (128). Gilt zusitzlich ¢[z/N™0, z/0]
fiir dieses y, folgt y = N7(™0 wegen (131).

Zusammenfassend erhalten wir fiir jedes y die folgenden Aquivalenzkette:

¢z /N™0]
& ([z/N™0,2/00 AVY = ($[z/N™0,y/y,2/0] =y <))
&S oy = Nf(m)O7

wie zu zeigen war.

Damit ist in allen Féllen gezeigt, dass rekursive Funktionen in PA darstellbar sind. Die
analoge Aussage fiir Relationen folgt mit Ubungsaufgabe 7.23.

O

7.3 Codierung der Priadikatenlogik 1. Stufe

Erinnern Sie sich an die Codierung pradikatenlogischer Objekte mit Godelzahlen aus
Abschnitt 2.3. Wir nehmen das Alphabet einer abzdhlbaren Sprache S 1. Stufe, codiert
durch Godelzahlen [—1], [V], [L], [|] (Z&hlsymbol fiir Variablen), [z ] (erste Variable), ei-
ne Menge P C Ny von Godelzahlen fiir Pradikatensymbole, wobei [—], [V], [|], [z] ¢ P,
aber [L] € P, und disjunkt davon eine Menge F C Nj von Godelzahlen fiir Funktions-
symbole, sowie eine Stelligkeitsabbildung s : Ny — Ny mit s([L]) = 0, die natiirlich nur
fiir Argumente in F U P relevant ist. Wir nehmen an, dass P, F und s rekursiv sind.

Wir codieren Variablen, Terme und Formeln der Gestalt at . . . t,, durch Baume [at; ...t,] :=
[[a], [t1],. .., [tn]] und erhalten so Mengen variables, terms, formulas C Ny von Gédelzahlen
von Variablen, Termen und Formeln.

Wir definieren noch einige rekursive Relationen und Funktionen, die Operationen der
Mengenlehre imitieren:

117



e die codierte Elementrelation € C Ng fiir Tupelcodes:
zey = y € Tupelcodes AFi € Ny, i < length(y) : (y); =« (134)
Beachten Sie, dass z€y impliziert: z < y—1.
e die codierte Inklusionsrelation C C N3 fiir Tupelcodes, als Mengen aufgefasst:

rCy & z,y € Tupelcodes A\Vi € Ny, i < length(z) : (x);€y, (135)
e die codierte Mengendifferenz l : N2 — N fiir Tupelcodes, als Mengen aufgefasst:

z\y :=min{u € Ny :
Vi € Ny, i < length(u) : (u);€x A =(u);EY|A
Vj € Ny, j < length(z) : =(z);€y = (z);€u] (136)

Man beachte, dass das Minimum existiert, so dass dies in der Tat eine rekursive
Funktion definiert.

e den codierten Vereinigungsoperator u : Ny — Ny fiir Tupelcodes mit Eintragen, die
Tupelcodes sind:

U:z: = min{u € Ny :
[Vi € Ny, i < length(u) :
35 € Ny, j < length(z) : 3k € Ny, k < length((z);) : ((z);)r = (u);]
AIVj € Ny, j < length(z) : Vk € Ny, k < length((z);) : ((x);)xEul} (137)

Weil dieses Minimum existiert, ist | J in der Tat rekursiv mit Werten in den Tupel-
codes.

Man beachte die Ahnlichkeit dieser Definitionen mit den analogen Definitionen der Men-
genlehre! Damit haben wir sozusagen ein Fragment der Mengenlehre innerhalb der Arith-
metik codiert.

Satz 7.25 (Entscheidbarkeit fiir syntaktische Objekte)

1. Die Mengen

variables = {[v] : v ist eine Variable}, (138)
terms = {[t] : t ist ein Term} und (139)
formulas = {[¢] : ¢ ist eine Formel} (140)

sind rekursiv.
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2. FEs gibt eine rekursive Funktion freeVar : Ny — Tupelcodes, so dass fiir alle Terme

4.

oder Formeln ¢ und alle x € Ny die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(a) Fi € Ny, i < length(freeVar([¢])) : = = (freeVar([¢]))s,
(b) Es gibt eine Variable v € freeVar(¢) mit x = [v]

Dabei bezeichnet freeVar in (a) die genannte rekursive Funktion, aber in (b) die
freie-Variablen- Funktion von friher (Definitionen 2.3 und 2.4).

Analog gibt es eine rekursive Funktion allVar : Ny — Tupelcodes, die die ein Tupel
aller Variablen (nicht nur freie) in ihrem Argument codiert.

Es gibt eine rekursive Funktion substitution : N3 — Ny, so dass fiir alle Formeln ¢,
alle Variablen v und alle Terme t gilt:

substitution([¢], [v], [¢]) = [é[v/4]]. (141)

Die codierte Relation der gebundenen Umbenennung
~ = {([¢], [¢]) € formulas x formulas : ¢ ~ ¢} C N3 (142)

1st rekursiv.

Beweis: Der Beweis besteht darin, die metasprachlich rekursiven Definitionen der pré-
dikatenlogischen Ausdriicke als rekursive Definitionen im Sinne rekursiver Funktionen
umzudeuten. Man beachte, dass die folgenden Definitionen nur die fritheren Definitionen
in codierter Form wiedergeben:

1.

v € variables < v = [x|V[v € Tupelcodes A length(v) = 2A
(v)o = []] A (v); € variables] (143)

Wenn man “(v); € variables” als “(Lyariables(V))w), = 17 liest, hat das die Form
einer Rekursionsgleichung wie in Formel (106). Analoges gilt in den nachfolgenden
Formeln, ohne dass es explizit erwahnt wird.

t € terms < t € Tupelcodes Alength(t) = 1+ s((¢)o) A (t)o € FA
Vi € No, 1 < i < length(t) : (t); € terms, (144)
@ € formulas < ¢ € Tupelcodes A

length(p) =1+ s((¢)o) A (p)o € P AVi € Ny, 1 < i < length(p) : (¢); € terms]
V(length(yv) =3 A (¢)o = [—=] A ()1 € formulas A(p), € formulas]
V(length(yp) =3 A (¢)o = [V] A (p)1 € variables A(¢)y € formulas] (145)
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2. Fir z € Ny wird freeVar(z) rekursiv als rekursive Funktion mittels Fallunterschei-
dung so definiert:

e Falls x € Tupelcodes A(x)y € PUF sei freeVar(x) das kleinste u € Tupelcodes
mit den beiden folgenden Eigenschaften:

(a) Vi € Ng,i < length(u) : 35 € Ny, 1 < j < length(x) :
dk € Ny, k < length(freeVar((x);)) : (freeVar((x);))r = (u);,
(b) Vj € Ny, 1 <j < length(x) : freeVar((z);)Cu.
e Falls x € Tupelcodes A(x)y = [—] sei freeVar(z) := J[freeVar((x),), freeVar((x)s)].

e Falls x € Tupelcodes A(z)o = [V] sei freeVar(z) := freeVar((z)2)\[(2)1].
e Andernfalls sei freeVar(z) = [J.

Die Funktion allVar wird analog definiert, nur im Allquantorfall steht statt dessen:

Falls « € Tupelcodes A(z)g = [V] sei allVar(z) := (J[allVar((x)a), [()1]].

3. Wir definieren
substitution : N§ — Ny, substitution([¢], [v], [t]) := [¢[v/t]] (146)
fiir Formeln oder Terme ¢, Variablen v und Terme ¢, und

substitution(a, b, ¢) := [] fiir (a,b, c) ¢ (formulasU terms) x variables X terms.
(147)

WEeil in der metasprachlichen Definition des Substitutionsoperators im Allquantorfall
eine Umbenennung gebundener Variablen mit neuen Variablen auftritt, die vielleicht
die Formel unkontrolliert verlangert, und zudem ein iterierter rekursiver Aufruf des
Substitutionsoperators erfolgt, schreiben wir die Funktion substitution nicht direkt
rekursiv auf, sondern arbeiten wir mit einer Technik, die “Berechnungsprotokolle”
oder kurz “Zeugen” der Berechnung verwendet:*?

Weil substitution total definiert ist, geniigt es zu zeigen, dass sie partiell rekursiv
ist, also als ihr Graph aufgefasst rekursiv aufzéahlbar ist. Als “Zeugen” fiir Aussagen
“s = substitution(y, v, t)” verwenden wir Tupelcodes y, die endliche Anfangsstiicke
des Graphen der Funktion substitution codieren. Wir definieren dazu eine rekursive
Relation substitutionPiece C Ny so: Fiir y € Ny gelte y € substitutionPiece genau
dann, wenn Folgendes eintritt:

y € Tupelcodes und fiir alle ¢ € Ny mit ¢ < length(y) gilt
(y)i € Tupelcodes und length((y);) = 4, und fir s := (y)o, ¢ := (y)1, v := (y)2 und
t:= (y)s3 gilt s, € formulasUterms, v € variables, ¢ € terms sowie weiter:

e Fall “Primformel oder Term”: Falls (p)y € P UF gelte

42Djie Technik #hnelt etwas der Realisierung von Rekursionen in der Informatik mit Hilfe von “Stacks”.
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— length(yp) = length(s),

— Vj € Ny, 1 < j < length(s) : [(s);, (¢);, v, t]€y|:, d. h. anschaulich: fiir alle
Argumente (¢); von ¢ gibt es einen Zeugen in y mit Index kleiner als 1,
der (s); = substitution((¢),, v, t) bezeugt.

e Fall “Implikation”: Falls ¢ € formulas A(¢)y = [—| gelte s € formulas und

s = [[=1,(s)1, (s)2] und [(s)1, (@)1, v, t]€yl; und [(5)s, (¢)2, v, t]€yli d. h. an-
schaulich: fiir die Préamisse (¢); und die Konklusion () von ¢ gibt es je
einen Zeugen in y mit Index kleiner als ¢, der die entsprechende Substitution
(s); = substitution((y);, v, t) mit j = 1,2 bezeugt.

o Fall “Allformel”: Falls ¢ € formulas A(p)o = [V] existieren k,[ € Ny mit k < i
und [ < 7, so dass gilt:

ko] A (148)
Yo, v, t] A (149)
W) = (W), (©)2, (@)1, 2] (150)

mit der Abkiirzung

z 1= newvar <U[freeVar(t), freeVar(p), [v]]) wobei (151)

newvar(u) := min{v € Ny : v € variables A—v€u}. (152)

Anschaulich gesprochen bedeutet das: Ist p = [Vwi], v = [v] und t = [¢], so
nehmen wir die kleinste “neue” codierte Variable z = [z], und zwei Zeugen
(y)r und (y); in y|; fur die beiden Substitutionen auf der rechten Seite in

[olv/t]] = [Vzylw/z]|[v/t]. (153)
Dabei haben die obenstehenden Tupeleintrige die Bedeutung [w] = (¢)1,

[0] = ()2, [Y[w/2]] = ((y)h)o, [V[w/2][v/t]] = ((y)k)o-
e Andernfalls gelte s = [].

Man beachte, dass bei diesem “rekursiven Aufruf des Substitutionsoperators” mit
Formelcodes im ersten Argument, die keine Primformelcodes sind, die Anzahl der
Knoten im Baum mit Markierungen [—| oder [V] abnimmt. Deshalb bricht die
Berechnung der Substitution ab, d.h. es geniigt ein Tupelcode y aus endlich vielen
Wertetupeln der Funktion substitution fiir jede Berechnung.

Damit konnen wir den Graphen der Funktion substitution so schreiben:

s = substitution(p, v,t) <
Jy € substitutionPiece Ji € Ny, i < length(y) : [s, ¢, v, t] = (y);. (154)

Also ist die Funktion substitution partiell rekursiv und damit (da total definiert)
rekursiv.
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4. Die codierte Relation x ~ y der gebundenen Umbenennung wird rekursiv so defi-
niert:

e Falls z,y € formulas Alength(z) = length(y) A (z)o = (y)o gelte z ~ y genau
dann, wenn einer der folgenden drei Félle eintritt:

— ()0 € PUF AVi € No, 1 <i <length(z) : (x); ~ (y); oder
— (@)o == A (2)1 = ()1 A ()2 = (y)2 oder
— (2)o = [V] A (x) = substitution((y)2, (y)1, (z)1).

e Andernfalls gelte  ~ y nicht.

0

Auch Herleitungen haben wir frither in Definition 2.25 als spezielle Baume mit Markie-
rungen in A, I, U, —~,—71,V~, VT definiert. Wir nehmen nun Codenummern [A], [I],
(U], [—71, [—=1], [V7], [VT] fiir diese Markierungen und codieren auch die Herlei-
tungsbdume durch ihre Godelzahlen. Damit erhalten wir:

Satz 7.26 (Entscheidbarkeit von Herleitungen)

1. Die Menge herleitungen C Ny aller Géddelzahlen [ H| von Herleitungen H ist rekur-
S1.

2. Zudem qibt es eine rekursive Funktion assumptions : Ny — Tupelcodes, so dass fiir
alle Herleitungen H und alle ¢ € Ny gilt: gilt die folgenden Aussagen dquivalent
sind:

(a) Es gibt eine Formel ¢ mit [¢]| = ¢ und ¢ € assumptions(H) (im friher defi-
nierten Sinn,),
(b) p€assumptions([H ) (im neuen Sinn).
Beweis: Wir schreiben einfach die Definition der Herleitungen nochmal in codierter No-
tation auf. Dabei definieren wir zur besseren Lesbarkeit rekursiv die Menge herleitungen
und die Funktion assumptions simultan, obwohl die Definition von assumptions in der
Definition von herleitungen verwendet wird, aber nicht umgekehrt:

Es sei h € Ny. Ist h ¢ Tupelcodes, so ist h ¢ herleitungen. Andernfalls unterscheiden wir
folgende Fille:

1. Ist length(h) = 2, (h)p = [A] und (h); € formulas, so ist A € herleitungen und
assumptions(h) = [(h)].

2. Ist length(h) = 2, (h)p = [I] und (h); € formulas mit

(h)l = H_>—‘7 H_>—‘7 H_>—‘7 ((h>1)2> (J——Ha [J——‘L ((h)1)2]7

so ist h € herleitungen und assumptions(h) = [].
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3. Ist length(h) = 3, (h)o = [U] so ist h € herleitungen genau dann, wenn (h);
formulas, (h)y € herleitungen und (h); ~ ((h)2);. Weiter ist hier assumptions(h)

S
2 pu—
assumptions((h)s).

4. Ist length(h) = 4, (h)o = [—7], so ist h € herleitungen genau dann, wenn (h); €
formulas, (h)a, (h)3 € herleitungen und ((h)2); = [[—1, ((h)3)1, (h)1]. Weiter ist hier
assumptions(h) = [ J[assumptions((h)s), assumptions((h)s)].

5. Ist length(h) = 3, (h)y = [—7T], so ist h € herleitungen genau dann, wenn (h); €
formulas, (h); € herleitungen und (h); = [[—], ((h)1)1, ((h)2)1]. Weiter ist hier
assumptions(h) = assumptions((h)2)\[(h)1)1].

6. Ist length(h) = 4, (h)g = [V7], so ist h € herleitungen genau dann, wenn (h); €
formulas, (h)y € terms, (h)s € herleitungen und

(((h)3)1)o = [V] A (h)1 = substitution((((h)3)1)2, (((R)3)1)1, (h)2)-

Weiter ist hier assumptions(h) = assumptions((h)s).

7. Ist length(h) = 3, (h)o = [VT], so ist h € herleitungen genau dann, wenn (h); €
formulas, (h)y € herleitungen, (h); = [[V], ((R)1)1, ((h)1)2)] und

Vi € No, i < length(assumptions((h)a)) : =((h)1)1€ freeVar((assumptions((h)2));).
Weiter ist hier assumptions(h) = assumptions((h)s).
8. Andernfalls ist h ¢ herleitungen und assumptions(h) = [J.

O

Rekursiv aufzihlbare Mengen von Formeln. Wir verwenden die folgende Sprech-
weise: Wir nennen eine Menge ® von Formeln rekursiv aufzihlbar, wenn {[¢] : ¢ € &} C
Ny rekursiv aufzéhlbar ist.

Korollar 7.27 (Rekursive Aufzihlbarkeit der Theoreme) Es sei A ein rekursiv
aufzdhlbares Aziomensystem tber S, d.h. A = {[¢] : ¢ € A} C {p € formulas :
freeVar(y) = [|} sei rekursiv aufzdhlbar. Dann ist auch

theorems 4 := {[¢] : ¢ € theorems(A)} (155)
rekursiv aufzdahlbar.

Beweis: Wir schreiben

A={peNo: yeNo: (y,9) € R} (156)
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mit einer rekursiven Relation R C Ng. Dann ist auch die Menge aller Tupelcodes mit
Eintriagen in A

Tupel 4 :={t € Ny : t € Tupelcodes A\Vi € Ny, i < length(t) : (t); € A}
={t € Ng: Jy € Ny : y € Tupelcodes At € Tupelcodes A
length(y) = length(t) A Vi € Ny, 7 < length(t) : ((y)i, ();) € R} (157)

rekursiv aufzahlbar. Dann ist auch

theorems 4 = {[#]) : T, ..., ¥, € A: IH Herleitung : ¢y, ..., 9, F5 ¢}
={p € Np:3h € Ny: h € herleitungen A assumptions(h) € Tupel 4 A(h); = ¢} (158)

rekursiv aufzéhlbar; man beachte hierbei, dass die Existenzquantoren iiber den Herlei-
tungscode h und eine Hilfsvariable y, die als “Zeuge” fiir assumptions(h) € Tupel,
benotigt wird, zu einem einzigen Existenzquantor iiber das Tupel Y = [h,y] zusam-
mengefasst werden konnen.

OJ

7.4 Der erste Godelsche Unvollstindigkeitssatz

Lemma 7.28 (Darstellbarkeit rekursiver Relationen in Erweiterungen der Pea-
noarithmetik) Es sei R C Ny eine darstellbare Relation und ¢ eine Formel in der Spra-
che § der Arithmetik mit freien Variablen unter x = (z1,...,x,), die R darstellt. Es sei
A ein konsistentes Aziomensystem A diber S, das die Peanoarithmetik umfasst: PA C A.
Dann sind fiir jedes m € N die folgenden Aussagen dquivalent:

1. meR,

2. PA+ ¢[z/m)],
3. AtF ¢lx/m],

4. AW =olz/m],
5. PA L/ =glx/m].

Beweis: “1.= 2.7 gilt nach Definition, da ¢ die Relation R darstellt.
“2.= 3.7 ist eine Konsequenz von PA C A.

“3.= 4.7gilt aufgrund der vorausgesetzten Konsistenz von A.

“4.= 5.” ist nochmal eine Konsequenz von PA C A.

“5.= 1.7 ist die Kontraposition von

mé& R = PAF —¢[x/m],

was nach Definition eine Konsequenz davon ist, dass R durch ¢ dargestellt wird.
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OJ
Ubung 7.29 (Die Ziffernabbildung ist rekursiv) Zeigen Sie, dass die Abbildung
digit : Ny — Ny, digit(m) = [N™0], (159)
die jeder natiirlichen Zahl den Code ihrer Ziffer zuordnet, rekursiv ist.

Satz 7.30 (Satz von Church) FEs sei T = (S,.A) eine konsistente Theorie iiber der
Sprache S der Arithmetik mit einem Axiomensystem A, das die Aziome der Peanoarith-
metik umfasst. Dann ist {[¢] : ¢ € theorems(A)} nicht rekursiv.

Beweis. Der Beweis beruht auf dem Cantorschen Diagonalargument:
Angenommen, theoremsy := {[¢] : ¢ € theorems(.A)} ist doch rekursiv.
Dann ist auch

D := {p € formulas : (160)
freeVar(¢)C[[x]] A substitution(y, [2], [IN¥0]) € theorems 4} (161)

rekursiv, also auch D°. Es sel ¢ mit der einzigen freien Variable x eine darstellende Formel
fiir D¢. Dann gilt die Aquivalenzkette:

[¢] € D
PA - ¢[z/N10] (weil ¢ D¢ darstellt)

At tp[z/N'10] (nach Lemma 7.28)
substitution([¢], [2], [IN[¥10]) € theorems 4
[¥1 €D,

(I

ein Widerspruch.

Bemerkungen.

e Der Satz kann so interpretiert werden: Fiir ein Axiomensystem A der Sprache der
Arithmetik, das die Peanoarithmetik umfasst, gilt: Wenn wir ein algorithmisches
Entscheidungsverfahren haben, das fiir beliebige geschlossene arithmetische Formeln
feststellt, ob sie aus A herleitbar sind, so ist .4 inkonsistent (und damit jede Formel
aus A herleitbar).

e Es wird nicht verlangt, dass das Standardmodell von PA ein Modell von A ist.
Das Theorem gilt daher auch fiir Axiomensysteme, die nur Nichtstandardmodelle
besitzen.
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e Ist im Satz von Church das Axiomensystem A zusétzlich rekursiv aufzéhlbar, so ist
die Menge theorems; aller geschlossenen Formeln, die keine Theoreme in 7 sind,
nicht rekursiv aufzéhlbar. Andernfalls wiren nédmlich sowohl theorems’; also auch
theorems 4 rekursiv aufzahlbar, im Widerspruch dazu dass theorems 4 nicht rekursiv
ist.

Korollar 7.31 (erster Unvollstéindigkeitssatz, Gédel/Rosser) FEs sei T = (S, .A)

eine konsistente Theorie tiber der Sprache S der Arithmetik mit einem rekursiv aufzihlbaren
Aziomensystem A, das die Axiome der Peanoarithmetik umfasst. Dann ist T unvoll-

stindig, d.h. es gibt eine geschlossene Formel ¢ iiber S mit At/ ¢ und A —¢

Beweis: Wir definieren die rekursive Menge

closed-formulas = {[¢] : ¢ ist geschlossene Formel iiber S} (162)
= {p: ¢ € formulas A length(freeVar(¢)) = 0} C No. (163)

Wir gehen indirekt vor und nehmen an, T sei vollstéindig. Zusammen mit der Konsistenz
von T folgt

{[¢] : ¢ € theorems(A)} = {[¢] : —¢ € theorems(A)} U closed-formulas®.  (164)

Nun sind {[¢] : ¢ € theorems(A)} und {[¢] : —¢ € theorems(A)} rekursiv aufzdhlbar
und closed-formulas® rekursiv, also auch {[¢]| : —¢ € theorems(A)} U closed-formulas®
rekursiv aufzéhlbar nach Lemma 7.16. Mit Satz 7.15 folgt: {[#] : ¢ € theorems(A)} ist
rekursiv, im Widerspruch zum Satz von Church.

O

Korollar 7.32 (Unentscheidbarkeit der Giiltigkeit arithmetischer Formeln)
Es sei S die Sprache der Arithmetik und N das Standardmodell der Peanoarithmetik.
Dann ist die folgende Menge nicht rekursiv aufzdhlbar:

true-formulas := {[¢] : ¢ ist geschlossene Formel iber S mit N E ¢}. (165)
Insbesondere ist true-formulas auch nicht rekursiv.
Beweis: Wir setzen
A:={¢: ¢ ist geschlossene Formel iiber S mit N F ¢}. (166)

Dann ist A = theorems(.A) ein vollstdndiges Axiomensystem iiber S, und nach dem
Korrektheitssatz ist es konsistent. Weil A ein Modell der Peanoarithmetik ist, folgt
PA' C A. Mit dem ersten Unvollstandigkeitssatz schlieBen wir durch Kontraposition:
true-formulas = {[¢] : ¢ € A} ist nicht rekursiv aufzahlbar.

O
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Es gibt also kein algorithmisches Entscheidungsverfahren, das fiir jede geschlossene For-
mel der Sprache der Arithmetik entscheidet, ob sie im Standardmodell der Arithmetik
wahr ist oder nicht.

Anwendungen:

e Mengenlehre. Indem wir die Sprache der Mengenlehre definitorisch um die Kon-
stanten w (Menge der natiirlichen Zahlen) und alle Funktions- und Pradikatensymbole
=, N, 0, 4+, und - erweitern, kénnen wir jeder Formel ¢ in der Sprache S der Arith-
metik eine Formel ¢“, ihre Relativierung auf w, in der Sprache der Mengenlehre
zuordnen. Es sei ZF* eine rekursiv aufzihlbare Erweiterung von ZF, z.B. ZF selbst,
oder ZFC, oder ZF+“V = L”. Dann ist

A:={¢: ¢ ist geschlossene Formel in & mit ZF* - ¢*}

ein rekursiv aufzéhlbares Axiomensystem iiber S. Falls ZF* konsistent ist, dann
ist auch A konsistent iiber S. Auflerdem gilt PA C A. Falls ZF* konsistent ist,
ist also das Axiomensystem A und damit auch ZF* unvollstéindig. Insbesondere
sind fiir geschlossene Formeln ¢ in S die Aussagen N F ¢ und ZF* F ¢“ nicht
immer dquivalent. Der Wahrheitsbegriff fiir arithmetische geschlossene Formeln im
Standardmodell N lisst sich also auch in der Mengenlehre nicht richtig algorithmisch
fassen.

e Pridikatenlogik 2. Stufe. In einer préadikatenlogischen Sprache 2. Stufe hat man
zusétzlich zu den Funktionssymbolen und Pradikatensymbolen einer Sprache 1. Stu-
fe, die man sich nun als Funktionskonstanten und Pradikatenkonstanten vorstellen
sollte, auch noch Funktionsvariablen und Prddikatenvariablen, die auch jeweils ei-
ne Stelligkeit zugeordnet bekommen. Variablen im fritheren Sinn nennen wir zur
Unterscheidung davon auch Objektvariablen.

Terme 2. Stufe werden dann rekursiv so definiert:

— Jede Objektvariable ist ein Term 2. Stufe.
— Sind 4, ..., t, Terme 2. Stufe und ist f eine n-stellige Funktionskonstante oder

Funktionsvariable (n € Ny), so ist auch ft;...t, ein Term.

Bei Formeln 2. Stufe erlaubt man auch Quantifizierung von Funktions- und Pradi-
katenvariablen. Rekursiv definieren wir also:

— Sind tq,...,t, Terme 2. Stufe und ist p eine n-stellige Prédikatenkonstante
oder Prédikatenvariable (n € Ny), so ist pt; ...t, eine (Prim-)Formel 2. Stufe.
Insbesondere ist L eine Formel 2. Stufe

— Sind ¢ und v Formeln 2. Stufe, so ist auch — ¢ eine Formel 2. Stufe.

— Ist ¢ eine Formel 2. Stufe und ist v eine Objekt-, Funktions- oder Préadikaten-
variable, so ist auch Yv¢ eine Formel 2. Stufe.
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Zum Beispiel kann man in der Pradikatenlogik 2. Stufe auf das Gleichheitssymbol
als Grundsymbol verzichten und es (dhnlich wie in der Mengenlehre) so definieren:

r=y:<>VP:Pxr<+ Py (167)
(P eine einstellige Pradikatenvariable,  und y Objektvariablen)

Auch kann man statt des Induktionsschemas der Peanoarithmetik nun ein (viel
stiarkeres) Induktionsaxiom 2. Stufe formulieren:

VP PO — (VYm: Pm — PNm) — Vm Pm, (168)

(P eine 1-stellige Pradikatenvariable, m eine Objektvariable, 0 eine Objektkonstan-
te, also eine O-stellige Funktionskonstante, N eine 1-stellige Funktionskonstante)

Strukturen M 2. Stufe liegt ebenso wie Strukturen 1. Stufe ein nichtleeres Universum
M zugrunde, sowie eine Interpretation fM : M™ — M bzw. p™ C M™ fiir jede n-
stellige Funktionskonstante f bzw. Pradikatenkonstante p. Neben den Belegungen
von Objektvariablen mit Werten in M belegt man nun auch Funktionsvariablen mit
Werten in MM" = {f : f: M" — M} und Priidikatenvariablen mit Werten in
P(M™); diese Bereiche verwendet man auch bei der Definition der Semantik von
Allformeln iiber Funktions- und Prédikatenvariablen.

Die Peanoarithmetik 2. Stufe, bei der das Induktionsschema 1. Stufe durch das
Induktionsaxiom 2. Stufe ersetzt ist, charakterisiert dann das Standardmodell N
der Peanoarithmetik bis auf Isomorphie eindeutig, anders als in der 1. Stufe, in der
wir immer auch Nichtstandardmodelle hatten.

Dieser Vorteil wird aber durch einen schwerwiegenden Nachteil erkauft: Es gibt
keinen entscheidbaren, korrekten, vollstindigen Herleitungskalkiil 2. Stufe! Denn
andernfalls wire entscheidbar, welche geschlossenen Formeln in der Sprache der
Arithmetik 2. Stufe herleitbar sind, und damit auch insbesondere auch entscheidbar,
welche geschlossenen Formeln in der Sprache der Arithmetik 1. Stufe im Standard-
modell A giiltig sind, ein Widerspruch. Jeder entscheidbare, korrekte Herleitungs-
kalkiil 2. Stufe ist also unvollsténdig.

Ahnliches gilt fiir die analog definierte Pridikatenlogik n-ter Stufe, n > 3, und
Typentheorien wie den typisierten Lambdakalkiil.

7.5 Das Halteproblem

Rekursive Definition 7.33 (Codes fiir rekursive und partiell rekursive Funk-
tionen) Wir definieren rekursiv eine Menge programs C Ny von Codenummern sowie die
durch diese Codenummern p codierten partiellen Funktionen f, so: Wir fizieren zundchst
verschiedene Gdodelzahlen [+], [-], [>], [7], [o], [n] € Ny fir die Symbole +, -, >, =,
o, . Gegeben p € Ny, gelte p € programs genau dann, wenn p € Tupelcodes und einer
der folgenden Fille eintritt.*?

43Man stelle sich in der folgenden Liste (p)o als eine Markierung des Typs vor und (p); als die Stelligkeit
der codierten partiellen Funktion.
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e

1.

2.

Addition: p = [[+],2]. In diesem Fall setzen wir f, := + : N3 — Np.
Multiplikation: p = [[-],2]. Hier setzen wir f, :=-: NZ — Ny.
>-Indikator: p = [[>],2]. Hier setzen wir f, := 1> : Nj — Nj.

Projektionen:  Fiir n := (p)1 € No und i := (p); € No ist 1 < i <n und p =
[[7],n,i]. Hier setzen wir f, := m,,; : Nj — Np.

Komposition: (p)g = [o] und fir n := (p)1 € Ny und m := (p)2 € Ny gelten
length(p) = 4 + m, (p)3 € programs, ((p)s)1 = m und fir alle i € Ng mit 4 <
i < 4+ m gelten (p); € programs und ((p);)1 = n. In diesem Fall setzen wir®

fp = f(p)s © (f(P)3+1’ SO f(p)3+m) : N(T)L --» Np.

w-Operator: p = [[u],n, (p)2] mit n := (p)1, (p)2 € programs und 2 < (p); +1 =
((p)2)1- In diesem Fall definieren wir f, = jufp), : Ng --+ No durch

m falls
f (:13) = (:C’ m) € domain(f(ﬁh) N f(P)2 (:IZ', m) = OA
P VEk € No,k <m: (x,k) € domain(fp),) A fip), (2, k) # 0,

undefiniert  sonst

(169)

Im Fall p ¢ programs ist f, : Ng --» Ny die leere (iberall undefinierte) Funktion.

Weil im Fall des u-Operators keine Bedingung steht, die die Existenz einer kleinsten
Nullstelle garantiert, codiert micht jeder Code p € programs eine rekursive Funktion,
sondern nur eine partiell rekursive Funktion.

Doch umgekehrt gibt es zu jeder rekursiven Funktion f : Nj — Ny (mindestens) einen
Code p € programs, der sie codiert: f = f,.

Satz 7.34 (Universelle partiell rekursive Funktion)

Die Funktion U : N3 --» No mit U(p, ) := f,((2)o,- .., (¥)n_1) € NoU{undefiniert}
falls p € programs mit Stelligkeit n := (p); unmd x € Tupelcodes mit length(z) = n,
und U(p, x) undefiniert sonst, ist partiell rekursiv.

Fir jede partiell rekursive Funktion f : Nj --» Ny, n € N, gibt es ein p € programs,
so dass gilt:

Vo € N§ : x € domain(f) < (p, [z]) € domain(U), (170)
Vo € domain(f) : f(x) =U(p, [z]). (171)

44Weil die Argumentfunktionen nur partiell definiert sein brauchen, wird auch die Komposition i.a. nur

partiell definiert.
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Man kann sich U als einen “universellen Interpreter” fiir partiell rekursive Funktionen
vorstellen, wobei das erste Argument den Programmcode und das zweite Argument das
Tupel der Argumente der zu berechnenden Funktion bedeutet.

Beweis: Zu 1.: Wir verwenden wieder die Technik der Berechnungsprotokolle. Wir defi-
nieren die rekursive Relation UPiece C Ny rekursiv so: Fiir u € Ny gelte u € UPiece genau
dann, wenn u € Tupelcodes und fiir alle i € Ny, i < length(u) gilt: (u); € Tupelcodes,
length((u);) = 3 und fir p := ((u);)o (“der Funktionscode”), n := (p); (“seine Stellig-
keit”), z := ((u);); (“ein Argumenttupel”) und y := ((u);)2 (“den Funktionswert”) gilt
p € programs, x € Tupelcodes, length(x) = n sowie einer der folgenden Fille:

1. Addition: p = [[+],2] und (z)o + ()1 = y.

2. Multiplikation: p = [[-],2] und (z)o - ()1 = v.

3. >-Indikator: p = [[>],2] und 1> ((2)o, (z)1) = v.

4. Projektionen: (p)o = [7] und fir j := (p)2 € Ny ist (z); = y.

5. Komposition: (p)o = [o] und fiir m := (p)2 gilt: Es gibt j € Ny mit j < ¢ mit
(p)s = (w)j)o, (((w);)o)1 =m, ((w);)2 =y (“m-stelliger passender Code und Out-
put y des referenzierten Tupels”), und fir z := ((u);); gilt z € Tupelcodes und
length(z) = m und fiir alle £ € Ny mit £ < m gibt es ein [ € Ny mit [ < ¢ mit
(P)asr = ((w)1)o, (((u)1)o)1 = n (“Stelligkeit n und passender Code (p)44 der k-ten
Argumentfunktion”), ((u);); = x (“Argument x der k-ten Argumentfunktion”) und
((w))2 = (2)k (“Output (z)x der k-ten Argumentfunktionen”).

6. p-Operator: (p)o = [p] und es gibt j € Ny mit j < ¢ mit ((u);)o = (p)2 (“passender
Programmcode des referenzierten Tupels”), ((v);)1|, = = und (((v);)1), = y und
((w);)2 = 0 (“referenziertes Wertetupel hat Argument (z,y) und Wert 0”) und fiir
alle k € Ny mit k < y existiert [ € Ny mit [ < ¢ mit ((u);)o = (p)2 (“passender
Programmcode des referenzierten Tupels”), ((u);)1|, = = und (((u);)1), = k und

((u);)2 # 0 (“referenziertes Wertetupel hat Argument (z, k) und einen Wert # 0”).

Dann gilt fiir alle p, 2,y € Ny die folgende Aquivalenz:
p € programs A(p, x) € domain(U) AU(p,z) =y
< Ju € UPiece Ji € Ny, i < length(u) : (u); = [p, z,y]. (172)
Insbesondere ist U partiell rekursiv.

Zu 2.: Die Funktion f ist als ihr Graph aufgefasst rekursiv aufzédhlbar, so dass wir eine
rekursive Funktion f, : Ni™ — {0,1}, q € programs finden, so dass gilt:

f=A{(z,y) e Ny x Ng: Im € Ny : f,(z,y,m) = 0}. (173)

Es gilt dann f = ppf,, weil fiir jedes x € N die Zahl f(x) das einzige (und damit kleinste)
y € Ng mit Im € Ny @ f,(z,y,m) = 0 ist. Es ist also f = f, mit p := [[u],n,[[pn],n +
1, ¢]] € programs.
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Korollar 7.35 (Unentscheidbarkeit des Halteproblems)

1. Die Menge domain(U) = {(p, [z]) € programs xNy : z € domain(f,)} ist nicht
rekursiv.

2. Die Menge Rek := {p € programs : domain(f,) = N(()p)l} ist nicht rekursiv.

Interpretation: Es gibt also kein algorithmisches Entscheidungsverfahren, das priift, ob
ein beliebiges Programm p bei Eingabe eines beliebigen Arguments x anhélt oder nicht.
Ebensowenig gibt es kein algorithmisches Entscheidungsverfahren, das priift, ob ein be-
liebiger Programmcode p bei allen Argumenten z stoppt, also eine rekursive Funktion f,
codiert.

Beweis: Wir verwenden wieder ein Diagonalargument:

1. Angenommen, domain(U) ist doch rekursiv. Dann ist auch

U(p,[p]) +1 falls (p,[p]) € domain(U)

f:No—=Noy, [flp)= { 0 falls (p, [p]) ¢ domain(U) (174)

ebenfalls rekursiv, da partiell rekursiv und total definiert. Es ist also f = f; : Ng —
Ny fiir ein ¢ € programs. Es folgt ¢ € domain(f,), also (g, [q]) € domain(U) und
daher

fl@)=U(g,lq)) +1=fi(¢) + 1= f(g) + 1, (175)
ein Widerspruch.

2. Der Beweis ist fast identisch mit dem von eben: Angenommen, die Menge Rek ist
doch rekursiv. Dann ist auch

_ [ Up,[p))+1 falls p e Rek
f . NO — NO» f(p) - { 0 falls P ¢ Rek (176)

ebenfalls rekursiv, da partiell rekursiv und total definiert. Es ist also f = f, : Ny —
Ny fiir ein ¢ € programs. Es folgt ¢ € domain(f,), also (g, [¢]) € domain(U) und
daher der Widerspruch

fl)) =Ulg,[q]) +1=folg) +1= flq) + 1. (177)
O
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7.6 Ausblick: Der 2. Godelsche Unvollstindigkeitssatz

Zum Abschluss wird eine Beweisskizze des 2. Godelschen Unvollstandigkeitssatzes umris-
sen, ohne alle Details auszufiihren:

Es sei A ein rekursiv aufzihlbares Axiomensystem, das die Peanoarithmetik umfasst.
Wir setzen

D :={p e Ny : p € programs, (p); = 1, (p, [p]) € domain(U)}. (178)

Anschaulich gesprochen besteht D aus allen Programmcodes p mit einstelliger Eingabe,
fiir die das Programm p bei der Eingabe p stoppt. Weil U rekursiv aufzihlbar ist, ist auch
D rekursiv aufzéhlbar. Insbesondere gibt es eine darstellende arithmetische Formel A mit
genau den freien Variablen  und u, so dass gilt:

D={peNy: NEJu:Alz/N"0]} (179)
Vp,q € Ny : [N F Alz/NP0,u/N0] < [PA+ Alx/NP0,u/NY0]]. (180)

Man stelle sich hierbei u als Berechnungprotokoll zu (p, [p]) € domain(U) vor. Insbeson-
dere folgt

Vp € No: [N EJu: Alz/NP0]] = [PA+ Tu : Alz/NP0]]. (181)
Betrachten wir nun die Menge
G:={peNy: AF =3u: Alz/N"0]}. (182)

bei der die Giiltigkeit in N durch die Herleitbarkeit in A ersetzt wurde. Auch sie ist
rekursiv aufzéhlbar (anschaulich gesprochen, indem man alle moglichen Herleitungen H
und Zeugen z fiir assumptions(H) C A aufzéhlt und damit

Abg =3u: Alz/N7P0|

iiberpriift). Wir haben also einen einstelligen Programmcode v € programs, (v); = 1, fiir
den gilt:*

{peNy:(v,[p]) € domain(U)} = {p € Ny : A+ =JuA[z/N"0]} = G. (183)

Kiirzen wir nun ab: T' := Alz/IN0] mit der einzigen freien Variablen .

45 Anschaulich gesprochen sucht das Programm ~ bei Eingabe von p eine Herleitung in A von
—JuA[x/N?0], und stoppt genau dann, wenn es eine solche findet. Es stoppt also bei Eingabe von
p genau dann, wenn es eine Herleitung in A dafiir findet, dass p ein einstelliges Programm ist, das bei
Eingabe von p nicht stoppt.

46T bedeutet anschaulich gesprochen: “u ist ein Berechnungsprotokoll, das bezeugt, dass es eine Her-
leitung in A dafiir gibt, dass das Programm v bei Eingabe von v nicht stoppt.” Anders gesagt: “u ist ein
Berechnungsprotokoll, das A F “=3u : T'” bezeugt.” Die Formel —3u : T' bedeutet also A I/ “=3Ju : I
also eigene Nichtherleitbarkeit in A.
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Wir zeigen nun die Implikation
AF—-3Ful’ = AF L. (184)
Beweis dazu: Nehmen wir an:
A —Ful. (185)

Dann folgt v € G mit der Definition (182) von G, also (v,[y]) € domain(U) wegen
Gleichung (183). Mit der Definition (178) folgt v € D. Mit der Darstellung (179) von D
schlieflen wir

N E Jul. (186)

Nun haben wir die folgende Instanz der Implikation (181):

NEIJul' = PAFJul. (187)
Damit erhalten wir
PA F Jul. (188)
Mit PA C A folgt
A Ful'. (189)

Zusammen mit Formel (185) folgt die Inkonsistenz von A:

AF L. (190)
Damit ist die Formel (184) gezeigt.
Eine wichtige Idee fiir den 2. Godelschen Unvollstdndigkeitssatz ist es nun, dass sich die

Implikation (184) auch in PA formalisieren lisst, also nach einem Sprachebenenwechsel
auch in PA (genauer gesagt in einer definitorischen Erweiterung von PA) herleiten 1afit:

= du — . 184 forma
PA - (“AI— Ju I “AI—_L”) (184 fi 1)

Arbeiten wir also nun in PA. Nach diesem Sprachebenenwechsel schreiben wir natiirlich
Jul’ statt N E Jul', weil das “Universum” nur mehr aus (Modell-)natiirlichen Zahlen
besteht. In der neuen Sprachebene muss man nun die Formel (187) zu zeigen, nun ge-
schrieben als

(FJul') = PAF “Tul™. (187 formal)
Hierzu zeigt man die folgende Instanz der Darstellbarkeit in der neuen Sprachebene:

Vu: (I'= PAF “Tlu/N"0]"). (191)

133



Der Beweis von (184 formal) in der neuen Sprachebene ist nun der Gleiche wie der obige
Beweis in der Metaebene, wobei die Implikation (187) durch (187 formal) ersetzt wird.

Arbeiten wir nun wieder in der Metaebene. Weil die Pramisse “A - = 3u I in (184 formal)
das Gleiche wie Jul ist, konnen wir (184 formal) auch in der Form

PA ((EIuF) — “AF L”) (192)
schreiben. Mit PA C A schlieflen wir:

At ((Ful') — “AFL17). (193)
Mit Kontraposition schreiben wir das als

AbF (A L — —3ul) (194)

Falls A nun die eigene Widerspruchfreiheit herleitet, falls also A F “At/ L7 gilt, so
schlieffen wir

AF —3ul (195)
und hieraus mit der Implikation (184):

AF L. (196)

Das bedeutet:

Satz 7.36 (2. Godelscher Unvollstiandigkeitssatz) Es sei A ein konsistentes rekur-
siv aufzihlbares Axiomensystem in der Sprache der Arithmetik, das die Peanoarithmetik
umfasst. Dann ist die Konsistenz von A nicht in A herleitbar. Anders gesagt:

AF “AF L7 = AFL (197)

Analoge Varianten des Satzes gelten auch fiir rekursiv aufzdhlbare Axiomensysteme iiber
Erweiterungen der Sprache der Arithmetik, innerhalb derer sich die Peanoarithmetik “si-
mulieren” lasst, z.B. ZF. Wir verzichten auf die genaue Formulierung dieser Erweiterun-
gen.

Der 2. Unvollstandigkeitssatz erkldrt auch, warum wir kein Standardmodell von ZF in-
nerhalb der Metasprache ZF angeben konnten; andernfalls konnten wir ndmlich die Kon-
sistenz von ZF in ZF zeigen.

Er erkért auch, warum es uns nicht gelang, die Giiltigkeitsrelation in ZF innerhalb von
ZF selbst zu definieren. Hétten wir namlich einen Korrektheitssatz fiir solch eine Relation
in ZF, so folgte daraus ebenfalls ein Beweis in ZF der Widerspruchsfreiheit von ZF.
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Historischer Intergrund: Das Hilbertsche Programm. Nachdem Ende des 19.
Jahrhunderts und Anfang des 20. Jahrhunderts Widerspriiche in Cantors Mengenlehre
aufgetaucht waren, stellte David Hilbert in den 1020er Jahren das Programm auf, die Wi-
derspruchsfreiheit von mathematischen Axiomensystemen mit finiten Methoden zu zei-
gen. Der 2. Godelsche Unvollstéandigkeitssatz zeigt allerdings Grenzen des Hilbertschen
Programms auf: Bei jeder geniigend komplexen Theorie braucht es zum Beweis ihrer Wi-
derspruchsfreiheit Methoden, die aulerhalb der Theorie liegen.

Es ist eine interessante Frage, welche Axiome zu PA hinzugenommen ausreichen, um die
Widerspruchsfreiheit von PA zu zeigen. Gentzen zeigte, das transfinite Induktion bis ¢
dafiir gentigt. Dabei ist ¢y die kleinste Ordinalzahl, die grosser als alle w,, n € w, ist,
rekursiv definiert durch wy = w und w,;; = w*". Offensichtlich kann die Konsistenz von
PA auch in ZF bewiesen werden, da w mit den arithmetischen Operationen ein Modell
von PA. in ZF liefert. Insbesondere kann man daher mit ZF mehr arithmetische Formeln
als mit PA beweisen.

Weitere Anwendungen in der Mengenlehre

o ZF ist nicht endlich aziomatisierbar: Fiir jede (meta-)endliche Liste A von ZF-
Axiomen kann man die Konsistenz von A in ZF beweisen; das folgt aus dem “Re-
flexionsprinzip”, das fiir jede Formel ¢ in der Sprache der Mengenlehre mit freien
Variablen © = (z1,...,x,) besagt, dass

JaeOnVry,...,z, €V, : ¢ o™

gilt, wobei ¢" die Relativierung von ¢ auf V,, bezeichnet. Fiir jede (meta-)endliche
Liste ¢1,...,¢, von in ZF herleitbaren Formeln ist also (V,,€ N (V, x V,)) mit
geeignetem « € On ein Modell von ¢; A ... A ¢,. Insbesondere folgt in ZF die
Konsistenz von A = {¢1,...,¢,}. Ist nun ZF konsistent, so kann nicht jedes ZF-
Axiom aus {¢y, ..., ®,} hergeleitet werden, denn sonst hitte man einen Beweis der
Konsistenz von A in A. Insbesondere ist ZF nicht dquivalent zu (meta-)endlich
vielen ZF-Axiomen, es sei denn, es ist inkonsistent. Man beachte, dass dies keinen
Widerspruch zum Kompaktheitssatz liefert, weil die Allquantifizierung iiber endliche
Teilmengen von ZF-Axiomen in der Metasprache erfolgt, wihrend sie fiir einen ZF-

Konsistenzbeweis von ZF in ZF selbst erfolgen miisste. Analoge Aussagen gelten
auch fiir ZFC.

e Stark unerreichbare Kardinalzahlen, in ZFC: Eine Kardinalzahl £ > w heifit stark
unerreichbar, wenn fiir alle a < k gilt: 'P(a)| < k und fiir jedes o < k und jedes
f:a— kein f <k mit fla] C B existiert. Fiir stark unerreichbare Kardinalzahlen
kann man in ZFC zeigen, dass (V,, €N(V,xV,)) ein Modell von ZFC ist. Daraus folgt,
dass man in ZFC nicht die Existenz stark unerreichbarer Kardinalzahlen herleiten
kann, es sei denn, ZFC ist inkonsistent. ZFC+ “Es existiert eine stark unerreichbare
Kardinalzahl” ist also echt stérker als ZFC, denn man kann die Konsistenz von
ZFC darin herleiten, es sei denn, ZFC ist inkonsistent. In diesem Fall kann man also
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in ZFCH+“Es existiert eine stark unerreichbare Kardinalzahl” mehr arithmetische
Formeln als in ZFC beweisen.
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