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Blatt 9 — Tutorien

T9.1 Randverteilungen und Randdichten. Es seien (21,41, 1) und (Q9, As, po) zwei o-endliche Mafirdume,
i Q1 X Qo = Q;, m (w1, wse) = w; fiir ¢ = 1,2 die beiden kanonischen Projektionen und v ein Maf} auf
(21 x Q1,41 ®Ap). Fiir i = 1,2 heifit das BildmaB m;[v] die i-te Randverteilung' (engl.: marginal) von v.
Zeigen Sie: Besitzt v eine Dichte f = dv/d(pu; ® pa) p1 ® po-fast iiberall, so besitzt die Randverteilung
m1[v] die Dichte

o d7T1 [l/]

h= duy filwr) = fwi,wa) pa(dws)  pup-fii..
M1 Q0
Ebenso besitzt m2[v] die Dichte
dma|v
f2= d2[ ]’ fa(w2) = f(wi,wa) pa(dwy)  po-fii..
H2 91

f1 und fy werden die beiden Randdichten (engl: marginal density) von v bzgl. p; und pug genannt.

T9.2 Randverteilungen von Produkten. Es seien (1, Ay, p1) und (Qo, As, po) zwei Wahrscheinlich-
keitsrdume. Zeigen Sie: u; ® ug besitzt die beiden Randverteilungen pq und ps.

T9.3 Das Wallis-Produkt. Erinnern Sie sich daran, dass fiir alle n € N gilt:
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(Dies folgt durch Einsetzen von sinz = (e — e~%®)/(2i), Ausmultiplizieren mit der binomischen Formel
und der Fourier-Orthonormalitétsrelation.)

(a) Zeigen Sie mit der Laplace-Methode
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1/ 2 / sin?” z da "3 2, (2)
™
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(b) Folgern Sie aus (1) und (2):
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Schreiben Sie diese Formel in der folgenden Form um:

I_ﬁ (2m)? _2.24 4668
2 2m—-1)(2m+1) 1 3 3 5 5 7 7

m=1

Diese Formel fiir die Kreiszahl 7 heifit Wallissches Produkt. Zur numerischen Berechnung von 7 ist
es praktisch ohne Nutzen, da es recht langsam konvergiert.

(c) Finden Sie einen alternativen Beweis der Asymptotik (3) und damit des Wallisschen Produkts mit
Hilfe von
2n\  (2n)!
n) (n!)?

T9.4 (a) Untermannigfaltigkeiten sind Lebesgue-Nullmengen. Es sei M eine m-dimensionale C''-Un-
termannigfaltigkeit von R™, wobei m < n. Zeigen Sie M € B(R™) und A, (M) = 0.

und der Stirlingformel.

(b) Rénder von Parallelepipeden sind Lebesgue-Nullmengen. Es sei A € R™*"™ eine invertier-
bare Matrix, also det A # 0, wobei n € N. Wir betrachten das Parallelepiped B = {Az| = € [0,1]"}
und dessen topologischen Rand 0B = {Ax|x € [0,1]™ \ ]0,1["}. Beweisen Sie: A, (0B) = 0.

1Vorwiegend wird diese Sprechweise in der Stochastik verwendet, wenn v ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist.
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H9.1 Randdichten einer Gleichverteilung. Die Gleichverteilung auf dem Dreieck
A:={(a,b) eR?*|0<a<b< 1}

ist das Maf3 M(ANA)
N

: B(R?) - R, Ay =222 2
v BE) SR, v(4)= 0

Berechnen Sie die beiden Randdichten von v beziiglich des Lebesguemafes.

H9.2 Produktdichten. Es seien (Q;,. A1, 1) und (Qo, As, o) zwei o-endliche Mafiriume und p; bzw. ps
o-endliche Mafle auf (21,.41) bzw. (22, 43) mit p1 < p; und ps <K po. Zeigen Sie:

dp @ pa) _ A e
d(pl ®p2) (w 7w2) - dpl (wl)dpQ (w2)

fiir p1 ® po-fast alle (w1,ws) € Q1 X Q.

H9.3 Modifizierte Besselfunktionen. Fiir n € Ny werden die modifizierten Besselfunktionen I,, : Rt — R
und K, : RT — R durch

1 s
I, (x) / e” st cos(nt) dt,

:%_ﬂ'

1 ;
K,(x)= i/Re*“%htcosh(nt) dt

definiert. Zeigen Sie:
(a) Sowohl I, als auch K, erfiillt die modifizierte Besselsche Differentialgleichung, die durch
2’y (z) + ay'(v) — (2* + n*)y(z) =0

gegeben wird. Achten Sie bei der Begiindung sorgfiiltig auf die Rechtfertigung der Vertauschung
von Integral und Ableitung.

(b) Fiir alle n € Ny gilt die folgende Asymptotik:

Vorze I, (z) =371,

H9.4 Beispiel zu einer multidimensionalen Variante der Laplace-Methode. Beweisen Sie fiir alle

m € N: N
1 m
m/2 - A (d n—Qo 9 m/2.
n / (m kglcosxk> m(dz) — (2mm)
-5.5Im =

Hinweis: Ubertragen Sie die Idee hinter der Laplace-Methode auf den vorliegenden multidimensionalen
Fall.

Abgabe: Bis spétestens Dienstag, den 19.12.2017, Abend.



