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Ubungen zur MaBtheorie und Integralrechnung mehrerer Variablen
Blatt 8 — Tutorien

T8.1 Vertauschung der Integrationsreihenfolge bei nichtnegativen messbaren Integranden. Es
seien (Qq, A1, 1) und (2,As, po) zwei o-endliche Mafirdume. Weiter sei 7 : 1 X Q3 — Qg x Oy,
T(w1, ws2) = (we,wq) die Vertauschungsabbildung. Zeigen Sie:

(a) 7ist A1 @ Ay—As @ Aj—mefibar.
(

b) 71 ® po] = p2 @ 1.
(c) Folgern Sie mit dem Satz von Fubini: Fiir alle f € M4 (Q1 x Q2,41 ® As) gilt:

/ fwi,w2) pa(dws) 1 (dw ) :/ fwi,w2) p1(dwy) pa(dws).
Q1 JQs Qo J Oy

T8.2 Problematik von Produktmaflen im nicht c-endlichen Fall. Es sei A das Lebesguemafl auf
(R, B(R)) und p das Zahlma$ auf (R, P(R)).

(a) Zeigen Sie fiir alle A € B(R) und B € P(R):

[ 1o Mo atds) = [ [ 1asn(,) nta) M)
R JR R JR
(b) Zeigen Sie, dass fiir die Diagonale A = {(z,z)| z € R) gilt: A € B(R) ® P(R) und

/R/RlA(gc’y)A(dx)u(dy)#/R/RlA(xay)M(dy)A(dx).

T8.3 Produkt-o-Algebra wird von den Projektionen erzeugt.
Es seien (Q1,.A1) und (Qs, As) messbare Raume.

(a) Zeigen Sie, dass A; ® Ay die kleinste o-Algebra A auf 7 x Qg ist, beziiglich der die beiden
kanonischen Projektionen

Xt x Q= Q, Xi(wr,w2) =w; (i=1,2)

A-A; mefibar sind.
(b) Zeigen Sie, dass fiir m,n € N gilt: B(R™) @ B(R") = B(R™*").

T8.4 Das Cavalierische Prinzip. Uberzeugen Sie sich vom folgenden Cavalierischen Prinzip:
Gegeben seien m,n € N. Sind A, B € B(R"™™) = B(R" x R™) mit

An({y € R™| (z,y) € A}) = \({y € R™| (2,y) € B}),

fiir alle x € R™, so folgt Aprm(A) = At (B).
Insbesondere gilt folgender Spezialfall:
Es seien A, B € B(R®) zwei messbare Bereiche im Anschauungsraum R®. Es gelte fiir alle v € R:

)\2({(3},,2) € RQ‘ (x’yaz) € A}) = )\2({(:%2:) € RQ' (x,y,z) € B})a

d.h. Schnitte von A und von B mit den parallelen Ebenen zur y—z—Fbene besitzen die gleiche Fliche.
Dann besitzen A und B das gleiche Volumen:

A3(A) = A3(B).

Zeigen Sie mit diesem Prinzip, dass die Einheitskugel

A={(r,y,2) eR®| 2? +¢* + 2% < 1}
und das Differenzgebilde “Zylinder minus Doppelkegel”

B={(z,y,2) e R*| 2® <y* + 22 <1}

das gleiche Volumen besitzen.
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Ubungen zur MaBtheorie und Integralrechnung mehrerer Variablen
Blatt 8 — Hausaufgaben

H8.1 Normierung der multidimensionalen Standardnormalverteilung. Zeigen Sie fiir alle n € N:

1

- =sllzll3 ) (de) = 1
(271')% /ne n( x)

H8.2 Volumen eines Simplex.

(a) Gegeben sei fiir n € N das n-dimensionale Simplex

A, = {(xl,...7xn) € (RT)"

il‘k<1}.
k=1

Beweisen Sie, dass es das Volumen

besitzt.
(b) Berechnen Sie fiir t € R und n € N das Volumen

Vo) = A({(z1,. . yzn) ERMO< 21 <2 < ... <y < t}).

H8.3 Vertauschbarkeit und Nichtvertauschbarkeit der Integrationsreihenfolge. Es seien (Q1, A1, p1)
und (Q2, A, u2) o-endliche Mafirdume.

(a) Es sei
f€£1(Ql XQQ,A1®A2,M1®M2). (1)
Zeigen Sie:
/ fw1,w2) p2(dws) p (dwr) =/ f(wi,w2) pa(dwr) po(dws).
Ql Qg Q2 Ql
(b) Nun sei
feM(Q xQ, A1 ® Ag)
mit

[ 15 st ) < .
Q1 J Qo

Uberlegen Sie sich, dass in diesem Fall die Integrierbarkeitsvoraussetzung (1) gilt.

(¢) Nun sei
(2, A1, 1) = (D2, A, p2) = (R, BR™), M| grt))
und
[RY XRT 5 R, f(z,y) = Le<y<at1}y — Ya—1<y<ay}-
Uberzeugen Sie sich davon, dass
/ Jdpy @ po
RT xR+t

undefiniert ist. Zeigen Sie insbesondere

fd LY x Qo A1 ® Ag, 11 @ p12).

/R+/R+ f(x,y)dydw#/w - f(z,y) dz dy,

indem Sie beide Integrale berechnen.

Zeigen Sie auch

H8.4 Graphen stetiger Funktionen sind Lebesgue-Nullmengen. Es sei f : R™ — R™ eine stetige
Abbildung, wobei m,n € N, und Gy := {(z, f(z)) € R™ x R”| 2 € R™} ihr Graph. Zeigen Sie:

(a) Gy ist eine Borelmenge.
(b) Antm (Gf) =0.
Abgabe: Bis spitestens Dienstag, den 12.12.2017, Abend.



