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Ubungen zur MaBtheorie und Integralrechnung mehrerer Variablen
Blatt 7 — Tutorien

T7.1 Likelihoodquotienten im Diskreten. Es sei 2 abzdhlbar. Weiter seien v und U zwei Mafle auf
(2, P()) mit Zéhldichten p : @ — RY bzw. p: Q — R . Zeigen Sie:
=L v,
p

T7.2 Bedingte Erwartung bei bindrer Beobachtung. Es sei (2, A, 1) ein Wahrscheinlichkeitsraum und
Ae Amit 0 < p(A) < 1. Weiter sei f € M (Q,.A). Zeigen Sie, dass

B S fdp Jae fdu
=A@ AT e

eine bedingte Erwartung von f gegeben o({A}) ist.

1

T7.3 Zur Bearbeitung dieser Aufgabe ist die Leseaufgabe H7.5 niitzlich.

(a) Die Menge der signierten Mafle als normierter Raum. Es sei M(€,.A) die Menge der si-
gnierten Mafe iiber einem messbaren Raum (€2, A). Zeigen Sie, dass M((Q, A) ein Untervektorraum
von R4 ist, der durch die Menge M, (Q,.A) der endlichen MaBe auf (£2,.4) aufgespannt wird, und
dass durch

- = M2, A) = R, lpll = pg (2) + - (2)
eine Norm auf M(Q, A) gegeben ist.

(b) Das Integral als stetige Bilinearform. Es sei (2, .4) ein messbarer Raum, M (€, .A) der Raum
der signierten Mafle dariiber, versehen mit der Norm aus der vorhergehenden Teilaufgabe, und
Mp(€2, A) der Raum der beschrankten messbaren reellwertigen Funktionen dariiber, versehen mit
der Norm || f||sup := sup,ecq | f(w)|. Zeigen Sie, dass die Integralabbildung

I:Mp(2, ) x M(QA) =R, I(f,u)= /fdu
bilinear und beziiglich der zugehérigen Produktmetrik stetig ist. Zeigen Sie hierzu fiir f € M,(Q,.A)
und p € M(Q, A):
[ 18] < Ul

T7.4 Vererbung der o-Endlichkeit auf Summen. Es seien 4 und v zwei o-endliche Mafle auf einem
gemeinsamen messbaren Raum (2,.4). Zeigen Sie, dass dann auch p + v ein o-endliches Maf ist.

T7.5 Momente der Standardnormalverteilung.

(a) Zeigen Sie fiir alle k € R

(lk)n /xnefw2/2 dr = 671432/27
o TR

indem Sie zeigen, dass sich hier Reihe und Integral vertauschen lassen. Die Formel [ e~ /24y =
R
V27 diirfen Sie dabei als gegeben annehmen.

(b) Folgern Sie fiir alle m € Ny:

1 /xQT)’Le—(I;z/Q dr = (2777‘)'7
2 2mm)
m+1 —x2/2 =0.
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Ubungen zur MaBtheorie und Integralrechnung mehrerer Variablen
Blatt 7 — Hausaufgaben

e-0-Charakterisierung der Absolutstetigkeit. Es seien p, v zwei endliche Mafie auf dem gleichen
messbaren Raum (92, .4). Zeigen Sie die Aquivalenz der beiden folgenden Aussagen:

(a) v < p,
(b) Ve>035>0VAe€ A: [u(hd) <d = v(A) <¢€.

Zeigen Sie an einem Gegenbeispiel auch, dass die Aquivalenz falsch werden kann, wenn zwar u endlich
ist, v hingegen nur o-endlich.

Beispiel einer divergenten asymptotischen Reihe. Es sei

2 4 >° — k 2
f:Rf =R, f(a):/e_w o dx:/z%akx%e_w dz.
R .

R k=0
Zeigen Sie:
(a) fist auf RT glatt.
(b) Fiir alle o > 0 gilt:

(—kll)k aklflke*:ﬁ

/i dr = oo

R k=0

(c) Fiir alle a > 0 divergiert die Reihe

oo 1 k
Z( ') ak/x4ke—a:2 dx
k! R

k=0
iiber R.
(d) Fiir alle n € N gilt

3 ED g [ e do fl@) = 0@ fra o
- R

k!
k=0

Likelihoodquotienten allgemein. Es seien pu, v, k drei Mafle auf dem gleichen messbaren Raum (£2,.4)
und f,g € M, (9, A) mit g > 0. Es gelte dv = f du und dk = g dp. Zeigen Sie

dv = id,‘i.

g

Man kann das (im o-endlichen Fall) auch in der folgenden Form schreiben:

dv  dv/dup

dr  dr/dp K

Zerlegung eines Mafles in einen Punktanteil und einen kontinuierlichen Teil. Es sei (2, A, )
ein o-endlicher Maflaum mit {w} € A fiir alle w € Q. Es sei

A ={we Q| p({w}) > 0}.
Zeigen Sie:
(a) A ist abzéhlbar, A € A.

(b) Setzen wir du, = 1adp und dpe = 1aedp, so gilt g = pp + pre und pe({w}) = 0 fir alle w € Q
sowie i, = > 4 ({w})dy, zu lesen als

VBeA: uy(B) = 3 n({wh)o.(B).

w€eA
Wir nennen y, den Punktanteil von p und p. den kontinuierlichen Anteil von p.

Leseaufgabe. Lesen und verstehen Sie den Abschnitt zur Zerlegung von Mafien im Skript, insbesondere
die Zerlegung eines Mafles in einen absolutstetigen und einen singulédren Teil und die Hahn-Zerlegung.

Abgabe: Bis spitestens Dienstag, den 05.12.2017, Abend.



