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Ubungen zur MaBtheorie und Integralrechnung mehrerer Variablen
Blatt 6 — Tutorien

Ein Beispiel zur Vertauschung von Integral und Ableitung. Zeigen Sie fiir t € R:

d 4 2 4 .2
— [ e T dy = [ 2 T dy.
dt
R R
Permutationsinvarianz des Lebesguemafles. Es seien n € Nund o : {1,...,n} — {1,...,n} eine

Permutation, also eine Bijektion. Weiter sei f, : R" — R", fo((2i)i=1,....n) = (To())i=1,....n- Zeigen
Sie, dass f, Borel-mefibar ist und dass f,[A,] = A, gilt.

Integralvariante der Dreiecksungleichung fiir den Absolutbetrag. Es sei f € M(£,.A) oder
auch f: (2, A) — (C,B(C)) messbar mit [ |f|du < co. Zeigen Sie, dass dann [ f du existiert und dass

gilt:
’/fdu‘ < [1s1dn

Lebesgue-Stieltjes-Integrale mit einer Sprungfunktion im Integrator. Berechnen Sie

/ 9(2) 1y o)

R
firg:R—-R,acR.

Gauflsches Integral im Komplexen.
Es gilt fiir a,b € C mit Rea > 0:

b2
/efa:r2+ba: dr = \\/fjexp %v (1)

R

wobei y/a den Hauptwert der Quadratwurzel bezeichnet, also diejenige komplexe Zahl w = /a mit
Rew > 0 und w? = a. In dieser Aufgabe diirfen Sie die erst spéter bewiesene Formel

/e*"’”2/2 dr = V27

R

voraussetzen.

(a) Zeigen Sie die Formel (1) zuerst im Spezialfall a,b € R mit a > 0. Verwenden Sie dazu eine
quadratische Ergidnzung, Translation und Skalierung.

(b) Zeigen Sie die Formel (1) dann im Spezialfall b = 0. Beweisen Sie hierzu, dass fiir die Funktion

f:{a€C|Rea >0} —C, f(a):\/&/e_“$2dx
R

gilt: df = 0. Begriinden und verwenden Sie hierbei
da=
a=3 NG

(zu lesen als dv/-,(z) = z/(2/a) fiir a,z € C mit Rea > 0), zum Beispiel mit Hilfe des Satzes von
den impliziten Funktionen, angewandt auf die Gleichung w? = a fiir w = y/a. Vertauschen Sie
Integral und Ableitung mit Hilfe des Satzes von Lebesgue und integrieren Sie geeignet partiell.

da,

(c) Zeigen Sie schliefllich die Formel (1) allgemein, indem Sie

d (bt>2 —az’+btx _
7 exp(— 4a>/e de| =0
R

fiir t € R zeigen.
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Es gibt keine Variante des Lemmas von Fatou fiir limsup.

(a) Es sei f, = 1j9,1) > 0 fiir gerade n € N und f,, = 1j;,9) > 0 fiir ungerade n € N. Zeigen Sie:

/ lim sup f,,(z) dz > lim sup / fn(x)da.

n—oo n—oo
10,2] 10,2]

b) Nun sei g, = 1},,.ne17 > 0. Zeigen Sie:
Jn,n+1]

/lim sup gn(z) de < lim sup/gn(x) dzx.

n—00 n—00
R

Transformation der Fouriertransformierten unter linearen Abbildungen. Es sei p ein endli-
ches Ma8 iiber (R", B(R™)), n € N. Die Fouriertransformierte ji von pu wird durch

pR S C k) = [ u(da)
RTL

definiert, wobei
<k7 l’> = Z kjSCj
j=1

das euklidische Skalarprodukt bezeichnet. Es sei A € R™*™ und Ly : R® — R", Ly(x) = Ax die
zugehorige lineare Abbildung. Zeigen Sie fiir alle k£ € R™:

—

Lalul(k) = i(A'k)

Stetigkeit der Fouriertransformierten endlicher Mafe. Es sei u ein endliches Maf iiber (R™, B(R™)),
n € N. Zeigen Sie, dass die Fouriertransformierte

fiR" = C, k) = / ") pu(dw)
Rn

eine stetige Funktion ist.
Hinweis: Zeigen Sie Folgenstetigkeit von i mit Hilfe des Satzes von der dominierten Konvergenz.
Die Wirmeleitungsgleichung mit £!-Anfangsdaten. Es sei g € £L}(R", B(R"), \,,) und
Iz —vi3
fiR"XRY SR, f(x,t) = (2nt) /> / e g(y) An(dy).
R'ﬁ,

Beweisen Sie, dass f zweimal stetig differenzierbar nach x und stetig differenzierbar nach t ist, und
dass gilt:

of 1

A

ot 2 y
wobei sich der Laplaceoperator nur auf die z-Koordinaten bezieht.

Bitte wenden!



H6.5 Die Jensensche Ungleichung. Es sei I C R ein offenes Intervall und f € M(I,B(I)) eine konvexe
Funktion, d.h.

Ve,y e IVt € [0,1]: f(A1—t)z+ty) <1 —0)f(z)+tf(y). (2)

(a) Zeigen Sie fiir alle z € I, dass die links- und rechtsseitige Ableitung

/ 1 f(y) - f(l‘)
fl(x)-—lylgl y—z
o) i tim 1O @)

existieren und endlich sind, und dass fiir alle y, z € I mit y < x < z gilt:

—oo < LI < gy < gy < L2 o,

Folgern Sie fiir alle t € I:
f@) = f(@) + (t = 2)fi(2). (3)

(b) Nun sei p ein WahrscheinlichkeitsmaB auf (I, B(I)) mit [;tu(dt) € I. Zeigen Sie die folgende

“Jensensche Ungleichung’:
r(fentan) < [ o (@)

Hinweis: Setzen Sie in der Ungleichung (3) den Erwartungswert « = [, ¢ u(dt) ein und integrieren
Sie. Uberlegen Sie sich, dass das Integral J; f(t) p(dt) in der Tat exisitiert.

(c¢*) Multidimensionale Variante: Nun sei n € N und I € B(R") konvex (d.h. Vz,y € I V¢t € [0,1] :
(I1—-t)x+ty el),und f € M(I,B(I)) eine konvexe Funktion, d.h. es gelte wieder (2). Weiter
sei 1 ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf (I, B(I)) mit [, ¢p(dt) € I° (Inneres von I). Zeigen Sie die
Jensensche Ungleichung (4) auch in diesem multidimensionalen Fall.

Abgabe: Bis spétestens Dienstag, den 28.11.2017, Abend.



