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Ubungen zur Maftheorie und Integralrechnung mehrerer Variablen
Blatt 4 — Tutorien

T4.1 Vertriglichkeit der Urbildabbildung mit Mengenoperationen. Es sei f : Q — Q' eine Abbil-
dung, A, B C Q' und (A;);cs eine Familie von Teilmengen von . Zeigen Sie:

(a) fH0] =
(b) f7HQ] = 97
(c) fAHAUB] = fHAJU f1(B],
(d) fFHANB] = fHAIn f-1[B],
(e) Aus ANB = (Z) folgt f=1[A]N f~1[B] =0,
(£) f7HANB] = A\ f1[B],
(g) fHY\B]= Q\f_l[BL
(0) 7" [Uier Ai] = User £ A,
i) f

[ﬂzel A ] Nier F7H[A], falls T # 0.

Im Gegensatz zur Urbildabbildung vertriagt sich die Bildung des Bildes nicht so gut mit Mengenopera-
tionen. Zeigen Sie jeweils an einem Gegenbeispiel, dass f[CND] # fIC]Nf[D] und f[C\D] # f[C]\ f[D]
moglich sind.

T4.2¢ Messbarkeit der Identitit. Es sei 2 eine Menge und A, B zwei o-Algebren dariiber. Beweisen Sie,
dass folgende zwei Aussagen &quivalent sind:

(a) id: Q@ — Q, id(w) = w ist A-B-messbar.
(b) BC A.

T4.3¢ Messbarkeit von Abbildungen in Teilrdume. Es seien (2, A), (', A") messbare Rdume, B € A',
B={CeA|CCB}und f:Q — B. Zeigen Sie, dass f : (2, A4) — (B, B) genau dann messbar ist,
wenn f:(Q, A) — (Q, A’) messbar ist.

T4.4 Messbarkeit monotoner Funktionen. Es seien ©,{ € B(R) und f : @ — § eine monoton
steigende Funktion. Beweisen Sie, dass f : (2, B(2)) — (', B(£Y’)) messbar ist.

T4.5 Von einer Abbildung erzeugte o-Algebra. Es seien (2, .4), (Q', A’) messbare Rdume und X :
Q — Q' eine Abbildung. Wir definieren

o(X):={X1A A € A}.
Das Mengensystem o(X) wird die von X erzeugte o-Algebra genannt.

(a) Zeigen Sie, dass o(X) in der Tat eine o-Algebra ist.
(b€) Zeigen Sie, dass o(X) C A #quivalent zur A-A’-Messbarkeit von X ist.
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H4.1 Alternative Darstellungen des dufleren Mafles. Gegeben sei ein von unten o-stetiger Inhalt p
auf einer Mengenalgebra A iiber einer Menge €2 und das zugehorige dulere Ma§ p* : P(Q2) — [0, o0].

Zeigen Sie:
p(A) =
inf {Z 1w(Ay) | (An)nen ist eine Folge in A mit U A, D A} =
neN neN
inf {Z 1(Ar) | (An)nen ist eine Folge paarw. disjunkter Mengen in A mit U A, D A} .
neN neN

H4.2 Messbarkeit stiickweise definierter Abbildungen. Es seien (Q, A) und (€', A’) messbare Riume,
I eine abzihlbare Indexmenge, (£2;);c; eine Familie paarweise disjunkter messbarer Mengen 2; € A
mit (J,c; % = Qund A; := {A € A|A C Q;}. Zeigen Sie:

(a) Fir i e I ist (€;,.A;) ein messbarer Raum.

(b) Eine Abbildung f : @ — € ist genau dann A-A’-messbar, wenn jede Einschrinkung flq, :
(Q, A;) = (¥, A"), i € I, messbar ist.

H4.3 Messbarkeit der Kehrwertbildung. Zeigen Sie, dass die Abbildung k : R — R, k(z) = 1/z fiir
x # 0, k(0) beliebig, Borel-messbar ist.

H4.4 Problematik der Lingenmessung in Q. Es sei A die Mengenalgebra iiber Q, die aus allen endlichen
Vereinigungen der Gestalt | J;—, (QN]a;, b;]) mit n € Np und erweitert rationalen Zahlen a; < by < as <
by <...<a, < b, in QU {400, —0c} besteht. Dann wird durch

I (U(@m]ai,bi])> = (bi—a)

i=1 =1

ein Inhalt p auf A definiert; das brauchen Sie nicht zu zeigen, da es genau wie im reellen Fall bewiesen
werden kann. Beweisen Sie, dass dieser Inhalt nicht o-nullstetig ist.

H4.5* Regularitit der Lebesgue-Stieltjes-Mafle. Es sei f : R — R monoton steigend und rechtsstetig
und fiy : Au ; — [0,00] das zugehérige (vollstéindige) Lebesgue-Stieltjes-Maf. Zeigen Sie: Zu jedem
A€ "leif mit A C R und fi5(A) < oo und jedem € > 0 gibt es eine offene Menge B C R und eine
kompakte Menge K C R mit K € A C B und fif(B) —€ < fif(A) < fiy(K)+e. (Eine analoge Aussage
gilt auch fiir das n-dimensionale Lebesguemafl.) Lassen Sie sich dabei durch Ideen aus dem Beweis des
Carathéodoryschen Fortsetzungssatzes motivieren.

H4.6 Faktorisierung messbarer Abbildungen. Es seien (2,.4) und (€', .A’) messbare Rdume und X :
(Q,4) - (R,BR)) und Y : (2, 4) — (', A’) messbare Abbildungen mit A = o(Y"). Zeigen Sie, dass
es eine messbare Abbildung Z : (¥, A") — (R, B(R)) mit X = Z oY gibt.

Hinweis: Betrachten Sie zunéchst den Fall, dass X eine Indikatorfunktion ist. Approximieren Sie im
allgemeinen Fall X durch Treppenfunktionen.

Abgabe: Bis spitestens Dienstag, den 14.11.2017, Abend.



