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Ubungen zur MaBtheorie und Integralrechnung mehrerer Variablen
Blatt 13 — Tutorien

Zur Kompaktheitsvoraussetzung im Satz von Stokes. Zeigen Sie an einem Beispiel, dass die
Behauptung | o dw = /. ans w des Satzes von Stokes falsch werden kann, wenn man auf die Voraussetzung
verzichtet, dass die Form w kompakten Tréger besitzen soll.

Illustration zum Satz von Stokes. Gegeben sei die 2-Form w = xdy A dz + ydz A dz + zdx A dy.
Berechnen Sie das Integral |, g2 w iiber die Sphére (so orientiert, dass w darauf positiv wird) auf zwei
verschiedene Weisen:

(a) direkt als zweidimensionales Integral;

(b) mit dem Satz von Stokes.

Greensfunktion zu A in R”, n > 3. Zeigen Sie fiir n € N mit n > 3 und f € C°(R"):
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n ]l
wobei B,, die n-dimensionale Einheitskugel bezeichnet.

Cauchy-Integralformel fiir reell differenzierbare Funktionen. Es sei U C C ein kompaktes Gebiet
mit stiickweise glattem Rand und f : U — C stetig differenzierbar. Es sei = : U — R die Realteilbildung,
y : U — R die Imaginérteilbildung, z = = + iy und Z = x — 1y. Weiter sei a ein Punkt im Inneren
U° =U\ 90U von U. Zeigen Sie:

(a) dzAdz=2idx Ndy = 2i g

(b)
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(c) Ist » > 0 so klein, dass die abgeschlossene Kreisscheibe U,.(a) um a mit Radius r ganz in U°
enthalten ist, so gilt
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(d) Folgern Sie im Limes r | 0 die folgende verallgemeinerte Cauchy-Integralformel:
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Insbesondere gilt die Cauchy-Integralformel
(2) dz = 2mif(a)

U X —a

fiir holomorphe Funktionen f.

Hinweis: Parametrisieren Sie die Kreislinie OU,.(a) durch z(t) := a + re't, t € [0,27], und wenden
Sie den Satz von der dominierten Konvergenz an, um den Limes r | 0 in den Integralen in (1)
auszufiithren. Achten Sie dabei sorgfiltig auf die Existenz integrierbarer Majoranten.
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Ubungen zur MaBtheorie und Integralrechnung mehrerer Variablen
Blatt 13 — Hausaufgaben

H13.1 Losung der Poissongleichung. Es sei f : R* — R eine glatte Funktion mit kompaktem Triger und
h : R?® — R durch folgende Faltung mit dem Newtonpotential definiert:
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Zeigen Sie, dass auch h glatt ist und die “Poissongleichung”

Ah=f

erfiillt.
Hinweis: Zeigen Sie dazu, dass Ableitungen nach Komponenten von x und das Integral hier vertauscht
werden konnen.

H13.2 Greensfunktion zu A in R2. Zeigen Sie fiir f € C°(R?):
[ 108 lsll2 &) Xa(do) = 27£(0)
R
H13.3 Produktregel fiir die Lie-Ableitung. Es sei U C R” offen, p € Ny und X : U — R” ein glattes
Vektorfeld. Wir definieren die Lie-Ableitung:

Ly : DP(U) — DP(U),
Lxw=1ixdw+ dixw.

Zeigen Sie fiir w € DP(U) und x € DY(U) mit p,q € Ny:
Lx(wAx)=(Lxw)Ax+wA(LxX)

H13.4 Lie-Ableitung und Skalarmultiplikation. Zeigen Sie in der Situation von Aufgabe H13.3 fiir glatte
a:U—R:
Loxw =alxw+daNixw.

In diesem Sinne ist die Lie-Ableitung nicht C*°(U)-linear im Vektorfeldargument.

Abgabe: Bis spitestens Dienstag, den 30.1.2017, Abend.



