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Ubungen zur MaBtheorie und Integralrechnung mehrerer Variablen
Blatt 11 — Tutorien

Riickzug vertauscht mit Dachprodukt. Es sei f : U — V eine differenzierbare Abbildung zwischen
zwei offenen Mengen U C R™ und V C R" und w eine p-Form und x eine g-Form auf V', p,q € Ny.
Zeigen Sie:

[rwnx) = (ffw) AFX)-
Eine Volumenform auf der Sphire. Es sei dx1,. .., dz, die Standardbasis von (R™)" und
w=dx1 N Ndx,
Weiter sei x ein Punkt auf der Einheitssphiire S™~!. Zeigen Sie, dass die Abbildung
x: (TS"™Hr P SR, x(vi,...,vn-1) = w(T,v1,... 00 1)
eine Basis von A" ' (1,51 bildet.
(a) Volumenelement in Kugelkoordinaten. Es sei
g:R3 = R3,
(x,y,2) = g(r, ¥, p) = (rsind cos @, rsin ¥ sin @, r cos )
die Kugelkoordinatenabbildung. Zeigen Sie:

g*(dx A dy A dz) = r*sind dr A dd A de.

(b) Volumen eines Kugelschalensektors. Berechnen Sie fiir 0 < ¢ < b und ¢ > 0 das Volumen
A3(S) des Kugelschalensektors

S = {(z,y,2) ER®} 2>0, a® < 2® +y* + 2% <b?, 22 <Z(2* +¢?)}
Versuchen Sie sich S anschaulich vorzustellen.

Riickzug von Bilinearformen in Matrixdarstellung. Es sei f : R™ — R", f(x) = Fx eine lineare
Abbildung, dargestellt durch eine Matrix F' € R™*™. Weiter sei g € Bilin(R™) eine Bilinearform, darge-
stellt beziiglich der Standardbasis von R™ durch eine Matrix G € R™*". Zeigen Sie, dass f*g durch die
Matrix FIGF € R™*™ dargestellt wird.
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Ubungen zur Mafitheorie und Integralrechnung mehrerer Variablen

Blatt 11 — Hausaufgaben

H11.1 Rechenregeln fiir die Einsetzoperation. Es seien V' ein endlichdimensionaler R-Vektorraum und
p,q € N.

(a)

(b)

()

Zeigen Sie, dass die Einsetzoperation
p p—1
z’.:Vx/\ V’—>/\ V' (v,w) > dyw

bilinear ist.
Zeigen Sie
plww = —lylyw
fiir alle v,w € V und w € APV’ mit p > 2.
(Antikommutative Produktregel) Zeigen Sie fir v € V, w e A’ V' und x € AT V"

iv(W A X) = () Ax + (=1)Pw A (ivx)

H11.2 Zusammensetzen eines Mafles aus Stiicken. Es sei (M, A) ein mefibarer Raum, (V;);c; eine Fa-
milie von messbaren Mengen V; € A, die eine abzéhlbare Uberdeckung (Vi)ies von M umfafit: J C I
abzéhlbar, |J,c; V; = M. Fiir jedes i € I sei p; ein Maf8 auf (Vj, A;), wobei A; = {A € Al A C Vi}.
Weiter gelte 11;(A) = p;(A) fiir alle ¢,j € I und alle A € A mit A C V; NV;. Zeigen Sie, dass es genau
ein Maf} p auf A gibt, so dass u(A) = p;(A) fiir alle s € T und A € A; gilt.

H11.3 Stereographische Projektion und hyperbolische Ebene.

(a)

Es sei f: R? — S2 C R3,

211 229 1—a2 — x%)

f(3317372):(y1,y2,y3)= (x%—i—x%—l—l’m%—}—x%—i—l’x%—i—x%—i—l

die (inverse) stereographische Projektion. Uberzeugen Sie sich davon, dass f(z1,z2) der zweite
Schnittpunkt der Geraden durch (0,0, —1) € S? und (zy, x2,0) mit der Sphiire S? ist.
Berechnen Sie f*g fiir die euklidische Metrik

g =dy; @ dy; + dys ® dys + dys @ dys.
Uberzeugen Sie sich davon, dass
ffg=a-(dry ® dxy + dze @ das)

fiir ein o : R? — RT gilt. Man sagt hierzu: f ist konform oder auch winkeltreu.

Hyperbolische Variante: Gegeben sei die indefinite symmetrische Bilinearform
h = dy; @ dy; + dys ® dy> — dyz @ dys3
und das zweischalige Hyperboloid
H={y R hy,y) = —1} = {(y1,92,53) € R’| 4] + 5 —v3 = —1}

sowie die (inverse) hyperbolische stereographische Projektion f: D — H,

2

2z 2z9 1+22+ a3
l—a?—a23’1—22—23"1—2a%—2%)’

f(@1,22) = (y1,92,93) = (

wobei D = {(z1,x3) € R?| 22 + 22 < 1} die Einheitskreisscheibe bezeichnet. Uberzeugen Sie sich
davon, dass f(z1,x2) der zweite Schnittpunkt der Geraden durch (0,0, —1) € H und (z1, x2,0) mit
dem Hyperboloid H ist.

Berechnen Sie g := f*h und iiberzeugen Sie sich davon, dass
g=a-(dr; ® dzx; + dxe ® dxs)

fiir ein a : D — R7T gilt. Insbesondere ist g positiv definit, also eine Riemannsche Metrik auf der
Einheitskreisscheibe.

g wird die Poincaré-Metrik auf D genannt. Die Einheitskreisscheibe D, versehen mit dieser Rie-
mannschen Metrik, wird Poincaré-Modell der hyperbolischen Ebene genannt.



H11.4 Oberflichenform aus Volumenform durch Einsetzen von Normalenvektoren. Es sei M eine
Hyperflache in R™, also 1-codimensionale Untermannigfaltigkeit. Weiter sei ¢ : U — M eine surjektive
Parametrisierung von M, U C R™! offen. Schliefllich sei N : M — R™ ein normiertes Normalenvek-
torfeld auf M, d.h. N(y) L T, M (Orthogonalitét beziiglich des Standardskalarprodukts gemeint) und
IN(y)||l2 = 1 fiir alle y € M. Es gelte det(N(é(x)), Dop(z)) > 0 fiir alle x € U. Zeigen Sie fiir alle
A e B(M):

I\/IA: *-)\n7
M= [ @i

wobei A, = dx1 A ... Adz, die Standardvolumenfom bezeichnet und ¢*(inAn)e = do}(in(p(2))An) fiir
reU.

H11.5 Oberflicheninhalt von Rotationskdrpern.

(a) Es sei f :]a,b[— RT eine glatte Abbildung. Der Graph von f werde im Raum um die z-Achse
rotiert:
M= {(.If,y,Z) 6]Rg| y2+z2 :f(l‘)Q, a<zr< b}

Zeigen Sie, dass M den Flédcheninhalt

b
A:27T/ f@)/1+ f(x)?dx

besitzt.
Hinweis: Verwenden Sie Parametrisierungen der Gestalt k(z,t) = (z, f(x) cost, f(x)sint).

(b) Berechnen Sie den Oberflécheninhalt des Rotationsellipsoids
E={(z,y,2) eER a22? + b 2> + b 222 =1}
fiir gegebene a,b > 0. Was erhélt man fiir festes b > 0 in den Limiten a — 0 bzw. a — b7

Abgabe: Bis spitestens Dienstag, den 16.1.2017, Abend.



