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Ubungen zur MaBtheorie und Integralrechnung mehrerer Variablen
Blatt 10 — Tutorien

Vom Ortsvektor in Polarkoordinaten iiberstrichene Fliche. Fiir gegebenes f € M ([0, 2x[, B([0, 27]))

definieren wir die Menge
M = {(rcos¢,rsing)| 0 < ¢ <2m, 0<r < f(¢)}.

Zeigen Sie:
1 2
(M) =5 [ 56)do.
0
Dies gibt der in der Analysis 1 heuristisch-anschaulich begriindeten Formel fiir die vom Ortsvektor in
Polarkoordinaten iiberstrichene Fléche einen rigorosen Sinn.

Fouriertransformierte der multidimensionalen Normalverteilung. Es sei ¥ € R"™*" ¥ = %t
eine positiv definite Matrix und vys, die zentrierte multidimensionale Normalverteilung zur Kovarianz-
matrix . Zeigen Sie:

/ ek yo (dx) = exp (—;kﬁ)k) (1)

Hierbei bezeichnet (k,z) = 37, kjz; das euklidische Skalarprodukt.
Operationen mit Normalverteilungen.

(a) Es seien vy, : B(R™) — [0,1] und vy, : B(R™) — [0, 1] die multidimensionalen zentrierten Nor-
malverteilungen zu gegebenen positiv definiten Kovarianzmatrizen ¥; € R"*™ und ¥, € R™*™,
wobei n,m € N. Zeigen Sie: vy, ® vy, : B(R"™™) — [0,1] ist die multidimensionale zentrierte
Normalverteilung mit der Kovarianzmatrix (in Blocknotation)

_ E1 0 (n+m) X (n+m)
e (B2 ) emosmcin,

(b) Es seien m < n zwei natiirliche Zahlen, X € R™*™ eine positiv definite Matrix, A € R™*™ eine
Matrix vom Rang m und L4 : R® — R™  L,(x) = Az die zugehérige Multiplikationsabbildung.
Beweisen Sie La[vs] = vasat.

Hinweis: Der Spezialfall m = n ist Ihnen schon bekannt. Reduzieren Sie den allgemeinen Fall auf
diesen Spezialfall.

Kovarianzen der multidimensionalen Normalverteilung. Gegeben sei eine positiv definite Matrix
Y € R™*™. Weiter bezeichne vy, die multidimensionale (zentrierte) Normalverteilung mit Kovarianzma-
trix 3. Zeigen Sie fiir I,m € {1,...,n}:

/ Ty (de) = X p,

wobei © = (x1,...,2,)" und ¥, ,,, den (I, m)-Eintrag der Matrix ¥ bezeichnet.
Hinweis: Leiten Sie die Fouriertransformierte (1) der multidimensionalen Normalverteilung, siehe Auf-
gabe T10.2, nach k; und k,, ab.

Die Chi-Quadrat-Verteilung.

(a) Fiir n € N sei
Un(dz) = (27) /2273 )\ (dz), =€ R"

die n-dimensionale Standardnormalverteilung. Die Chi-Quadrat-Verteilung x2 mit n Freiheits-
graden wird definiert als das Bildmafl x2 := ¢[v,] von v, unter der Norm-Quadrat-Abbildung
q:R" = RY, q(x) = ||z||3. Zeigen Sie:

27n/2
r'(3)

Y2 (dt) = t2 e t2dt, >0,
(b) Zeigen Sie
2 .2 _ .2
Xm * Xn - Xern

fir m,n € N.
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Blatt 10 — Hausaufgaben

H10.1 RechteckxRechteck=Dreieck.

(a) Es sei u = do + &1 + d2 : B(R) — R{. Berechnen Sie y * . Zeichnen Sie den Graphen von
a— pxp({a}), a € Z, und veranschaulichen Sie sich seine Entstehung an Hand einer Graphik des
Quadrats {0, 1,2}2.

(b) Zeigen Sie:

Iy | -1
2 2

:RBxH%(l—\x/QDjL (2)

Veranschaulichen Sie sich diese Formel graphisch.

L[ sk fijr ke R\ {0}
- 1RT . — k2
2/]1%6 (1= |o/2)+ da { 1 fiir k= 0

(c) Beweisen Sie

auf zwei verschiedene Weisen:

i. direkt mit Techniken aus der Analysis 1,
ii. mitels Fouriertransformation der Faltungsformel (2).

H10.2 Die Cauchyverteilung. Die Cauchyverteilung zum Parameter a > 0 ist das durch

1 adx
Caua(dx) = ;m

definierte Wahrscheinlichkeitsma$ auf (R, B(R)).

(a) Skalierungseigenschaft. Fiir ¢t > 0 sei m; : R — R, m(z) = tx die Multiplikation mit ¢. Zeigen
Sie fiir a,t > 0:
m¢[Cau,] = Cauy,

(b) Faltungseigenschaft. Beweisen Sie fiir a,b > 0:
Cau, * Caup = Caugyp
Hinweis: Partialbruchzerlegung.

H10.3* Das normierte Oberflichenmafl auf der Einheitssphire. Fiir n € N sei
Ung1 (dz) = (2m)~(FD/2e=3l2l3 N (dz), 2 e R*T\ {0}

die n+ 1-dimensionale Standardnormalverteilung, eingeschréinkt auf (R"*1\ {0}, B(R"*1\ {0})). Weiter
sei N : R\ {0} — S™, N(z) = z/| |2, die Normierungsabbildung auf die n-Sphire

"= {z e R"" [lall2 = 1}.
Das normierte Oberflichenmafl auf (S™, B(S™)) wird definiert als das Bildma8 €2, := N{vp41].

(a) Berechnen Sie die Dichte dr[Q2,]/d), des Bildmafies von €, unter der Projektion 7 : S™ — R™,
m(T1y ey Tng1) = (X1, 0, Tp)-
(b) Zeigen Sie fiir alle f € M (R, B(R"+1)):

1 (n+1)/2
/ Fdhnsr = (”+ e / F(re) Qn(da) ™ dr (3)
Rn+1 Sn

Hinweis: Lassen Sie sich von der Herleitung des n + 1-dimensionalen Kugelvolumens inspirieren.

Man nennt den Vorfaktor % = (n+1)\p+1(Bp+1) auch die Oberfliche der Einheitssphiire
2

Sm.



H10.4* Die Formel von Wick fiir Momente der multidimensionalen Normalverteilung. Es sei II<5(m)
die Menge aller Partitionen der Menge {1, ..., m} in 1- oder 2-elementige Mengen, und Iy (m) die Menge
aller Partitionen von {1,...,m} in genau 2-elementige Mengen. Zum Beispiel ist {{1},{2,3},{4}} €
IT<2(4) und {{1,3},{2,4}} € II5(4). Gegeben

v:q{1l,...,m}—={1,...,n},

k € R™ und eine positiv definite Matrix ¥ € R"™*", definieren wir fiir jede 1-elementige Teilmenge

I={j} C{1,...,m}
¢(I, L, k,E) = (Zk‘)b(j)

und fiir jede 2-elementige Teilmenge I = {l,m} C {1,...,m}:
O, 0, k, X) i= .
(a) Zeigen Sie:

/ [T | ™ ve(de) = exp (_2kt2k> > Il etk ®)
n J:1

Pell<y(m) I€EP

Hinweis: Leiten Sie die Fouriertransformierte (1) der multidimensionalen Normalverteilung nach
kL(l), ceey kL('HL) ab.
(b) Folgern Sie:

/n HMJ) ve(de)= > ] ¢ uk%)

Pelly(m) IEP

Schreiben Sie diese Summe im Fall m = 4, also fiir

/ Ty(1) Ty (2)To(3) Lo (4) Ve (d)
RTL

explizit aus.

(c) Uberlegen Sie sich, dass die Formeln fiir die Momente der Standardnormalverteilung aus T7.5(b)
als Spezialfall n = 1, ¥ = 1 enthalten sind.

H10.5 Wiederholungsaufgabe': Fehlerabschitzung in der Stirlingformel.
(a) Essei f:]0,1] — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Beweisen Sie:

1

1 1
SO+ 701 = [ fads =5 [ (@-a)r (@) da @

(b) Nun sei zusitzlich f” > 0. Beweisen Sie: 2

1
0<5 [ @=at)f @ < GlFW) - 1/0) )

Hinweis: Uberlegen Sie sich zuerst 0 < z — 22 < 1/4fir0 <z <1.
(¢) Fiir n € N sei gegeben:

1 n+1/2 —n
ay = (n + ) logn —n —log(n!) = log e (6)
2 n!
Beweisen Sie fiir alle n € N:
1/1 1
< —a, <= (=-
Hinweis: Verwenden Sie die vorhergehenden Teilaufgaben im Spezialfall f(z) = —log(z + n).

(d) Beweisen Sie induktiv fiir alle m,n € N mit n < m:

1/1 1
0<am—-—a, << |———

—8\n m

—~
(0%g)
~—

e ach der Stirlingtormel gilt lim,,_,, e* = —=—. Folgern Sie fiir alle n € N:
Nach der Stirlingfi 1 gilt li e \/IQTTFI Sie f 11 N
/27Tnn+1/26—n < n! < /2ﬂ_nn+1/2€—n+l/(8n)

Abgabe: Bis spitestens Dienstag, den 9.1.2017, Abend.

Ivgl. die 1. Klausur zur Analysis 1 des Wintersemesters 2016/17. zur Analysis 1
2Fiir den Spezialfall f(x) = —log(z + n), der unten benstigt wird, kann man den Faktor é rechts in (5) (und damit auch in

den folgenden Teilaufgaben) durch ﬁ ersetzen. Wer will, kann auch die daraus resultierende Verschirfung der Fehlerabschitzung
in der Stirlingformel zeigen.



