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Ubungen zur Maftheorie und Integralrechnung mehrerer Variablen
Blatt 1 — Tutorien

e-Aufgaben sind eher einfach; sie dienen der Einiibung von Begriffen. x-Aufgaben sind eher schwerer und
iibersteigen manchmal den Standardstoff.

T1.1¢ Uberlegen Sie sich, dass man den gleichen Begriff von Mengenalgebren bzw. von o-Algebren erhiilt,
wenn man in der Definition die Forderung “1. ) € A” durch “1.” Q € A” ersetzt.

T1.2 Es sei A eine Mengenalgebra und A, B € A. Zeigen Sie: AN B, A\ B,AAB € A, wobei AAB =
(A\B)U(B\ A).

T1.3° Monotonie von Inhalten. Es v ein Inhalt auf einer Mengenalgebra A. Zeigen Sie pu(A4) < p(B) fiir
alle A,B € Amit A C B.

T1.4 Es sei Q = {1,2,3,4} und £ = {{1,2},{1,3}}. Beweisen Sie o(&,Q) = P(2). Geben Sie auch alle
Elemente von o({{1,2}},) an.

T1.5 (0-)Subadditivitit.
(a) Es sei p ein Inhalt auf einer Mengenalgebra A. Zeigen Sie: Fiir n € Nund Ay,..., A, € A gilt

pl A4 SZM(AJ‘)-

j=1

(b) Nun sei p sogar ein Mafl auf einer o-Algebra A. Zeigen Sie: Ist (A, )nen eine Folge mit Werten in

A, so gilt
1 <U An> <> u(Ay).
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Ubungen zur Maftheorie und Integralrechnung mehrerer Variablen
Blatt 1 — Hausaufgaben

H1.1 Elementare Eigenschaften signierter Mafle. Es sei u ein signiertes Mafl oder ein Inhalt auf einem
Ereignisraum (€,.4). Beweisen Sie fiir A, B,C € A:

(a) (AU B) + u(ANB) = pu(A) + pu(B),
(b) w(A\ B) 4+ u(B) = u(B\ A) + p(A),

(¢) u(A\ B) + u(B) = pu(A), falls B C A,

(d) p(AUBUC)+ u(ANB)+u(BNC)+u(CNA)=pu(A)+ pw(B)+ p(C)+ u(AnBNC).

H1.2 Es sei Q =|a,b], wobei a,b € RU {*oo} mit a < b. Wir betrachten das Mengensystem A(]a, b]),

bestehend aus allen endlichen Vereinigungen U?zl]aj, b;], n € No, von halboffenen Intervallen ]a;, b;] C
la,b] mit a < a; <b; <b.

(a) Uberzeugen Sie sich davon, dass sich jedes A € A(Ja,b]) als eine endliche Vereinigung A =
Uj=1laj, bj], n € Ny, von paarweise disjunkten Intervallen Ja;, b;] schreiben lisst.

(b) Uberzeugen Sie sich auch davon, dass solch eine Darstellung von A eindeutig bestimmt ist, wenn
man zusitzlich a < a1 < by <ag < by <...<a, <b, <b fordert.

(¢) Zeigen Sie, das A(]a,b]) eine Mengenalgebra bildet.

(d) Folgern Sie, dass auch A(R) := {ANR| A € A(] — 00, 0])} eine Mengenalgebra bildet.

(e) A(Ja, b)) ist keine o-Algebra. Geben Sie zur Illustration hiervon (ohne Beweis) eine Folge (A;);en
mit Werten in A(Ja, b]) an, fiir die ;45 ¢ A(Ja,0]) gilt.

H1.3 Partitionen und o-Algebren iiber abzihlbaren Mengen. Es sei Q) eine endliche oder abzdhlbar
unendliche Menge und A eine o-Algebra dariiber. Fiir jedes w € Q sei A(w) :={neQVBeA: we
B = ne B}.

(a) Berechnen Sie A(w) fiir @ = {1,2,3}, A={0,9,{1},{2,3}} und alle w € Q.
(b) Zeigen Sie:Fiir alle w € Q ist w € A(w) € A.

(c) Zeigen Sie: Fiir alle w,n € Q gilt A(w) = A(n) oder A(w) N A(n) = 0. Das abzihlbare Mengen-
system part(A) := {A(w)| w € Q} bildet also eine Partition von €, also eine Zerlegung von € in
nichtleere paarweise disjunkte Mengen.

(d) Zeigen Sie fiir alle B C Q, dass B € A genau dann gilt, wenn B sich als eine Vereinigung von
Elementen von part(.A4) darstellen lisst.

H1.4 Komplexe Differenzierbarkeit — Wiederholung zur Analysis 2. Es sei U C R? offen und
f = (f1, f2) : U = R? eine glatte Funktion. Wir identifizieren R? = C mittels R? > (z,y) = x +iy € C.

(a) Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen:
i. Fir alle z € U ist df, : C — C eine C-lineare Abbildung, d.h. es existiert eine komplexe Zahl
f(z) € C, so dass fiir alle w € C gilt: df,(w) = f'(z)w.
ii. Es gllt lel = D2f2 und D2f1 = —D1f2.
iii. Die beiden 1-Formen wy,ws : U — (R?), wi(z,y) = fi(z,y)dz — fo(z,y) dy, we(z,y) =
fo(z,y)dx + f1(x,y) dy sind geschlossen.
Bemerkung: In diesem Fall kann man in der Notation mit komplexen Zahlen z = z + 11y € U,
dz = dx + i dy schreiben: wy (z) + iwa(z) = f(z) dz. Dies ist eine komplexwertige 1-Form.

(b) Nehmen wir nun an, dass die drei obigen dquivalenten Aussagen gelten und dass U sternformig
sei. Zeigen Sie fiir jede geschlossene, stetige, stiickweise stetig differenzierbare Kurve C' in U:

Jo f(z)dz=0.
Abgabe: Bis spitestens Montag, den 23.10.2017, Abend.



