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Ubungen zur Analysis einer Variablen
Blatt 9 — Hausaufgaben

H9.1 Aus der Probeklausur zur Analysis einer Variablen des Wintersemesters 2012/13:

(a) Formulieren Sie den Satz von der dominierten Konvergenz fiir Reihen.

(b) Zeigen Sie die Existenz von
z = lim iex -n+ Ee_ﬁ
- k—o0 1 p n '
Berechnen Sie .

H9.2 Iteration einer stetigen Funktion. Es sei M C C und f : M — M stetig. Wir wéihlen zq € M
und setzen rekursiv ©,4+1 = f(z,) fiir n € Ny. Zeigen Sie: Konvergiert die Folge (2, )nen, gegen einen
Punkt x € M, dann gilt f(x) =

H9.3 Das Lemma von Fatou fiir Reihen.

(a) Es sei (an,i)n,ien, eine Doppelfolge mit Werten in [0, +00]. Zeigen Sie:

E liminf a, ; < hm mf E Qni
71— 00
n€Ny n€Ny

Hinweis: Betrachten Sie dazu die Doppelfolge (inf;>; ay,_ j)n. ien, und wenden Sie den Satz von der
monotonen Konvergenz an.

(b) Typische Anwendung des Lemmas von Fatou: Es sei (an ;)n,ien, €ine Doppelfolge mit Werten in
C, so dass fiir alle n € Ny der Grenzwert b, = lim;_, ay; in C existiert. Zeigen Sie:

Z |bn|? < hmlnf Z lan.|* < sup Z |an. |

neNg neNy €N T’LENO

(c) Zeigen Sie an Hand von je einem Beispiel, dass unter der Voraussetzung in (a) jede der drei
folgenden Ungleichungen auftreten kann:

E liminf a, ; < liminf E Qn i)
1—00 1—00
n€eNy n€eNg

Z lim sup a,,; < limsup Z Qn i,

71— 00 7 o0
n€Np -

Z limsup a,, ; > limsup Z Q-

neNo 1—00 i—00 neNo

Bitte wenden!



H9.4 Anderung des Entwicklungspunkts bei Potenzreihen. Es sei Yoo o anx™ eine Potenzreihe in x
mit komplexen Koeffizienten a,, und Konvergenzradius r > 0. Weiter seien y,z € C mit |y| + |z| < r
gegeben. Beweisen Sie:

@ 33 () o < .
k=0 1=0
(b) Folgern Sie, dass die Potenzreihe

St
k=0
in z mit den Koeffizienten
(k1 .
by, == Z ( i )%Hy

1=0
mindestens den Konvergenzradius r — |y| besitzt, und dass fiir z := y + z gilt:

oo o0
E b2t = g anz”.
k=0

n=0

H9.5* Eulersche Produktdarstellung der Riemannschen Zetafunktion. Es sei (p;);en eine bijektive
Aufzdhlung aller Primzahlen, zum Beispiel die monotone Aufzdhlung p1 =2, po =3, p3 =5, ps = 7,
ps = 11, pg = 13, .... Es bezeichne NéN) die Menge aller Folgen (v;)jen € N, fiir die v; # 0 fiir
hochstens endlich viele 7 € N gilt. In der elementaren Zahlentheorie wird der folgende Satz von der
Existenz und Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung bewiesen; er darf hier ohne Beweis verwendet
werden:

Die Abbildung 1T : NE)N) — N, II((v)) jen) = H;‘;lp;j ist eine Bijektion. !
Es sei s € R mit s > 1 gegeben.

(a) Zeigen Sie fiir alle v = (v;)jen € N(()N):

—(vj+1
= linen,y  pr l—p; ws¥)e
E Zin€Muy I | -
= " o1 Lo

wobei
M, = {Il(w)| w = (w;)jen € NE)N), VjeN:w; <w;} ={n € N|n ist Teiler von II(v)}.

(b) Folgern Sie fiir alle m € N:

o0 m

1{n€Lm} . 1
Z ns - H 1 -5’

n=1 j=1+ 7P

wobei

Ly, :={II(v)| v = (vj)jen € N(()N), Vj>m:v; =0}
= {n € N| n enthilt hochstens die Primfaktoren p1,...,pm}-

(c¢) Beweisen Sie damit die folgende Eulersche Produktdarstellung der Riemannschen Zetafunktion:

>~ 1 ad 1
> =11
n=1 7j=1

1—p;°

Hinweis: Der Satz von der monotonen Konvergenz fiir Reihen (oder auch der Satz von der dominierten
Konvergenz fiir Reihen) kann Thnen bei den letzten beiden Teilaufgaben helfen.

Abgabe bis spitestens Dienstag, den 20.12.2016, Abend.

Y Zur Notation: [[32, ... ist eine Abkiirzung fiir limm—oo [[72; .... Die Primfaktorzerlegung ist dennoch eigentlich ein
endliches Produkt, denn es treten nur endlich viele von 1 verschiedene Faktoren auf.
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Ubungen zur Analysis einer Variablen
Blatt 9 — Tutorien und Zentralitbung

Ubung zum logischen SchlieBen mit Quantoren. Beweisen Sie, dass fiir alle Folgen (an)nen, €
CNo gilt:

Me>03ImeNgVn>m: |a,| <€) = Ve>0ImeNVn>m: |ay| <e€)

Ubung zur e—d—Definition der Stetigkeit. Wenden Sie direkt die e-6-Definition der Stetigkeit in
einem Punkt an, um zu zeigen, dass

fR=R, f(x) =]z
stetig in 0 ist.

Die Riemannsche Zetafunktion. Fiir gegebenes s € R mit s > 1 definieren wir

¢(s) := Z n=°.
n=1

Zeigen Sie, dass diese Reihe in R konvergiert.

Hinweis: Fassen Sie analog zum Beweis der Divergenz in R der harmonischen Reihe die Summan-
den jeweils in Blocke von Zweierpotenzldnge zusammen. Schétzen Sie jede Blocksumme nach oben
ab. Giiltige Rechenregeln fiir Potenzen diirfen Sie dabei ohne Begriindung verwenden. Die Funktion
¢ :]1,00[— R wird Riemannsche Zetafunktion genannt. Sie spielt in der analytischen Zahlentheorie eine
wichtige Rolle.

Numerische Berechnung der Eulerschen Zahl. Berechnen Sie die Eulersche Zahl e = exp(1)
niherungsweise mit einem Fehler vom Betrag kleiner als 1075 — mit Beweis!



