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Ubungen zur Analysis einer Variablen
Blatt 3 — Hausaufgaben

Eine Anwendung der geometrischen Summe. Ein Sparer zahlt jedes Jahr am gleichen Tag =z
Euro auf sein Sparkonto ein. Es wird mit dem jahrlichen Zinssatz p verzinst. Welches Guthaben weist
das Konto (inkl. Zins und Zinseszins) unmittelbar nach der n-ten Einzahlung auf? Berechnen Sie mit
dem Taschenrechner dieses Guthaben in den drei Féllen = 100, n = 40 und p = 0% bzw. p = 1%
bzw. p = 4%. Vergleichen Sie die Zahlenwerte.

Ganzzahliger Anteil. Zeigen Sie, dass es fiir jedes r € R ein eindeutig bestimmtes z € Z mit
z <r < z+1 gibt. Dieses z wird mit |r] bezeichnet und ganzzahliger Anteil oder auch Gaufklammer
von r genannt. Dabei bezeichnet

Z =NoU{—n|n €N}

die Menge der ganzen Zahlen.

Approximation reeller Zahlen durch abbrechende Dezimalbriiche. Es sei

k
D =
{ 107l

die Menge aller abbrechenden Dezimalbriiche. Beweisen Sie, dass fiir alle reellen Zahlen a gilt:

keZ,neNo}

sup{z € D]z <a} =a

Logarithmen — elementarer Zugang. Bei dieser Aufgabe sollen Sie zwar die Rechenregeln und
Monotonieeigenschaften fir Potenzen mit ganzzahligen Exponenten, aber weder die Existenz von Loga-
rithmen noch deren Figenschaften als bekannt voraussetzen.

Es seien a > 1 und b € RT gegeben. Wir definieren wir die Menge

L(a,b):{%‘ mGZ,nGN,am<bn}.

Beweisen Sie:

(a) 3" < 2% < 3'2 (Taschenrechner erlaubt!) Folgern Sie 13 € L(2,3) und 13 ¢ L(2,3).

(b) VpeQVqgeQ: (p€ L(a,b) Ng<p = q€ L(a,b))
Erinnerung: Q = { %| meEZ,ne N} bezeichnet die Menge der rationalen Zahlen.

(c) Die Menge L(a,b) ist nichtleer und nach oben beschrankt. Also ist
log, b:=sup L(a,b) € R
wohldefiniert. Wir nennen log, b den Logarithmus von b zur Basis a.
(d) 15 <logy3 <}
(e) log, $ = —log, b

(f) log,(bc) = log, b+ log, ¢, wobei auch ¢ € RT gegeben sei. Hinweis: Zeigen Sie zuerst log, (bc) >
log, b+ log, ¢ und verwenden Sie dann die vorherige Teilaufgabe.

Bitte wenden!



H3.5 Fir m € N definieren wir
m 1
Ay = E,l 2

sowie

A :={an,| m e N}
(a) Zeigen Sie, dass fiir alle [, m € N mit | < m gilt:

1 1
azéaméaﬂr?—a

(b) Folgern Sie, dass 2 eine obere Schranke von A ist. Insbesondere ist sup A € R wohldefiniert.

(c) Geben Sie (mit Beweis) ein m € N explizit an, fiir das

1
amSSUpASGerE
gilt. Berechnen Sie a,, fiir dieses m mit Taschenrechnergenauigkeit.
Bemerkung: Es gilt sup A = 72/6 mit der Kreiszahl 7 = 3,14159. ... Das beweisen wir allerdings
erst am Ende des zweiten Semesters.

H3.6 Lesen Sie nochmal den Abschnitt 1.2 iiber Mengen im Skript:
www.math.lmu.de/~merkl/ws16/anal/skript.pdf
Stellen Sie zur Abgabe in der Zentralibung eine Liste mit allen Fragen zu diesem Abschnitt zusam-
men, die Sie beantwortet haben wollen, getrennt von den iibrigen Hausaufgaben, wenn Sie wollen in
Gruppenarbeit oder anonym.

Abgabe: H3.1-H3.5 bis spétestens Dienstag, den 8.11.2016, Abend. H3.6 am Mittwoch, den 9.11.2016 in
der Zentraliibung.
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Ubungen zur Analysis einer Variablen
Blatt 3 — Tutorien

T3.1 Beweisen Sie die folgenden Eigenschaften reeller Zahlen direkt aus den Axiomen der reellen Zahlen:

(a) Va,b,ceR(b<c=a+b<a+c)
(b) Va,b,ceR(a>0Ab<c=a-b<a-c)
(c) Va,b,c e RT(b < c= ¢ > 2), wobel RT := {z € Rl 2 > 0} und ¢ :=a b fiir a € R und
be R\ {0}.
T3.2 Beweisen Sie fiir alle a € R:
sup{z eR|z <a} =a
T3.3 (a) Beweisen Sie:
1
Va > 1Ve >0dn € Ny : — <€
a
Hinweis: Verwenden Sie die Bernoullische Ungleichung und das Archimedische Axiom. Bei dieser

Aufgabe sollen Sie die Existenz und Eigenschaften von Logarithmen nicht als gegeben vorausset-
zen.

(b) Folgern Sie fiir alle reelle Zahlen a > 1:
1
inf { —
an

A+B:={a+blac ANbe B},
AB:={a-blac ANbec B}

’I’LENQ}:O.

T3.4 Fir A, B C R setzen wir

und, falls 0 ¢ A,
A i={a"a € A}.

Beweisen Sie:

(a) Sind A, B C R nichtleer und nach oben beschrénkt, so ist auch A + B nichtleer und nach oben
beschriankt, und es gilt
sup A 4 sup B = sup(A + B).

(b) Sind A, B C R* nichtleer und nach oben beschrankt, so ist auch AB nichtleer und nach oben

beschriankt, und es gilt
sup A - sup B = sup(AB).

(c) Ist A C RY nichtleer und von der 0 weg beschrankt, d.h. besitzt A eine positive untere Schranke,
so ist A~! nichtleer und nach oben beschrankt, und es gilt

sup(A~1) = (inf A) 7L

T3.5 Quadratwurzeln. Bei dieser Aufgabe sollen Sie weder die Fxistenz von Quadratwurzeln noch Eigen-
schaften von Quadratwurzeln als bekannt voraussetzen.
Beweisen Sie:

(a) Fiir alle a > 0 ist die Menge Q(a) := {z > 0| 22 < a} nichtleer und nach oben beschrinkt.
(b) Setzt man v/a := sup Q(a) fiir alle a > 0, so gilt \/a > 0 und \/a’ = a.

(c) Bs gilt Va2 = a fiir alle a > 0.

(d) Fiir alle @ > 0 und b > 0 gilt Vab = \/av/b.



