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Ubungen zur Analysis einer Variablen
Blatt 2 — Hausaufgaben

H2.1 Beweisen Sie, dass fiir alle m € Ny gilt:

H2.2 Aus der GOP des Wintersemesters 2012/13, minimal variiert:
(a) Formulieren Sie eine Version des Induktionsprinzips, die zur Losung der folgenden Teilaufgabe (b)
niitzlich ist.
(b) Die Folge (an)nen, ganzer Zahlen sei rekursiv wie folgt definiert:
ap =0,
ay ‘= 27
an+1 = 4(a, —ap—1) fir n € N,
Beweisen Sie mit Hilfe des Induktionsprinzips aus Teilaufgabe (a), dass a,, = n2" fiir alle n € Ny

gilt. Achten Sie dabei besonders auf eine logisch korrekte Darstellung des Beweises! Geben Sie
insbesondere an, auf welche Formel Sie das Induktionsprinzip aus (a) anwenden.

H2.3 Die Addition + : Ny x Ny — Ny und die Multiplikation - : Ng x Ng — Ny auf den natiirlichen Zahlen
seien wie in Aufgabe H1.1 rekursiv definiert. Beweisen Sie damit durch vollsténdige Induktion:
(a) Fiir alle a,b € Ny gilt a + b = b + a (Kommutativgesetz der Addition).
(b) Fiir alle a,b,c € Ny gilt (a +b) +c=a+ (b+ ¢) (Assoziativgesetz der Addition).
(c) Fiir alle a,b € Ny gilt a-b = b-a (Kommutativgesetz der Multiplikation).
(d) Fiir alle a,b,c € Ng gilt (a-b)-c=a- (b-c) (Assoziativgesetz der Multiplikation).
(e) Fiir alle a,b,c € Ny gilt a- (b+¢) = a-b+ a- ¢ (Distributivgesetz).
Achten Sie dabei besonders auf eine logisch korrekte Darstellung der Beweise! Geben Sie bei den

Induktionsbeweisen genau an, inklusive aller Quantoren, welche Aussage induktiv bewiesen wird und
wie die Induktionsvoraussetzung lautet.

H2.4 Leiten Sie die Variante
Vn: (Ym <n:o(m)) = p(n))] = Yn: o(n)
des Induktionsschemas aus dem Induktionsschema
[1(0) AV : (Y(n) = P(N(n)))] = Vn :p(n)

her. Welche mit Hilfe von ¢ gebildete Formel v ist dafiir geeignet? Die Variablen m,n sollen dabei
iiber Ny laufen, also iiber die natiirlichen Zahlen inkl. 0.

H2.5 Wir definieren rekursiv fiir £ € N:
po(k) =k,

n—1

1 " n+1

pn(k)izm kH_Z( j >Pj(k) , neN.
§=0

(a) Berechnen Sie p;(k), p2(k) und ps(k).
(b*) Beweisen Sie fiir alle n € Ny und k£ € N:

k—1
- Z "
=0

Abgabe: Bis spatestens Mittwoch, den 2.11.2016, Abend.
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Ubungen zur Analysis einer Variablen
Blatt 2 — Tutorien
T2.1 Beweisen Sie fir alle a,b € R und m € Ny:

> (a+nb) = (m+1)(a+mb/2)

n=0

T2.2 Die Fibonacci-Zahlen f,,, n € Ny, sind rekursiv wie folgt definiert: fo :=0, f1 :=1, fot1 := fu + fn-1

fir n € N. Wir kiirzen ab: ) .
W+:§(1+\/5)7 w,:i(l—\/g).

Beobachten Sie w? = w + 1 fiir w € {w;,w_}. Beweisen Sie damit fiir alle n € Ny:

T2.3 Wir verwenden die Notationen von Aufgabe H1.1. Die Kleinerrelation < C Ny x Ny wird rekursiv so
definiert:
VneNy:—n<O0,
Ym € Ng: 0 < N(m),
Vn € NgVm € Ny : (N(n) < N(m) & n<m).

Hierbei soll A :< B bedeuten, dass A als dquivalent zu B definiert wird. Beweisen Sie mit Hilfe dieser
Definition:

(a) 2 <4,

(b) ~4 <2,

() VneNy¥meNy: (n<m & n< N(m)),
(d) VneNgVmeNy: (n<m & —m <n).

Dabei ist n < m eine Abkiirzung fir n <m V n =m.

T2.4 Beweisen Sie, dass jede nichtleere Menge M C N ein minimales Element besitzt, d.h.
VMCN:(M#0=3IneMVYmeN:(m<n=m¢M)).

Hinweis: Beweisen Sie das durch Kontraposition. Nehmen Sie also an, M besitze kein minimales
Element, und folgern Sie M = (). Verwenden Sie hierzu vollstandige Induktion.

T2.5 Beweisen Sie die folgende Eindeutigkeitsaussage im Rekursionssatz iiber Nj: Sind M eine Menge,
a € M ein Element davon und g : Ng x M — M eine Abbildung, so gibt es hdchstens eine Abbildung
f:Nog = M mit f(0) =aund f(n+1) = g(n, f(n)) fir alle n € Ny.



