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Aufgabe 5

Die Menge der Sehnen identifizieren wir mit der Menge Q = {(®,¥) € [0,27[? | ® < U},
wobei das Element (®,¥) € Q die Sehne bezeichnet, die durch die Punkte (cos(®),sin(®))
und (cos(¥),sin(V¥)) geht. Aus technischen Griinden empfiehlt es sich jedoch, zunachst den

gesamten Raum Q) = R? zu betrachten und eine Abbildung zu definieren, welche jedem

Paar (¢, V) die durch die Punkte (cos(®),sin(®)) und (cos(¥),sin(¥)) verlaufende Sehne in
Q zuzuordnet:

(®,V), fallsd< W u
(0,®), falls® >0

&=+ 2kn,U="U+2rmitk,l € Zund ®,¥ € [0, 2]

p: Q—Q p(%,\fl)—{ nd

Beide Mengen versehen wir mir der jeweiligen Borel-o-Algebra A = B(€2) und A = B(1). Fiir
k,l € Z sei

Agy = {(®+2km, U + 2I7) | (@, V) €]0,27[%,® < U} und
Api = {(®+2km, U+ 207) | (®,0) €]0,27[%, & > U},
Dann ist jeweils pi; := pla, , bzw. pr; == p\gk I ein Diffeomorphismus von Ay ; bzw. ﬁk, nach

Ag o C  mit Funktionaldeterminante 1 bzw. —1.

Sei nun @ ein MaB auf (€2, A) mit einer Dichte f. Da Q\ Uk .1ez(Dk, U ﬁw) eine Nullmenge
beziiglich )\, ist, gilt fiir A € Q:

Lolr)() = QA = - Qi)+ Q@A) = 3 [ fopi@da [ fopii)ds
k,l€Z kilez” 4 A
Also ist die Dichte des BildmalBies £, (p) genau die Summe:
> fovgi+foby
k€L

Wir werden auch im folgenden oft implizit Nullmengen ignorieren, um offene Definitions-
bereiche fur Diffeormophismen zu erhalten und Dichtefunktionen kiirzer aufzuschreiben.
Beachte hierzu, dass eine auf einer Nullmenge abgednderte Dichtefunktion immer noch das-
selbe Maf} beschreibt.

(a)

1. Sei ((NZ,X, Q) die Gleichverteilung auf [0,27[?, also die Verteilung mit der Dichte fl =
ﬁ “1a, JURo o Wird (@, ¥) gezogen, so wiahlen wir die Sehne p(®, V) aus. Dies entspricht



der angegebenen Vorgehensweise. P; ist also das Bildmaf} von ); unter p. Nach obiger Be-
merkung ist P; also die Gleichverteilung auf (2, .A), mit der Dichte:
1

R

fi :flop(;(l)+flo;bE(1):

2. Sei B = [0, 27[x[0, 7|, (B, B(B), Q2) die Gleichverteilung auf B, also die Verteilung mit der
Dichte # -1p. Wird (¥, ®) gezogen, so drehen wir wie beschrieben die Tangente im Punkt
(cos(¥),sin(¥)) um den Winkel . Man iiberlegt sich leicht, dass dann der zweite Endpunkt
der Sehne (cos(¥ + 2®), sin(¥ + 2®)) ist. Setzen wir also

g: B—Q, f(U,®) =(T,V+2),
so ist P, das BildmaB von ()2 unter pog. Nach dem Satz iiber die Transformation von Dichten
hat das BildmaB unter g die Dichte
1
272
Da det Dg(V, ¥ + 29) = 2 fiir alle ¥ und @, ist det Dg~! konstant %, und weil g[B] =

{(T,®) | T €]0,27][,& — ¥ €]0,2n[} bis auf eine Nullmenge gleich Ay U Ao,_l ist, ist eine
Dichte von Lg,(9):

. ]-g[B] - | det Dg71|

1
f2 = ﬁ : 1A070U£0,71

P, ist das Bildmaf hiervon unter p, also wieder die Gleichverteilung mit der Dichte:

1

fo=fropgo+ faoPpis = 52 Lo

3. SeischlieBllich C' =]—1,1[x]0, 2x[, (C, B(C), Q3) die Gleichverteilung auf C, mit der Dichte
+1¢. Wird (y, ®) gezogen, so drehen wir die vertikale Gerade durch (y,0) um den Winkel ®.
(Wir beginnen hier, anders als in der Angabe, mit einer vertikalen Geraden, da dies die fol-
gende Rechnung etwas vereinfacht. Beide Vorgehensweisen beschreiben offenbar das gleiche
Modell.) Dies entspricht dann der Sehne p o h(y, ®), wobei

h: C—Q, f(y,®)=(®— arccos(y), ® + arccos(y)),

denn die vertikale Gerade durch (y, 0) trifft den Einheitskreis in den Punkten mit den Winkeln
arccos(y) und — arccos(y). Lg,(h) hat also die Dichte

- 1 B

fs = nc) - | det Dh .
Nun ist A= 1(®, ¥) = (cos(L52), 2£L), also det D=1 (®, ¥) = L sin(¥52). Weiterhin ist 1[C] =
{(®,9) | @+ ¥ €]0,4n[, ¥ — @ €]0,2x[} =: E, also ist die Dichte gleich

sin(¥52)

8w

(Beachte, dass der Sinus in [0, 7] nicht negativ ist, die Betragsstriche also tatséchlich wegge-
lassen werden konnen.) E ist aber bis auf eine Nullmenge genau A, vereinigt mit der
unteren Hailfte von Ay _; und der oberen Hilfte von A_; . Ist (®,¥) = f)tio(fbﬁll), S0

ist ‘T’*‘E = — ¥52 also sm(‘l’ T =2

f3(®,0) = % (P, W) - %sin (\Pg@) =15(®,0)-

™

= sin( . Folglich ist f3 o _{ , genau in der oberen

Halfte von Ag g glelch L sin(¥%52) und sonst 0. Analoges gilt fiir f3 o Py, Die Dichte von
Lq,(poh)= ﬁﬁgs(h)( ) lst also

sin(¥52)

An ’ ]-Ao,o(q)vql>

f3(@,0) = (fz0p0 + fs0 b1+ f3 0 b 1) (@, ¥) =

(wobei die zweite Gleichheit nur fast tiberall gilt).



(b)

Da P, = P, die Gleichverteilung auf Q mit der Dichte ﬁ ist, hat P5 als Dichte beziiglich P;
und P, die Funktion
LT
- 202

denn fiir A € A gilt nach Blatt 4, Aufgabe 6:

msin(¥52) rsin(£52) 1 sin(452)
/AfdPl—/Af-ﬁd)\g—/ATdAg—/Afgd)\g—Pg(A)

Umgekehrt haben P, und P, beziiglich P; die Dichte

2
[ _
(,9) = ﬂsin(?)’
denn wieder gilt nach Blatt 4, Aufgabe 6:
2 2 msin(¥52)
APy = 2 dP:/dP:PA
/Amm(%@) 0 /Amin(q“f) 2 1=/, 4 =hlA)

(c)

Die Modelle stimmen nicht iiberein, da die unterschiedlichen Verfahren, eine zufillige Sehne
auszuwdihlen, nicht die gleiche Wahrscheinlichkeitsverteilung auf der Menge der Sehnen
beschreiben. Bei den ersten beiden Modellen ist beispielsweise der Winkel zwischen den
beiden Endpunkten auf [0, ] gleichverteilt. Beim dritten Modell hingegen wird mit gleicher
Wahrscheinlichkeit |Y| < 1 und |[Y| > 1, der Winkel also mit gleicher Wahrscheinlichkeit
grofer und Kleiner als 27 sein.



