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Aufgabe 1

Das hier betrachtete statistische Modell ist (Rn,B(Rn), (N(µ, σ2)n)µ∈R,σ∈R+). Das n-dimensionale
Lebesguemaß ist also ein dominierendes Maß und wir erhalten die Log-Likelihood-Funktion

log f : Rn × R× R+ → R, log f(x, µ, σ2) =
n∑
k=1

log
(

1√
2πσ

exp
(
− (xk − µ)2

2σ2

))

= −n
2

log(2π)− n log σ − 1
2σ2

n∑
k=1

(xk − µ)2.

Differentiation ergibt:

d
dµ

log f(x, µ, σ2) =
1

2σ2

n∑
k=1

2(xk − µ) =
1
σ2

(
n∑
k=1

xk − nµ

)
d

dσ
log f(x, µ, σ2) = −n

σ
+

1
σ3

n∑
k=1

(xk − µ)2 =
1
σ3

(
n∑
k=1

(xk − µ)2 − nσ2

)
Da der Wert für σ → 0, σ →∞, µ→ −∞ und µ→∞ gegen −∞ strebt, ist der Wert(

µ̂(x), σ̂2(x)
)

=

 1
n

n∑
k=1

xk,
1
n

n∑
k=1

(
xk −

1
n

n∑
k=1

xk

)2
 ,

für den der Gradient verschwindet, also der Durchschnitt der Xk und die mittlere quadratis-
che Abweichung vom Durchschnitt, genau das Maximum der Log-Likelihood-Funktion, also
der Maximum-Likelihood-Schätzer.

Aufgabe 2

(a)

Setze Ωk = Nk, Ak = P(Nk); Pn,k ist dann das k-fache Produktmaß der Gleichverteilung auf
{1, . . . , n}, das heißt, Pn,k({ω}) ist 1

nk , falls ω1, . . . , ωk ≤ n, und sonst 0.

(b)

Da das Modell diskret ist, ist das Zählmaß ein dominierendes Maß und

f : Ωk × N→ R, f(ω, n) = 1{1,...,n}k(ω) · 1
nk
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die Likelihood-Funktion. Bei festem ω wird diese maximal, wenn n = maxk ωk, es ist also

n̂k(ω) = max
k

ωk.

(c)

EPn,k
[n̂k] =

∑
ω∈{1,...,n}k

1
nk

max
k

ωk = n−k
n∑

m=1

∑
maxk ωk=m

m

= n−k
n∑

m=1

(mk − (m− 1)k)m = n−k
n∑

m=1

(mk+1 − (m− 1)k − (m− 1)k+1)

= n−k

(
nk+1 −

n∑
m=1

(m− 1)k
)

= n−
n−1∑
m=1

(m
n

)k
6= n

Der Schätzer ist also nicht erwartungstreu.

(d)

Sei ε > 0. Dann gilt, da immer n̂k < n ist:

Pn,k[|n̂k − n| > ε] = Pn,k[n̂k < n− ε] = Pn,k[∀i ∈ {1, . . . , k} ωi < n− ε]

=
k∏
i=1

Pn,k[ωi < n− ε] = (Pn,k[ω1 < n− ε])k.

Da Pn,k[ω1 < n − ε] ≤ 1 − Pn,k[ω1 = n] = 1 − 1
n < 1, konvergiert dies für k → ∞ gegen 0, wie

zu zeigen war.

Aufgabe 3

Angenommen, σ̂ wäre ein erwartungstreuer Schätzer, das heißt, für jedes p ∈ [0, 1] gelte:√
np(1− p) = EPp

[σ̂] =
∑

ω∈{0,1}n

σ̂(ω)Pp[{ω}] =
∑

ω∈{0,1}n

σ̂(ω)pS(ω)(1− p)n−S(ω)

Rechts steht ein Polynom in p, also ist
√
np(1− p) ein Polynom in p. Da sein Quadrat, np−np2,

Grad 2 hat, muss
√
np(1− p) Grad 1 haben, also linear sein. Das ist aber nicht der Fall.

Aufgabe 4

(a)

Das statistische Modell ist hier (Ωk,Ak, (Pp,k)p∈]0,1[) mit

Ωk = {ω ∈ {0, 1}n | n ∈ N,Es gibt genau k Indices i ∈ {1, . . . , n} mit ωi = 1.},
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Ak = P(Ωk) und der Zähldichte pp,k(ω) =
∏L(ω)
k=1 p

ωk(1 − p)1−ωk = pk(1 − p)L(ω)−k von Pp,k.
(Wir ingnorieren hier das Ereignis, dass niemals k Einsen fallen, da es Wahrscheinlichkeit 0
hat.) Die Likelihood-Funktion ist also:

f : Ωk×]0, 1[→ R, f(ω, p) = pk(1− p)L(ω)−k

Differentiation nach p ergibt

kpk−1(1− p)L(ω)−k − (L(ω)− k)pk(1− p)L(ω)−k−1 = (k − pL(ω))pk−1(1− p)L(ω)−k−1

Die Nullstelle hiervon ist das eindeutige Maximum, da f(ω, 0) = f(ω, 1) = 0 ist. Der Maximum-
Likelihood-Schätzer ist also p̂(ω) = k

L(ω) .

(b)

Seien ε > 0 und p gegeben. Sei jeweils Xi die Wartezeit zwischen der (i − 1)-ten und der
i-ten Eins. Dann sind die Xi iid geometrisch verteilt, haben also Erwartungswert 1

p , und L =∑k
i=1Xi. Nach dem schwachen Gesetz der großen Zahlen konvergiert also L

k in Wahrschein-
lichkeit gegen 1

p und damit:

Pp,k[|p̂− p| ≤ ε] = Pp,k

[
1

p+ ε
≤ L

k
≤ 1
p− ε

]
−→ 1

Aufgabe 5

(a)

Wir berechnen zunächst für eine Borel-Menge A:

P [λ ∈ A ∧N = n] =
∫
A

as

Γ(s)
xs−1e−axe−x

xn

n!
dx

=
asΓ(s+ n)

(a+ 1)s+nΓ(s)

∫
A

(a+ 1)s+n

Γ(s+ n)
xn+s−1e−(a+1)x dx

Es ist also

P [λ ∈ A|N = n] =
P [λ ∈ A ∧N = n]

P [N = n]
=

asΓ(s+n)
(a+1)s+nΓ(s)

∫
A

(a+1)s+n

Γ(s+n) x
n+s−1e−(a+1)x dx

asΓ(s+n)
(a+1)s+nΓ(s)

∫ (a+1)s+n

Γ(s+n) x
n+s−1e−(a+1)x dx

=
∫
A

(a+ 1)s+n

Γ(s+ n)
xn+s−1e−(a+1)x dx,

das heißt, λ ist, bedingt auf N = n, Gamma(a+ 1, s+ n)-verteilt.

(b)

Damit hat λ bedingt auf N = n den Erwartungswert s+n
a+1 , das heißt, λ̂(n) = s+n

a+1
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Aufgabe 6

(a)

Pm[K = k|L = l] =
Pm[L = l|K = k]P [K = k]∑n

k′=0 Pm[L = l|K = k′]P [K = k′]
=

(
m
l

) (
k
n

)l (
1− k

n

)m−l
pk∑n

k′=0

(
m
l

) (
k′

n

)l (
1− k′

n

)m−l
pk′

=
kl(n− k)m−lpk∑n

k′=0 k
′l(1− k′)m−lpk′

,

wobei wir 00 = 1 setzen, da:

Pm[K = n|L = m] =
nlpn∑n

k′=0 k
′lpk′

(b)

Zunächst beweisen wir die Bemerkung im Hinweis:

Pm[K = k|L = l]
Pm[K = k + 1|L = l]

=
kl(n− k)m−lpk

(k + 1)l(n− k − 1)m−lpk+1
=

pk
pk+1

((
k

k + 1

) l
m
(

n− k
n− k − 1

)1− l
m

)m

=
pk
pk+1

f

(
k

n
,
k + 1
n

,
l

m

)m
Im Fall k + 1 = n, l = m erhalten wir nach obiger Konvention klpk

(k+1)lpk+1
= pk

pk+1
f
(
k
n , 1, 1

)
.

Für 0 < p < p′ ≤ π ≤ 1 (wegen der Voraussetzung l
m ≥

k+1
n wird dies in unserem Fall erfüllt

sein) ist p
p′ < 1 und 1−p

1−p′ > 1, also wegen p′ ≤ π:(
p

p′

)π
≤
(
p

p′

)p′

und
(

1− p
1− p′

)1−π

≤
(

1− p
1− p′

)1−p′

Dies beweist f(p, p′, π) ≤ f(p, p′, p′). Für f(p, p′, p′) < 1 genügt es zu zeigen, dass der Loga-
rithmus negativ ist. Da dieser strikt konkav ist, gilt:

log f(p, p′, p′) = p′ log
p

p′
+ (1− p′) log

1− p
1− p′

< log
(
p′
p

p′
+ (1− p′) 1− p

1− p′

)
= log 1 = 0

Nun können wir die Abschätzung für P [K = k|L = l] beweisen:

Pm[K = k|L = l] ≤ Pm[K = k + 1|L = l]
pk
pk+1

f

(
k

n
,
k + 1
n

,
l

m

)m
≤ pk

pk+1
f

(
k

n
,
k + 1
n

,
k + 1
n

)m
=

pk
pk+1

elog f( k
n ,

k+1
n , k+1

n )·m

Wegen f
(
k
n ,

k+1
n , k+1

n

)
< 1 ist dieser Logarithmus negativ. Wir setzen

αk = − log f
(
k

n
,
k + 1
n

,
k + 1
n

)
und

Ck =
pk
pk+1

.
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Dann ist

Pm

[
L

m
− K

n
≥ 1
n
|L = l

]
=

∑
k∈{0,...,n}, l

m−
k
n≥

1
n

Pm [K = k|L = l]

≤
∑

k∈{0,...,n}, l
m−

k
n≥

1
n

Cke
−αkm

≤ (n+ 1) max
k

Ck · e−mink αkm = C · e−αm

mit C = (n+ 1) maxk Ck und α = mink αk.

(c)

Die gleiche Argumentation liefert für die Anzahl n−K grüner Kugeln und die Anzahl m−L
gezogener grüner Kugeln:

C ′e−α
′m ≥ Pm

[
m− L
m

− n−K
n

≥ 1
n
|L = l

]
= Pm

[
−
(
L

m
− K

n

)
≥ 1
n
|L = l

]
Mit C ′′ = C + C ′ und α′′ = min{α, α′} gilt also:

Pm

[∣∣∣∣ Lm − K

n

∣∣∣∣ ≥ 1
n
|L = l

]
≤ C ′′e−α

′′m
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