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Aufgabe 1 (3 Punkte)
Dezimalstellen als i.i.d. Zufallsvariablen. Es sei P die Gleichverteilung auf (2, A) =
([0,1[, B(€2)). Weiter sei X, (w) € {0,1,2,...,9}, n € N, die n-te Nachkomma-Dezimalstelle
von w € [0, 1], also

X, (w) = [10"w] — 10[10" *w],
wobei || := max{z € Z: z < z}. Zeigen Sie: Die Zufallsvariablen (X, ),ey sind beziiglich
P unabhéngig und auf {0,1,2,...,9} gleichverteilt.

Aufgabe 2 (4+6+1 Punkte)
Ein elektrisches Schaltnetz. Betrachten Sie das folgende elektrische Schaltnetz:

A

B
Es bezeichne S;, i = 1,...,5, das Ereignis, dass Schalter Nr. ¢ stromdurchléssig ist.

a) Stellen Sie die Ereignisse E4p und E¢p, dass Strom von A nach B bzw. von C
nach D flieen kann, durch Mengenoperationen mit den Ereignissen S; dar.

b) Nehmen Sie ab jetzt an, dass die Ereignisse S; unabhéingig voneinander mit der
Wahrscheinlichkeit P(.S;) = p eintreten.
Berechnen Sie P(Fap), P(Ecp) und P(Ea g N Ecp).

¢) Man beobachtet, dass von C' nach D Strom flielen kann. Bedingt auf diese Infor-
mation, mit welcher Wahrscheinlichkeit kann Strom von A nach B flielen?

Aufgabe 3 (3 Punkte)
Gemeinsame Dichte unabhéngiger Zufallsvariablen. Zeigen Sie entweder die fol-
gende “konkrete Variante” oder die “abstrakte Variante” zur Unabhdingigkeit von Zufalls-
variablen mit Dichten:

a) “konkrete Variante”: Es seien (€2, .4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X, Y :
2 — R zwei Zufallsvariablen mit Dichten f bzw. g. Zeigen Sie: X und Y sind
unabhiingig genau dann, wenn h : R* — [0, 00], h(z,y) = f(z) - g(y) eine Dichte
des Zufallsvektors Z = (X,Y) : Q — R? ist.

Bitte wenden.



“abstrakte Variante”: Essei (2,4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Weiter seien
fur i = 1,2 ein MaBraum (%;, B;, 11;) und eine Zufallsvariable X; : (2, A) — (X;, B;)
mit Dichte f; : ¥; — [0,00] beziiglich p; gegeben. Zeigen Sie: X;, X, sind un-
abhéngig genau dann, wenn

h: 21 X 22 — [0, OO], h(l’l,l’Q) = f1(131> . fg(l’g)
eine Dichte fiir Z = (X3, X3) : Q — ) x X9 beziiglich p; x po ist.

Aufgabe 4 (24+2+2+2 Punkte)
Eine Verallgemeinerung der Simulation durch “Ausdiinnung”. Es seien f,g :
R — [0, 00[ zwei Wahrscheinlichkeitsdichten. Es gelte ¢ < ¢ - f mit einer Konstanten
¢ > 0. Nun seien X und U zwei unabhéngige Zufallsvariablen {iber einem Wahrschein-
lichkeitsraum (€2, A, P). Die Zufallsvariable X besitze die Dichte f beziiglich P. Zudem
sei U beziiglich P uniform auf ]0, 1] verteilt. Zeigen Sie:

a)

b)
c)

d)

Die Verteilung Lp(Z) von Z = (X, f(X)U) ist die Gleichverteilung auf
{(z,y) eR*: 0 <y < f(a)}.

Beziiglich des bedingten Mafles P(-|cf(X)U < g(X)) besitzt X die Dichte g.

Schlagen Sie ein Verfahren zur Simulation einer Zufallszahl mit Dichte g vor, wenn
Zufallszahlen mit Dichte f und auf ]0,1[ gleichverteilte Zufallszahlen (alle un-
abhéngig voneinander) zur Verfiigung stehen.

Schlagen Sie als eine Anwendung ein Verfahren zur Simulation einer standardnor-
malverteilten Zufallszahl vor, wenn cauchyverteilte Zufallszahlen (zu einem Para-
meter Threr Wahl) und auf 0, 1] gleichverteilte Zufallszahlen (alle unabhéngig von-
einander) zur Verfiigung stehen.

Aufgabe 5 (6*4+6*+1* Punkte)
Zufillige Sehnen im Kreis. Es soll eine zufillige Sehne [A, B] im Einheitskreis S*
gezogen werden. Betrachten Sie dazu folgende drei Modelle:

1.

a)

b)

c)

Die beiden Endpunkte A, B der Sehne werden unabhéngig voneinander zufillig
nach der Gleichverteilung auf S* gezogen.

Der eine Endpunkt A der Sehne wird zufillig nach der Gleichverteilung auf S* gezo-
gen. Dann wird die Tangente durch A um A um einen zufélligen, von A unabhéngi-
gen, auf 0, 7| gleichverteilten Winkel ® gedreht. B sei der zweite Schnittpunkt der
Einheitskreislinie mit der gedrehten Geraden.

Es wird eine Sehne parallel zur z-Achse durch einen zufélligen Punkt (0,Y) ge-
zeichnet, wobei Y gleichverteilt auf | — 1,1[ sein soll. Diese Sehne wird um einen
zufélligen Winkel & um den Nullpunkt gedreht, wobei & unabhéngig von Y und
gleichverteilt auf [0, 27| sein soll.

Beschreiben Sie diese drei Modelle formal mit je einem geeigneten Wahrscheinlich-
keitsmodell (€2, A, P;);—1 2,3 liber der Menge €2 der Sehnen im Einheitskreis.

Zeigen Sie, dass die P;, i = 1,2, 3, wechselseitig Dichten zueinander besitzen, und
berechnen Sie diese.

Stimmen die drei Modelle iiberein? Begriindung?



