Blatt Nr. 5 Prof. F. Merkl

Ubungen zur Stochastik

WS 2007/08
Abgabe: Montag, den 19.11.2007, bis 12:00 Uhr

Aufgabe 1 (141 Punkte)
Es seien (©2,4), (', A") und (", A”) Ereignisrdume. Weiter seien f : Q — Q' A-A'-
mefbar und g : Q' — Q" A’-A"-mefbar. Zeigen Sie:

a) Die Abbildung g o f ist A-A"-meBbar.

b) Ist p ein MaB auf (£2,.4), so gilt fiir die BildmaBe: g[f[u]] = g o f[u].

Aufgabe 2 (2 Punkte)
Die Poissonverteilung zum Parameter p > 0 ist das Wahrscheinlichkeitsmaf auf (Ny, P(Np))
mit der Zahldichte

Pp =€ g n € Npy.

Schlagen Sie ein Verfahren vor (mit Begriindung), mit dem man eine poissonverteilte
Zufallszahl simulieren kann, wenn ein Zufallszahlengenerator zur Verfiigung steht, der
eine uniform auf ]0, 1| verteilte Zufallszahl liefert.

Aufgabe 3 (1+1+1 Punkte)
Die Cauchyverteilung zum Parameter a > 0 ist das Wahrscheinlichkeitsmafl auf (R, B(RR))
mit der Dichte c

ol = TER

mit einer Konstanten ¢, > 0.
a) Bestimmen Sie ¢,.

b) Beschreiben und begriinden Sie ein Verfahren, mit dem man eine cauchyverteilte
Zufallszahl zum Parameter a > 0 simulieren kann, wenn ein Zufallszahlengenerator
zur Verfiigung steht, der eine uniform auf ]0, 1] verteilte Zufallszahl liefert.

c) Es sei X eine cauchyverteilte Zufallsvariable zum Parameter a > 0. Weiter sei
b e R\ {0}. Zeigen Sie: bX ist ebenfalls cauchyverteilt, und identifizieren Sie den
Parameter.

Bitte wenden



Aufgabe 4 (1+2+1 Punkte)
Es sei X eine standardnormalverteilte Zufallsvariable.

a) Berechnen Sie die Verteilungsfunktion von X2.
Hinweis: Diese Verteilungsfunktion kann nicht elementar dargestellt werden. Im
Ergebnis darf daher ein Integral stehen bleiben.

b) Zeigen Sie, dass die Verteilung von X? eine Dichte f beziiglich des Lebesguemafes
besitzt, und berechnen Sie diese.

c) Folgern Sie, dass X? gammaverteilt ist, und identifizieren Sie die Parameter dieser
Gammaverteilung.

Aufgabe 5 (142 Punkte)
Es sei P die Gleichverteilung iiber der Einheitskreislinie S* C R2.

a) Berechnen Sie die Verteilungsfunktion der 1. Randverteilung @ von P.

b) Zeigen Sie, dass ) eine Dichte beziiglich des Lebesguemafles besitzt, und berechnen
Sie eine solche.

Aufgabe 6 (3" Punkte)
Jemand schreibt n Briefe an verschiedene Leute und beschriftet die n Couverts dazu.
Dann steckt er die Briefe zuféllig in die Couverts, ohne auf die Adressen zu achten. Mit
welcher Wahrscheinlichkeit bekommt mindestens ein Adressat den fiir ihn bestimmten
Brief? Wie verhélt sich diese Wahrscheinlichkeit im Limes n — oo?



