Blatt Nr. 4 Prof. F. Merkl

Ubungen zur Stochastik

WS 2007/08
Abgabe: Montag, den 12.11.2007, bis 12:00 Uhr

Aufgabe 1 (1 Punkt)
Was ist wahrscheinlicher: Bei dem Wurf eines fairen Wiirfels eine “6” zu wiirfeln, oder
bei sechsmaligem Wurf zweier fairer Wiirfel mindestens eine Doppel-67

Aufgabe 2 (3 Punkte)
Sei (Q, A) = ({1,2,3,4},P(Q)), P = (61 + 05 + 5 + 04) und Q = (01 + d4). Zeigen Sie:
Das Mengensystem D := {A € A: P(A) = Q(A)} ist weder durchschnittsstabil noch
eine o-Algebra. (Nach einem Satz aus der Vorlesung ist D jedoch ein Dynkin-System.)
Zeigen Sie auch: 0(D) = A.

Aufgabe 3 (141 Punkte)

Es sei P das WahrscheinlichkeitsmaB auf (R?, B(R?)) mit der Dichte f(z) = 2¢cljo 1/2)xj0,1(2)+

cly1/2,11x70,1] (x), z € R?, beziiglich des 2-dimensionalen Lebesgue-Mafes A\, mit einer Kon-
stanten ¢ € R.

a) Bestimmen Sie die Konstante c.
b) Berechnen Sie P(]0,3/4]x]0,1/2]).
Hinweis: Veranschaulichen Sie sich die auftretenden Rechtecke an einer Skizze.

Aufgabe 4 (1414141 Punkte)

Es sei P das Wahrscheinlichkeitsma$ auf (R, B(R)) mit der Dichte f(x) = c(14+x)e™" 1jo oof(),

x € R, beziiglich des Lebesgue-Mafles mit einer Konstanten c € R.

a) Bestimmen Sie die Konstante c.

b) Skizzieren Sie die Dichte f.

¢) Berechnen und skizzieren Sie die Verteilungsfunktion F' von P.

)
)
)
d) Berechnen Sie P({2}) und P([1,2]). Veranschaulichen Sie sich diese Wahrschein-
lichkeiten in Thren Skizzen der Dichte f und der Verteilungsfunktion F'.

Bitte wenden



Aufgabe 5 (242 Punkte)
Es sei (2,4, 1) ein Mafiraum. Weiter seien P und @) zwei Wahrscheinlichkeitsmafie auf
(Q, A) mit Wahrscheinlichkeitsdichten fp bzw. fg beziiglich p. Zeigen Sie, dass folgende
Aussagen dquivalent sind:

a) P=Q
b) fp = fo p-fast sicher, d.h. {w € Q: fp(w) # fo(w)} ist eine p-Nullmenge.

Aufgabe 6 (241 Punkte)

a) Es seien u, v zwei Mafle auf einem Ereignisraum (€2,.4). Das Mafl v besitze eine
Dichte f : Q — [0,400] beziiglich p. Zeigen Sie, dass fiir jede beziiglich .4 Borel-
meBbare Funktion g : Q — [0, 00| gilt:

/Qgclv:/gg-fdu

Hinweis: Zeigen Sie das zunéchst im Fall, dass g eine endliche Linearkombination
von Indikatorfunktionen ist.

b) Folgern Sie: Sind p, v und 7 drei Mafie auf dem Ereignisraum (£2,.4) und besitzt v
eine Dichte f beziiglich u sowie 7 eine Dichte g beziiglich v, so ist g - f eine Dichte
von 7 beziiglich u.



