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0 Zeittafel

Die folgende Tabelle gibt einen unvollstéindigen historischen Uberblick iiber die Entwick-
lung der Analysis:



17. Jahrhundert Newton, Leibniz: “Infinitesimalrechnung”.
Rechnung mit unendlich kleinen, “infinitesimalen” Groflen wie “dx”
in Termen wie “j—g, [ f(x)da”.

18. Jahrhundert FEuler: Weiterentwicklung des Infinitesimalkalkiils.

19. Jahrhundert Cauchy, Weierstraf$: Formale Prézisierung der Analysis
Riemann: Prézisierung des Integralbegriffs
Cantor: Mengenlehre

20. Jahrhundert Borel, Lebesgue: mafitheoretische Version des Integrals
Robinson: “Nonstandardanalysis”:
Formale Begriindung des Infinitesimalkalkiils
mit modelltheoretischen Methoden.

1 Grundlagen

1.1 Logik

Mit der formalen Prézisierung der Differential- und Integralrechnung im 19. Jahrhundert,
insbesondere durch Cauchy und Weierstra$}, verschwanden “unendlich kleine”, “infinite-
simale” Groflen aus der (standard) Analysis. Sie wurden durch “beliebig kleine” Grofen
ersetzt. Der subtile logische Unterschied zwischen “infinitesimal” und “beliebig klein” soll
in diesem Abschnitt thematisiert werden.

Dabei streben wir keine systematische Abhandlung der logischen Grundlagen der Mathe-
matik an; dies ist Spezialvorlesungen vorbehalten, z. B. iiber Logik oder Mengenlehre.
Vielmehr wollen wir nur die logische Standardsprache der Mathematik soweit umreiflen,
wie wir sie zur Arbeit bendtigen, dhnlich wie man eine Fremdsprache lernen kann, ohne
alle grammatischen Regeln genau zu kennen.

1.1.1 Aussagenlogik

Aussagen konnen durch Verkniipfungen “und”, oder “nicht”, “impliziert”, “ist dquivalent
zu” verbunden werden. Diese Operationen werden auch “Junktoren” genannt. Der Wahr-
heitswert der Verkniipfung héngt nur vom Wahrheitswert “wahr” oder “falsch” der Ar-
gumente ab. Er wird durch folgende Tabellen definiert.

Einstelliger Junktor:

a | —a
wl| I
f| w

Zweistellige Junktoren:



a | b aNb aVb a="0b a<b
aund b | a oder b | a impliziert b | a ist dquivalent zu b
wenn a, dann b

W | W w w w w
w| f f W f f
flw f W w f
f|f f f W W

Beispiel: “1+1=3=-2> 3" ist wahr, denn sowohl “1 41 = 3” als auch “2 > 3” sind
falsch.

Die Implikation beschreibt nicht inhaltliche “Kausalitéit”, etwa “a ist die Ursache fiir b7,
sondern nur formale Konstellationen von Wahrheitwerten: “Wenn a wahr ist, dann ist
auch b wahr”.

Konventionen zur Klammerersparnis:
e “=" bindet starker als “A”
e “A” bindet starker als “V”
e “V” bindet stéirker als “=" und “<”
e “=" und “&” binden gleich stark.

e “bindet starker” ist transitiv.

Beispiel: Die Formel
—aV-bAc=d

bedeutet:
((ma) V ((=b) A e)) = d.

Einige aussagenlogische Regeln:

1. =(—aA—b) ist gleichwertig mit aVb. Wir begriinden das mit einer Wahrheitstabelle:

a|b|-a|=b|-aAN=b|—(-aAN-b)|aVDb
w|w| f f f W W
w|f| f|w f W W
flw|w/| f f w w
f 1 w|w w f f

2. =(—a V —b) ist gleichwertig mit a A b.
3. aA(bV c) ist gleichwertig mit (a A b) V (a A c).
4. aV (b A c) ist gleichwertig mit (a V b) A (a V ¢).

[Begriindungen in den Ubungen.]



1.1.2 Pradikatenlogik

Aussagen mit freien Variablen haben a priori keinen Wahrheitswert.

Beispiel: “x > 2”7 hat keinen Wahrheitswert, solange wir z nicht spezifizieren. Erst
durch Belegung von x mit einem Wert oder durch Binden von x mit einem Quantor “V, 3"
wird die Formel wahr oder falsch.

Bedeutung der Quantoren:
o Vu:p(x)” bedeutet: “Fiir alle x gilt p(z)”.
e “Jx: ¢(x)” bedeutet: “Es existiert ein z, fiir das ¢(x) gilt”.

Ublicherweise, wenn sich der Bereich, den die Variable 2 durchlaufen darf, nicht von selbst
versteht, spezifiziert man noch diesen Bereich.

Beispiel:

VreN:x>2
bedeutet: “Alle natirlichen Zahlen sind grofer als 2°. (Dies ist natiirlich falsch, denn 1
ist eine natiirliche Zahl, die nicht grofier als 2 ist.)

JreN:z>2

bedeutet: “FEs gibt eine natirliche Zahl, die griffer als 2 ist’.
(Diese Aussage ist wahr, denn 3 ist eine natiirliche Zahl gréfer als 2.)

Einige Regeln fiir Quantoren:

o —Vz: ¢(x) ist gleichwertig mit Jz: —p(x).

Begriindung:
“=7: Wenn Vz: p(z) nicht gilt, dann mufl es mindestens ein = geben, fiir das ¢(z)
nicht gilt. Fiir dieses x gilt dann —p(z). Wir folgern daraus: 3z: —p(z).

“<": Es gelte dz: —p(x). Wir kénnen also ein = wihlen, fiir das ¢(x) nicht gilt.
Demnach kann ¢(z) nicht fiir alle z gelten, d.h. =Vx: ¢(x) gilt.

o —dz: ¢(x) ist gleichwertig mit Vz: —¢(x). Das wird analog wie oben begriindet; wir
verzichten hier darauf.

Typisch fiir die Analysis sind komplexe Kombinationen alternierender Quantoren, z.B.
Ve e RVe >030 >0Vy e R: (Jx —y| <d = |f(x) — f(y)] <e).

Hierbei mufl man sehr genau auf die Reihenfolge der Quantoren achten.



Beispiel 1:
“YneNdImeN:m>n"

Versus
“9m e NVn e N: m > n".

Die erste Formel besagt, daf§ es zu jeder natiirlichen Zahl n eine groflere natiirliche Zahl
m gibt. Das ist wahr; man nehme z.B. m =n + 1.

Die zweite Formel besagt, daf3 es eine natiirliche Zahl m gibt, die gréfler als alle natiirlichen
Zahlen n ist. Das ist falsch: Gegeben m € N, konnen wir n = m wéahlen; dann gilt m > n
jedoch nicht.

Die erste Formel behauptet also nur die Existenz “beliebig grofler” natiirlicher Zahlen;
aber die zweite Formel behauptet die Existenz “unendlich grofler” natiirlicher Zahlen.
Ahnlich verhilt es sich mit dem Unterschied zwischen “infinitesimalen Zahlen” (die es im
Rahmen der Standard-Analysis nicht gibt) und “beliebig kleinen” Zahlen (mit denen wir
in dieser Vorlesung viel arbeiten werden).

Beispiel 2:

“Wr>03M >0Vy > 0: |[vVo — Vy| < M|z —y|” (1)
Versus

“IM > 0V > 0Vy > 0: |Vo — Jy| < M|z —y|” 2)

Die Formel (1) behauptet, daf die Steigung der Sekante durch die Punkte (z,/z) und
(y,v/y) bei festgehaltenem x mnicht beliebig grof werden kann, also durch ein M > n
beschrankt werden kann.

T )
Formel (1) ist wahr.
Beweis: Es sei 2 > 0. Wir wéhlen M = 1/y/z. Es sei nun y > 0 gegeben. Es gilt \/y > 0,

also /z 4+ \/y > \/x; wegen |z — y| > 0 folglich

[z -yl _lz—yl

NS = M|x — yl.




Mit Hilfe von (vz — /y)(v/x + \/y) = © — y folgt hieraus die Behauptung:

_ Jz—y .
|\/5—¢??|—7\/5+\/y§M| yl-

0

Die Formel (2) behauptet jedoch, daf die Steigung der Sekante gleichmdfig fir alle x > 0
und y > 0 durch ein M > 0 beschrinkt werden kann. “Gleichmdf$ig” bedeutet hier, dafl
M weder von x noch von y abhéngen darf.

Formel (2) ist falsch. Anschaulich ist das plausibel: Wéhlen wir x und y beide “beliebig
nahe” bei 0, so wird die Sekantensteigung “beliebig grofy”.

Wir beweisen nun das Gegenteil von (2). Wir zeigen also:

VM >0 3z>0 3y>0:|Vz—yl>Mz—y

Beweis: Es sei M > 0 gegeben. Wir wihlen

1 T
93:4M2>0 und y:Z>O
Dann gilt:
1 1 1
R iy vy vy Y]
und
1 r 3
YT R T 16M2 T 1602
folglich
VE— Vil = = > = M = Mla—y|
A4M ~ 16M 16012



1.2 Zahlen

In diesem Abschnitt besprechen wir aus der Hierarchie der Zahlenmengen
NczZcQcRcC

also der natiirlichen, ganzen, rationalen, reellen und komplexen Zahlen, die Bereiche N, R
und C etwas genauer.

Eine weitergehende Beschreibung des Aufbaus des Zahlensystems findet sich im lesens-
werten Buch “Zahlen” von Ebbinghaus et.al.[EHH*83]

1.2.1 Natiirliche Zahlen

Wir beginnen mit einer axiomatischen Charakterisierung der natiirlichen Zahlen.

Peano-Axiome
1. 0 st eine natirliche Zahl.

In Formeln: 0 € N.

2. Jede natirliche Zahl x hat einen Nachfolger N(x).
Mit anderen Worten: Wir haben eine Abbildung N: N — N.

3. Wenn zwei natiirliche Zahlen den gleichen Nachfolger haben, sind sie gleich.

In Formeln:

Vn,m € N: (N(n) = N(m) = n =m).
Anders gesagt: Die Abbildung N: N — N ist injektiv.

4. Keine natiirliche Zahl hat den Nachfolger 0.

In Formeln:

Vn € N: N(n) # 0.
Anders gesagt: 0 ¢ N[N].

5. Induktionsschema: Fiir jede Aussage ¢(n) iiber natiirliche Zahlen n gilt:

Wenn ¢(0) gilt, und wenn fir alle n € N aus ¢(n) die Aussage p(N(n)) folgt, dann
gilt fiir alle n € N die Aussage p(n).

In Formeln:

[p(0) AVn € N: (p(n) = ¢(N(n)))] = Vn € N: ¢(n).

Wir kiirzen ab:



Das Induktionsschema ist anschaulich plausibel:
Es gelte ¢(0) und fiir alle n: p(n) = @(N(n)).
Damit erhalten wir

p(1) wegen »(0) und ¢(0) = »(1), (
¢(2) wegen (1) und ¢(1) = ¢(2), (
¢(3) wegen p(2) und ¢(2) = ¢(3), (5
: (

und schliefllich — gewissermaflen nach unendlich vielen Schritten — Vn € N: ¢(n).
Um eine Aussage Vn € N: p(n) zu beweisen, kann man also so vorgehen:

Prinzip der vollstindigen Induktion:
Induktionsanfang: Man zeige ¢(0).
Induktionsvoraussetzung: Es sei n € N. Annahme: p(n) gilt. Wichtiges
Induktionsschritt: Unter Verwendung der Induktionsvoraussetzung zeige Beweis-
man @(N(n)). prinzip!

Beispiel: Wir zeigen die Bernoullische Ungleichung
Ve > —-1VneN: (1+2)" > 1+ nz.
Beweis: Sei z > —1. Wir beweisen
VneN: (1+2)">1+nz
durch vollstdndige Induktion.
Induktionsanfang: (1 +2)°=1>1+0-x
Induktionsvoraussetzung: Es sei n € N, und es gelte
(I1+2)" > 1+ nz.
Induktionsschritt n ~»n + 1:

(14+2)"" = (1+z)1+2)"

> (1+x)(1+4nx) wegen der Induktionsvoraussetzung und 1+ z > 0
= 1+ (n+ 1)z +na’
> 1+ (n+1z  wegen nz? > 0.



Hier ist eine Variante des Induktionsschemas:
Es gelte (0) und
Vn>1:[p(0)A... Ap(n—1) = p(n)].

Dann gilt
Vn € N: ¢(n).

Etwas formaler ausgedriickt:

Induktionsschema — Variante:

Vn: (Vm <n:p(m)) = ¢(n))] = VYn: ¢(n)

Hier laufen alle Quantoren iiber natiirliche Zahlen.
Anschaulich ist das Schema plausibel: Es gelte die Pramisse des Schemas.

e Zunéchst gilt ¢(0), weil es kein m < 0, m € N gibt.
e Dann gilt p(1) wegen ¢(0) = ¢(1).
e Dann gilt p(2) wegen ¢(0) A p(1) = ¢(2).

e Dann gilt p(3) wegen ©(0) A p(1) A p(2) = ¢(3).

Wir verzichten auf eine prézise Herleitung des zweiten Induktionsschemas.

Rekursion Ahnlich wie Induktion den Beweis von Aussagen durch Riickgriff auf frithere
Instanzen erlaubt, dient Rekursion zur Definition von Objekten durch Riickgriff auf friithere
Instanzen.

Beispiel 1: Die Fakultatsfunktion wird rekursiv wie folgt definiert:

Rekursionsanfang:

0l:=1 (7)

Rekursionsschritt:
nl:=n-(n—1)! fiir n € N* (8)

Also:n!l=n-(n—-1)-(n—2)-...-3-2- 1.

10



Beispiel 2: Essei f: N — R eine Funktion.
Fiir n,m € N mit m + 1 > n definieren wir die Summe ;" f(k) rekursiv.

f(k):=0 (die “leere Summe” ist 0),

Das bedeutet: .
S FR)=f)+ fn+1) 4.+ f(m).
k=n

Beispiel 3: Ebenso wird das Produkt definiert:

[ = 1. )

[[rk) = f(m)~1:[f(k;) fiir m > n. (10)

Zum Beispiel ist die Fakultatsfunktion gegeben durch
nl=[[k=1-2-....n.
k=1

Beispiel 4: Die Kleiner-Relation < auf N x N wird rekursiv wie folgt definiert:

Vn € N: =(n < 0), (11)
Vn,m e N: (n < N(m) & n=mVn<m). (12)

Die Rekursion lauft hier iiber m.

Beispiel 5: Fiir x € R,n € N wird der Binomialkoeffizient (2) rekursiv wie folgt defi-
niert:

B () e ()

Anders ausgedriickt:

n n-(n—1)-(n—2)-...-1 B n!

(x) e @-1)-(@=2) ... (@—nt+1) [Li—Fk)

Firm,n € N ist (ZL) gleich der Anzahl N(m,n) der n-elementigen Teilmengen einer m-
elementigen Menge.
In der Tat erfiillt diese Anzahl die gleiche Rekursionsformel:

11



e Jede Menge hat nur eine 0-elementige Teilmenge, nédmlich ().

e Um (n+ 1)N(m,n+ 1) = mN(m — 1,n) zu beweisen, hier eine Illustration:

Ein Parlament von m Abgeordneten wahlt einen Ausschufl von n + 1 Mitgliedern
[N(m,n + 1) Moglichkeiten] und dann daraus den Ausschufivorsitzenden [n + 1
Méglichkeiten]. Es gibt also (n + 1)N(m,n + 1) mogliche Zusammensetzungen des
Ausschusses mit Vorsitzenden.

Anders gezahlt: Erst wahlt das Parlament den Vorsitzenden [m Moglichkeiten], dann
die restlichen Ausschufimitglieder [N (m — 1,n) Moglichkeiten]. So gezihlt gibt es
mN(m — 1,n) mogliche Zusammensetzungen.

Beispiel: Die 4-elementige Menge {1, 2, 3,4} hat (;1) = 43

2-1

gen, namlich {1,2}, {1,3}, {1,4}, {2,3}, {2,4} und {3,4}.

Hier ist eine weitere Rekursionsformel fiir (’:) fiir m,n € N:

In der Tat: (

die m + 1 nicht enthalten, und (7::) ist die Anzahl der n + 1-elementigen Teilmengen von

= 6 zweielementige Teilmen-

m
n+1

) ist die Anzahl der n + 1l-elementigen Teilmengen von {1,...,m + 1},

{1,...,m+ 1}, die m + 1 enthalten.

Im obigen Beispiel enthalten drei der sechs zweielementigen Teilmengen von {1,2,3,4}
die Zahl 4 nicht, die {ibrigen drei Mengen enthalten die Zahl 4:

(2)= (2

Weitere Beispiele zur vollstindigen Induktion:

3
() =ses

a) geometrische Summe: Es gilt fiir alle z € R\ {1},n € N:

Beweis: (Induktion iiber n):

n—1
v z—1
k=0
0
i z° —1
pu— O:
pBE: —

12
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Es gelte die Behauptung (13) fiir ein n € N.

n n—1
DTS g
k=0 k=0
= z"+ T " - nach der Induktionsvoraussetzung
l‘ —_—
(@ =)+ (2" - 1)
B r—1
xn—f—l -1
oz —1
OJ
b) binomische Formel Es gilt fiir x,y € R,m € N: sehr
wichtig!
=3 (7 (14
k=0 &

Beweis: (Induktion iiber n):

m=20

(z+y)’=1 = C’;) 2%y

Es gelte die Aussage (14) fir ein m € N,

(4™ = (@+y)(z+y)"

k

k41 Y- k — (m E m—k+1
+
) > (3)=

k=0

:
(e
5 (1)

wobei wir (7) = (")) =1,(7) = (n) =1L () + (7)) = () firk=1,....m
verwendet haben.

= (z+vy) Z <m) 2*y™ % nach der Induktionsvoraussetzung

I
iEMS

|
iiM

0

13



1.2.2 Reelle Zahlen

Wir fiithren die reellen Zahlen hier axiomatisch ein. Erst spéter besprechen wir kurz ihre
Konstruktion in allgemeinerem Rahmen.

Die Axiome fiir die reellen Zahlen bestehen aus vier Teilen: den Korperaxiomen, den An-
ordnungsaxiomen, dem Archimedischen Axiom und dem Vollstdndigkeitsaxiom.

Koérperaxiome

Mit den Operationen +, - ist R ein Korper.

Das heif3t:
a) (R, +) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0,
b) (R,\{0},") ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 1,
c) Es gilt das Distributivgesetz:

Va,b,ceR: a-(b+c)=a-b+a-c

Anordnungsaxiome

Auf R ist eine einstellige Relation “positiv”’, “> 0" definiert, so daf} gilt:

a) Fir jedes x € R gilt genau eine der Relationen z > 0,z = 0 oder —z > 0.

b) Ve,y e R: (x >0ANy>0=z+y>0Az-y>0)

Definition: Die Aussage > y bedeutet: x —y > 0. Die Aussage x > y bedeutet: x >y
oder x = y.

Wir kénnen N C R wiederfinden als die kleinste Menge, die 0 enthédlt und mit jedem z
auch N(x) =z + 1 enthélt. Wir setzen N* = N\ {0}.

Archimedisches Axiom

VeeRIneN: n>a.

In Worten:

Jede reelle Zahl wird von mindestens einer natirlichen Zahl tibertroffen.

Wir verwenden auch héufig die folgende dquivalente Formulierung des Archimedischen

Axioms:

14



Archimedisches Axiom — Variante

1
Ve>0dneN: —<e¢
n
In Worten:

Zu jeder positiven reellen Zahl € > 0 gibt es einen kleineren Stammbruch 1/n, n €

N*.

Bevor wir das letzte Axiom der reellen Zahlen, das Vollstéindigkeitsaxiom, besprechen,
hier einige Vorbereitungen:

Definition 1.1 Sei M C R und z € R. z heifit eine obere Schranke von M, wenn
Vye M: y<zx
gilt. M heilt nach oben beschrdinkt, wenn es eine obere Schranke besitzt, d.h. wenn
dJreRVyeM: y<uz

gilt. Andernfalls heisst M nach oben unbeschrdinkt.
Analog heifit x eine untere Schranke von M, wenn

Yye M: y>x
gilt. M hei3t nach unten beschrinkt, wenn es eine untere Schranke besitzt, d.h. wenn
JreRVyeM: y>=x

gilt. Andernfalls heisst M nach unten unbeschrinkt.
M heif3t beschrdankt, wenn es nach oben und nach unten beschrinkt ist.

Das Archimedische Axiom besagt also: N C R ist nach oben unbeschrinkt.

Supremum und Infimum

Definition 1.2 Es seien M C R und z € R.

x heiflt Supremum von M, wenn es die kleinste obere Schranke von M ist.
sehr
Mit anderen Worten: x ist Supremum von M, wenn es eine obere Schranke von M wichtig!

ist, und wenn fiir jede obere Schranke x’ von M gilt: x < z’.
Analog;:
x heifit Infimum von M, wenn es eine grofite untere Schranke von M ist.

Das Supremum ist eindeutig bestimmt, falls es existiert. Wir schreiben: sup M fiir das
Supremum von M und inf M fiir das Infimum von M.

Vollstandigkeitsaxiom
fundamental!

Jede nichtleere, nach oben beschrinkte Teilmenge von R besitzt ein Supremum.
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Aquivalente Formulierung: Jede nichtleere, nach unten beschrinkte Teilmenge von
R besitzt ein Infimum.

Beispiel 1:
I 0@ L 4
0 --- 1 1
6 5 3
Es sei M die Menge d

l\’)l»—t‘
L

1
1
er Stammbriiche

1 . 1 1
M—{n|nEN }—{1,2, ,4,...}.
Die Menge M ist nichtleer. Weiter ist 0 eine untere Schranke von M, weil % > 0 fiir alle
n € N* gilt.
0 ist sogar das Infimum von M.
Beweis: Es sei x eine untere Schranke von M. Wir miissen zeigen: x < 0.
Nehmen wir also an: x > 0. Nach dem Archimedischen Axiom gibt es n € N* mit % <z,

was nicht gelten kann, da z eine untere Schranke von M ist. Die Annahme z > 0 ist also
falsch, so dafl x < 0 folgt.

LWl —

Beispiel 2: Wenn M ein Mazimum besitzt, d.h. ein grofites Element besitzt, also ein
Element z € M mit Vy € M : y < x, dann ist x das Supremum von M.
Beweis: z ist obere Schranke von M, und fiir jede obere Schranke x’ von M gilt:

Vye M : y<za alsox <z’ wegen x € M.

x ist also die kleinste obere Schranke von M.
O

Analog gilt: Wenn ein M Minimum besitzt, d.h. ein kleinstes Element, so ist das Minimum
von M gleich dem Infimum von M.

Wir schreiben max M fiir das Maximum von M und min M fiir das Minimum von M,
falls sie existieren.

Achtung: Es gibt Mengen reeller Zahlen, die zwar ein Supremum, aber kein Maximum
besitzen, zum Beispiel die Menge

0,1[={zeR|0<x < 1}.
Diese Menge hat das Supremum 1, aber 1 ¢ [0, 1[. Die Zahl 1 ist also kein Maximum von

0, 1].

Jede nichtleere Menge M C N besitzt ein kleinstes Element. Jede nichtleere, nach oben
(bzw. nach unten) beschrinkte Menge M C Z besitzt ein groftes (bzw. kleinstes) Element.
Der Beweis hiervon wird in den Ubungen behandelt.

Beispiel 3: Es sei a € Rund M = {z € Q | < a}. Dann gilt sup M = a.
Beweis:
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1. a ist eine obere Schranke von M, weil fiir alle z € M gilt: x < a,

2. Es sei b eine obere Schranke von M. Wir miissen zeigen: a < b. Nehmen wir das
Gegenteil an: b < a. Dann ist € := a — b > 0. Nach dem archimedischen Axiom gibt
es n € N* mit + < e. Wir wéihlen solch ein n. Die Menge A := {z € Z: = < na} ist
nach oben beschrinkt. Aus dem archimedischen Axiom folgt, dafl A nichtleer ist,
denn es gibt £ € N mit £ > —na, d.h. —k € A. Also hat A ein groBites Element
m € Z. Insbesondere gilt m € A, aber m + 1 € A; das bedeutet m < na < m + 1,
also ™ <aunda—% < 2. Es folgt = € M, undb:a—5<a—% < 2, somit
b <™ € M, was ein Widerspruch dazu ist, daf} b eine obere Schranke von M ist.
Die Annahme b < a ist also falsch, und wir schliefen b > a.

O
m mrl
n n
o——eo ®
a

Folgerung: Zwischen je zwei verschiedenen reellen Zahlen liegt mindestens eine rationale
Zahl.

Va,beR: (a#b= dg€Q: (a<qg<bVb<qg<a)).

Beweis: Wir kénnen annehmen: a > b; der Fall b > a wird analog behandelt.
Nach dem eben Gezeigten ist b keine obere Schranke von {¢ € Q | ¢ < a}, so daB es ¢ € Q
mit ¢ < a und b < ¢ gibt.

O

1.2.3 Komplexe Zahlen

Historisch wurden komplexe Zahlen aus dem Wunsch eingefiihrt, auch Quadratwurzeln
von negativen Zahlen ziehen zu koénnen.

Definition 1.3 Wir definieren die Menge der komplexen Zahlen
C ={(a,b): a,b e R}

Wir identifizieren reelle Zahlen a € R mit den komplexen Zahlen (a,0) € C und schreiben
deshalb: R C C. Die komplexe Zahl i := (0, 1) heifit imagindre Einheit. Komplexe Zahlen
der Form (0,b) heiBlen imagindr. Fiir eine komplexe Zahl z = (a,b) € C heifit a der
Realteil von z, a = Re z, und b der Imagindarteil von z, b = Im z. Die Zahl Z := (a, —b)
heifit komplexr Konjugierte von z. Wir schreiben normalerweise z = a + ib statt z = (a, b).
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Veranschaulichung: “Gauf3sche Zahlenebene”

A imaginére Achse

C ib—ilmz z=a+ib

i reelle Achse R
° ° : >

a=Rez

Addition und Multiplikation komplexer Zahlen werden wie folgt definiert:

(a,0) +(c,d) = (a+cb+d), (15)
(a,b) - (c,d) = (ac—bd,ad~+ bc). (16)
Insbesondere gilt:
i?=—1

Begriindung:

i*=(0,1)-(0,1)=(0-0—-1-1,0-1+1-0)=(-1,0) = —1,
wobei wir im letzten Schritt die Identifikation von reellen Zahlen mit komplexen Zahlen
mit Imaginérteil 0 verwendet haben.

Mit diesen Operationen +, - wird C ein Korper.
Mit der Schreibweise a + @b statt (a,b) wird die Multiplikationsregel motiviert:

(a+1b) - (c+1id) = ac + i*bd + iad + ibc = (ac — bd) + i(ad + be).
Die multiplikative Inverse % einer komplexen Zahl z = a + ib # 0 ist

1 a b

;_a2+b2_la2+b2’

18



denn

a b .
<a2+b2_2a2+62)'(aﬂb)

a 5 b b . a
a2+b2’a_2a2+b2'b_2a2+b2'a+za2+b2b
—1.

Der Quotient zweier komplexer Zahlen a + ib und ¢ + id # 0 lautet

a+ib  (a+ib)(c—id) ac~|—bd+ibc—ad
c+id (c+id)(c—id) E+d> A4+ d®

Der Quotient wird also durch Erweitern mit dem konjugiert Komplexen des Nenners
berechnet.

Rechenregeln fiir komplexe Zahlen: Es seien z,w € C. Dann gilt:

6. z—Z=2Imz

Der Absolutbetrag |z| € R einer komplexen Zahl z = a +ib € C, (a,b € R) ist wie folgt
definiert:

2] = Va2 + b2 =2z
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||
Re
>
0 a
Damit kann man die Regel zur Quotientenbildung auch anders schreiben:
z 20 1
— = — = ——2W
wo oww  |w|?
fir 2 € C und w € C\ {0}.
Rechenregeln fiir den Absolutbetrag: Fiir alle z,w € C gilt:
|2w| = [2]|w],
2l E s w0
wl |wl
denn
lzw| = Vzwzw = VzZVww = |z||w].
Polarkoordinaten komplexer Zahlen. Jede komplexe Zahl z vom Betrag |z| = 1

148t sich in der Form
Z = Cos @ +isinp

schreiben, wobei ¢ € R nur bis auf ganzzahlige Vielfache von 27 bestimmt ist.

20



Z = Cosp+ising

Re

—1
Jede komplexe Zahl hat eine Polardarstellung

z=r(cosp+sing), r=|z|.

Im

z =r(cos ¢+ isinp)

= r(cosp —isinp) = r(cos(—¢) + isin(—y))

In dieser Darstellung wird die Multiplikation und Division komplexer Zahlen besonders
einfach: Fiir komplexe Zahlen in Polarkoordinatendarstellung

z = r(cosp+isiny)
w = s(cosy +isiny)
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erhalten wir mit Hilfe der Additionstheoreme von Sinus und Kosinus:
z-w = rs(coscosy — singsiny + i(cos @ siny + sin p cosY))
= rs(cos(p +9) +isin(p + 1))
= t(Cosgocoszb + sin psin ¥ + i(sin ¢ cos ) — cos psin))
s
r .
= Leos(p — ) +isin(p — )

wobei wir bei der Division w # 0 annehmen. Die Multiplikation mit w ist also eine
Drehstreckung im 0 mit Streckungsfaktor |w| = s und Drehwinkel .

z
w

Die folgende Ungleichung ist ein Spezialfall einer gleichnamigen Ungleichung, die in der
linearen Algebra behandelt wird:

Lemma 1.4 (Cauchy-Schwarz Ungleichung fiir komplexe Zahlen) Fliir alle z,w €
C gilt:

|2||w] > | Re(zw)|

Beweis:
(Iz[lw])* = (|z]|w])?
= |z@|2
= |Re(zw)|* + | Im(zw) |?
> | Re(zw)/?.

Hieraus folgt die Behauptung, da |z||w| > 0.

Folgerung: (Dreiecksungleichung fiir komplexe Zahlen)
Fiir alle z,w € C gilt:

|2+ w| < [2] + [w]

Tlustration:

z+w

Beweis:
|z 4+ w|? = (2 + w)(z +w)
=2Z+ 2w+ Zw + ww
= |2? + 2Re(zw) + |w|?
< |2 + 22| [w] + w]?
= (Jz] + |wl)?,

22
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wobei wir die Cauchy-Schwarz Ungleichung verwendeten. Hieraus folgt die Behauptung
wegen |z| 4+ |w| > 0.

O

Aus der Dreiecksungleichung folgt einfach die folgende Variante:

Dreiecksungleichung — Variante: Fiir z,w € C gilt:

2] = Jwl] < [z = w

Warnung: Die Anordnung < auf den reellen Zahlen wird nicht auf die komplexen Zah-
len fortgesetzt. Die komplexen Zahlen bilden keinen angeordneten Korper.

1.2.4 Unendlich ferne Punkte

Erweitert reelle Zahlen. Wir fiigen zwei “unendlich ferne” Punkte +o0o0 und —oo zu
R hinzu und erhalten die erweitert reellen Zahlen R U {400}
Die Anordnung < wird wie folgt fortgesetzt: Fiir alle x € R U {400} definiert man

—o0 <z < +4o00.

Mit dieser Erweiterung konnen wir das Vollstandigkeitsaxiom einfacher formulieren.

Vollstandigkeitsaxiom — alternative Fassung

Jede Teilmenge von RU{=£o0} besitzt ein Supremum und ein Infimum in RU{+o0}.

Zum Beispiel ist sup () = —oo, inf ) = 400 und falls M C R nach oben unbeschrinkt ist
gilt sup M = 400, insbesondere sup R = sup N = +oc.

Warnung: Manchmal — wenn keine Mifiversténdnisse zu befiirchten sind — schreibt man
einfach oo statt +oo. Dies darf nicht mit dem komplex unendlich fernen Punkt verwech-
selt werden, den wir gleich einfithren. In Zweifelsfédllen sollte man besser +o0o statt oo
schreiben.

Der komplex unendlich ferne Punkt co. Ublicherweise wird C nur um einen ein-
zigen “unendlichen” Punkt co erweitert, den man sich ”weit weg” (aber nicht in einer
bestimmten Richtung) vorstellen soll.

Einfacher kann man sich den unendlich fernen Punkt oo vorstellen, indem man die Zahle-
nebene zur “Riemannschen Zahlenkugel” zusammenbiegt. Dies leistet die “stereographi-
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sche Projektion”, die wie folgt definiert wird:

f:Cu{x} — S?={(z,y,2) €ER® |2 +¢* + 22 =1},
a+1ib +— von (0,0,1) verschiedener Schnittpunkt
der Geraden durch (a,b,0) und (0,0,1) mit S?
oo +—  (0,0,1)

In Formeln:

2Rez 2Imz |z)*—1
fz) = 2 D L2
224+ 17 |22+ 17 |z)2+ 1

f(oo) = (0,0,1).

Veranschaulichung in einem 3-dimensionalen Bild

2 Topologische Grundbegriffe

Topologie ist ein Nachbargebiet der Geometrie, in dem unter anderem der anschauliche
Begriff “nahe benachbart sein” durch ein genaues mathematische Konzept prézisiert wird.

2.1 Topologie von R und C

Wir quantifizieren den intuitiven Begriff “nahe benachbart zu x sein” durch “néher als
eine Toleranz € bei x liegen”. Das fiithrt uns auf den Begriff der e-Umgebung;:
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Definition 2.1 Sei e > 0 und x € R. Wir definieren die e-Umgebung von x durch

Uz) ={yeR||ly—z|<c} =]z —c,z+¢

Mit Hilfe des Grundbegriffs der e-Umgebung klassifizieren wir die Lage von Punkten
beziiglich einer Menge:

Definition 2.2 (topologische Klassifikation von Punkten) Es sei M C R.
Ein Punkt € R heif}t

e innerer Punkt von M, wenn gilt: 3¢ > 0: U.(x) C M.
Anders gesagt: e >0VyeR: (Jlz —y| <e = y e M).
In Worten: x ist ein innerer Punkt von M, wenn alle Punkte, die geniigend
nahe bei z liegen, zu M gehoren.

e duflerer Punkt von M, wenn gilt: 3¢ >0: U (z)NM =0
Anders gesagt: 3e >0Vye M: |z —y|>¢
In Worten: zx ist ein duflerer Punkt von M, wenn geniigend nahe bei = keine
Punkte mehr in M liegen.

e Beriihrpunkt von M, wenn gilt: Ve > 0: U.(x) N M # ()
Anders gesagt: Ve >0y e M : |z —y|<e
In Worten: x ist ein Beriihrpunkt von M, wenn beliebig nahe bei x Punkte in
M liegen.

e Randpunktvon M, wenn gilt: Ve > 0: (U.(x) "M # 0 A U.(x)\M # (), d.h.
wenn beliebig nahe bei  sowohl Punkte in M als auch Punkte im Komplement
von M liegen.

Jeder Punkt z ist entweder ein innerer Punkt von M oder ein duflerer Punkt von M oder ein
Randpunkt von M. Ein Punkt x ist genau dann ein Beriihrpunkt von M, wenn er ein innerer
Punkt oder ein Randpunkt von M ist.

Beispiel: Es seien a,b € R, a < b. Wir betrachten das Intervall I =la,b]. Die Menge
der inneren Punkte von [ ist |a, b[, die Menge der Beriihrpunkte von [ ist [a,b], und die
Menge der Randpunkte von I ist {a, b}.
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Definition 2.3 (topologische Grundbegriffe) Es sei M C R.
e Die Menge der inneren Punkte von M heift Inneres M° von M.
e Die Menge der Beriihrpunkte von M heifit Abschiufi M von M.
e Die Menge der Randpunkte von M heifit Rand OM von M.

Eine Teilmenge M C U einer Menge U C R heiit dicht in U, wenn M D U, d.h.
wenn jeder Punkt in U ein Beriihrpunkt von M ist.

Beispiel: Das Innere der Menge der rationalen Zahlen ist leer: Q° = (), der Abschluf3
hingegen ist der ganze reelle Zahlenraum Q = R, ebenso der Rand: Q = R. Insbesondere
ist die Menge der rationalen Zahlen @ dicht in der Menge R der reellen Zahlen.

In der Tat: Zu jedem x € R gibt es keine e-Umgebung, die nur rationale Zahlen enthélt,
aber jede e-Umgebung U, (x) enthélt auch rationale Zahlen.

Nun iibertragen wir den Begriff der e-Umgebung auf komplexe Zahlen. Die Definition
sieht fast genauso wie im reellen Fall aus:

Definition 2.4 Fiir ¢ > 0 und x € C definieren wir die e-Umgebung von x in C:
Us(x):={ye Clly—z|<e}

Innere Punkte, Beriihrpunkte, etc. werden iiber C analog wie iiber R definiert; man ver-
wendet U (z) statt U.(z).

, Randpunkt
l mit e-Umgebung

N
\ 1 \

, & I
N / /

innefér/ Punkt
mit e-Umgebung

e . duBerer Punkt mit e-Umgebung
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Falls Missverstéandnisse zu befiirchten sind, iiber welchem Raum die topologischen Begriffe
“Inneres”, “Rand”, etc. gemeint sind, mufl man “iiber R” oder “iiber C” spezifizieren. Falls
jedoch keine Missversténdnisse zu befiirchten sind, schreiben wir U.(z) statt US(z).

Definition 2.5 (offene und abgeschlossene Mengen) Eine Menge U C R
(oder C C) heifit offen (iiber R bzw. iiber C), wenn U° = U. Das bedeutet: in

offenen Mengen ist jeder Punkt ein innerer Punkt.

Die Menge U heifit abgeschlossen, wenn U = U, das heifit wenn alle Beriihrpunkte
von U Elemente von U sind.

Eine Menge V' C R (oder V' C C) heifit eine Umgebung von z, wenn z ein in-
nerer Punkt von V ist. Anders gesagt: V' ist eine Umgebung von x, wenn V eine
e-Umgebung von x enthélt.

Mit anderen Worten:

Eine Menge U ist offen genau dann, wenn zu jedem x € U es eine e-Umgebung von x
gibt, die in U enthalten ist:

Uistoffen & VreUde>0: Ulx)CU.

Die Menge U ist abgeschlossen genau dann, wenn jeder Punkt x, fiir den jede e-Umgebung
U(z) die Menge U trifft, zu U gehort:

U ist abgeschlossen < Vz [(Ve>0: U(z)NU #0) =z € U].

Eine Menge U C R (oder U C C) ist eine offene Umgebung von einem Punkt 2 € R (bzw.
x € C), wenn U offen ist und z in U liegt.

Beispiel: Fiir zwei reelle Zahlen a < b ist |a,b] = {x € R| a < x < b} offen (in R) und
[a,b] = {z € Rl a <2 <b} abgeschlossen (in R). Die Menge Ja, b[ ist also eine offene
Umgebung all ihrer Elemente. Die Menge [a, b[ ist weder offen noch abgeschlossen.

Gelegentlich ist es niitzlich, von offenen bzw. abgeschlossenen Mengen relativ zu einem “Teil-
universum” M zu sprechen:

Definition 2.6 (relativ offene bzw. abgeschlossene Mengen) Essei M C C. Eine Menge
U C M heifit offen in M, wenn es eine offene Menge V' C C mit U = V N Mgibt.

Analog heifit U C M abgeschlossen in M, wenn es eine abgeschlossene Menge V' C C mit
U=V NM gibt.

Zum Beispiel ist eine Menge M C R offen in R im Sinn von Definition 2.6 genau dann, wenn sie
offen {iber R im Sinn von Definition 2.5 ist.
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Satz 2.7 FEs set x € R, M C R. Dann gilt: Der Punkt x ist genau dann ein innerer
Punkt von M, wenn er ein dufSerer Punkt des Komplements von M ist.
In Formeln:

reEM® <= ¢ R\M
Beweis. Es gilt:

x e M° M

(R\M)
(R\M

Jde>0:UAx)
de>0:Ux)
“Ve>0:Ulx)N
v ¢ R\M.

-
N

\_/II
vs

t e

O

Ubungsaufgabe: Es sei U C R (bzw. C). Dann gilt: U = U. Das bedeutet: Der Abschluf
von U ist abgeschlossen. Weiter gilt: U°® = U°. Das bedeutet: Das Innere von U offen.

Satz 2.8 (e-Umgebungen sind offen.) Es seien x € R und € > 0. Dann ist U.(x)
offen. Eine analoge Aussage gilt tiber C.

Beweis: Es sei y € U-(x), d. h. |y — z| < e. Wir setzen 6 = ¢ — |y — 2| > 0 und zeigen:
Us(y) C U.(x). In der Tat: Nehmen wir z € Us(y). Dann gilt:

[z —a] = [(z-y)+(y—2)
< z—y|+ |y — x| wegen der Dreiecksungleichung
< 0+ |y —

€,

also z € U.(z). Es folgt: U.(x)

C U.(x)°. Die umgekehrte Inklusion U.(z)° C U.(x) ist
trivial. Also gilt U.(x)° = U.(x). Das b

edeutet: U.(x) ist offen.
0J

Satz 2.9 (fundamentale Eigenschaften offener Mengen in R)

1. Die leere Menge () und der ganze Raum R sind offen (in R).
2. FEs seien A, B C R offen. Dann ist AN B offen.

3. Es seien (A;)icr eine beliebige Familie offener Mengen. Dann ist die Menge

UAi:{x|Eli€]:xEAi}

i€l

ebenfalls offen.
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Analoges gilt fiir offene Mengen in C und fiir relativ zu einem Universum M offene Men-
gen.

Beweis:

1. Die leere Menge () ist trivialerweise offen, denn sie enthilt keine Punkte. R ist offen,
denn Vo € R: Uy(z) CR.

2. Esseixz € ANB. Dann gibt es ein € > 0 mit U.(x) C A, weil A offen ist. Ebenso gibt
es ein § > 0 mit Us(x) € B, weil B offen ist. Dann ist Upinge 5y () = U-(2) NUs(x) C
AN B, wobei min{e, §} > 0 die kleinere der beiden Zahlen ¢ und § bezeichnet. Also
ist AN B offen.

3. Es sei x € |J A;. Es gibt einen Index j € I mit x € A;. Fiir solch ein j gibt es

i€l
ein € > 0 mit Us(x) C A;, weil A; offen ist. Es folgt: U.(x) C A; C (J A;, also
i€l
U.(xz) C |J A;. Folglich gibt es zu jedem Punkt z € |J A; eine e-Umgebung, die in
i€l i€l
J A; enthalten ist. Das bedeutet: | J A; ist offen.
iel i€l

O

Ausblick: topologische Riume. Die topologischen Begriffe “offen”, “abgeschlossen”, “Be-
rithrpunkt”, “Rand” etc. sind nicht auf R und C beschrankt, sondern kénnen auf allgemeinere
Réaume iibertragen werden. Im Rahmen dieser Vorlesung spielen nur zwei weitere R&ume eine
Rolle, ndmlich die erweiterten Zahlenrdume RU{+oo0} und CU{co}; spéter werden jedoch noch
viele weitere Beispiele dazukommen. Um eine gemeinsame Sprechweise fiir all diese Beispiele zur
Verfiigung zu stellen, geben wir hier einen Ausblick auf eine weitgehende Abstraktion: den Begriff
des topologischen Raums. In der Vorlesung Analysis I spielt dieser Begriff nur eine Nebenrolle
als eine praktische Sprechweise.

Definition 2.10 (Abstraktion des Satzes 2.9) Es sei M eine beliebige Menge und 7 eine
Menge von Teilmengen von M. 7 heifit eine Topologie auf M, wenn gilt:

1. 0eTund M T
9. VA BeT: ANBeT

3. Fiir alle Familien (A;);e; von Mengen in 7 gilt: |J A; € 7.
el

Ein Paar (M, T) heiit topologischer Raum, wenn 7 eine Topologie auf M ist. Die Elemente von
7T werden auch offene Mengen in M (beziiglich der Topologie 7') genannt.

Beispiel: Die Menge der offenen Mengen von R bilden eine Topologie.

Alle topologischen Begriffe (z. B. abgeschlossen, Abschluf}, innerer Punkt, Inneres, Berithrpunkt,
Rand, etc.) lassen sich auf den Begriff der offenen Mengen zuriickfithren und damit auf topolo-
gische Réume erweitern. Wir verzichten hier auf Details.
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2.2 Topologie von RU {£oo} und C U {0}
Definition 2.11 Eine Teilmenge M C R U {#£oo} heiit offen in R U {00}, wenn gilt:
1. M NR ist offen in R.
2. Falls +00 € M, so gilt:
dreRVzeR: (x>r = x€ M).
Anders gesagt: Wenn 400 € M, so liegen alle geniigend groflen x in M.
3. Falls —oco € M, so gilt:

dreRVzeR: (x<r = ze M),
d. h. wenn —oo € M, so liegen alle geniigend kleinen = in M.
Die letzten beiden Bedingungen kann man auch so ausdriicken:
2’. Falls +00 € M, so ist R\ M nach oben beschrinkt.
3’. Falls —oo € M, so ist R\ M nach unten beschrinkt.
Eine Menge M C C U {oo} heiit offen in C U {oco}, wenn gilt:
1. M NC ist offen in C.
2. Fallsco € M, sogilt: Ir e Rz € C: (Jz| >r = x € M).

Wir nennen eine Menge M C C beschriankt, wenn AN > 0Vz € M : |z| < N gilt, d.h.
wenn M ganz in einer Kreisscheibe um 0 enthalten ist. Die letzte Bedingung kann man
damit so formulieren:

2’. falls co € M, so ist das Komplement von M beschrénkt.

Bemerkung: Die Menge der offenen Mengen in RU{+o0} (bzw. in CU{oo0}) bilden eine
Topologie iiber RU {00} (bzw. iiber CU {oo}).

2.3 Haufungspunkte

Definition 2.12 (Hiufungspunkt) Es sei a = (a,)nen eine Folge von reellen
Zahlen. Anders gesagt: a : N — R.
Fine Zahl x € R heifit Haufungspunkt von a, wenn gilt:

Ve>0VneNdIm>n: a, € Ulx)

Anders gesagt lautet die definierende Bedingung fiir einen Haufungspunkt:
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Fiir alle e > 0 gibt es beliebig grofie m € N, so dass |a,, — x| < € gilt.
Nochmal anders gesagt: Jede e-Umgebung von x enthdlt unendlich viele Folgenglieder.
Notation mit einer anderen Formel: Die Menge der Hdaufungspunkte von a ist

ﬂ {am|m > n}.

neN

Beispiel 1: Die Folge® (1/n),en+ hat den Hiufungspunkt 0, denn jede e-Umgebung
U.(0) =] — ¢, ¢ [ von 0 enthélt unendlich viele Folgenglieder, nédmlich sogar alle Fol-
genglieder von einer bestimmten Stelle an:

1
Ve>0VneNdm>n: ‘— <E.
m
Dies folgt aus dem archimedischen Axiom.
Beispiel 2: Wir zihlen QT = {2|n,m € N*} wie folgt ab:
B 1 1 1 1 1
ap = 02—2 (15—3 a9—4 (114—5 G20—6
/ / / / /
2 2 2 2 2
CL1:I a4:§ as—g alSIZ alg—g
/ / / /
_3 3 _3 _3
CL3—1 a7_2 a12—3 a18—4
/ / /
4 4 4
GGZI a11:§ CL17:§
/ /
_5 _3
ai = 1 aie = 5
/
6
ais = 1

Die so konstruierte Folge a : N — Q7 ist surjektiv. Die Folge (a,)nen hat alle positiven
reellen Zahlen und 0 als Haufungspunkte, denn in jeder e-Umgebung |x — &, x 4 €[ einer
reellen Zahl x > 0 liegen unendlich viele rationale Zahlen.

Bemerkung: Eine Menge Q heifit abzihlbar, wenn Q = () oder es eine surjektive Abbil-
dung a : N — @ gilt. Das Abzidhlverfahren zeigt: QT ist abzéhlbar. Ebenso: N x N =
{(n,m) | n,m € N} ist abzéhlbar, und allgemeiner: ); x Q)s ist abzdhlbar, wenn ); und

3Man store sich nicht daran, daB die Folge im Beispiel mit N* indiziert ist, in der Definition 2.12
jedoch mit N.
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()2 abzéahlbar sind.

Beispiel 3: Die Folge (2"),,en hat keine Haufungspunkte in R. Anschaulich gesehen hiufen
sich die Folgenglieder bei +o00. Wir erweitern die Definition von “Haufungspunkten” auf
unendlich ferne Punkte.

Definition 2.13 (Hiufungspunkte — abstrahiert) Es sei X =R, CRU{+oc0}, CU
{o0}, (oder allgemeiner X ein topologischer Raum). Fin Punkt x € X heifst Hdufungs-
punkt einer Folge (an)nen mit Werten in X, wenn jede offene Menge in X, die x enthdlt,
unendlich viele Folgenglieder enthdlt.

Beispiel 4: Die Folge ((—2)"),en hat die Hiufungspunkte +o0o und —oo, denn die Menge
{(=2)"|n € N} ist sowohl nach oben als auch nach unten unbeschrinkt.
Betrachten wir eine beschriankte Folge (a,)pey in R, d. h. 3 M € RVn € N: |a,| < M.

Tllustration:

f i R A1 f
-M Qo ao as a4 ay M
Anschaulich ist plausibel: Die Punkte haufen sich irgendwo. Dies zu beweisen, wird unsere

erste Anwendung des Vollstandigkeitsaxioms:

Satz 2.14 (Satz von Bolzano-Weierstraf3)

e
Jede beschrinkte Folge (ay)nen in R besitzt mindestens einen Hdufungspunkt. wichtig!

Beweis: Es gelte fiir alle n € N : |a,| < M. Betrachten wir die Menge

K = {x € R/ fiir alle geniigend grofien n gilt: a,, > =}
= {zeR|IdmeNVn>m: a, >z}

Es gilt K # (), denn —M € K. Ferner ist M eine obere Schranke von K. Also existiert
s = sup K nach dem Vollstéandigkeitsaxiom.

Wir zeigen nun: s ist ein Haufungspunkt von (a,, )nen. Hierzu sei e > 0. Es gilt: s+¢ ¢ K,
denn s ist eine obere Schranke von K und s 4+ ¢ > s. Also gibt es unendlich viele n € N
mit a, < s+e¢. s ist obere Schranke von K, s — ¢ jedoch nicht, da s = sup K. Es gibt also
ein x € K mit s —e < x < s, d.h. fiir alle geniigend groflen n € N gilt: a,, > x > s — €.
Wir schlieen: Unendlich viele der Folgenglieder miissen zwischen s — ¢ und s + ¢ liegen,
d. h. die e-Umgebung U.(s) =|s — ¢, s + €[ von s enthilt unendlich viele Folgenglieder.
Weil dies fiir alle e > 0 gilt, folgt: s ist ein Hiufungspunkt von (a,)nen-

O

Tllustration zum Beweis des Satzes von Bolzano-Weierstraf3:

32



unendlich viele a,, hier

nur endlich also unendlich viele a,, hier

viele a,, hier

Ausblick: Varianten des Satzes von Bolzano-Welierstraf3:
e Jede Folge in R U {00} besitzt mindestens einen Haufungspunkt in R U {00}

e Jede beschriankte Folge in C besitzt mindestens einen Haufungspunkt.
[Das beweisen wir erst spiter.]

e Jede Folge in C U {00} besitzt mindestens einen Haufungspunkt in C U {oco}.
[Das folgt aus der vorhergehenden Aussage.]

2.4 Kompaktheit

Wir stellen dem Satz von Bolzano-Weierstrafl in diesem Abschnitt ein abstraktes Gegenstiick zur
Seite, den Satz von Heine-Borel. Beide Sétze beruhen letztlich auf dem Vollstdndigkeitsaxiom.
Kompaktheit spielt in der Analysis eine #hnliche Rolle wie Endlichkeit; sie erlaubt es in verschie-
densten Anwendungen, Probleme auf endliche Situationen zu reduzieren. Dieser Abschnitt ist
vielleicht der abstrakteste der gesamten Vorlesung. Wir arbeiten n&dmlich hier hoher als bisher
in der Hierarchie der Mengen, nicht mit einer offenen Menge, sondern mit Systemen offener
Mengen, also mit moglicherweise unendlichen Familien offener Mengen.

Definition 2.15 Es ses M C R. Eine Familie (U;)ier von Mengen U; C R heifst
offene Uberdeckung von M, wenn gilt:

1. Fiir jedes i € I ist U; offen.

2. JU D M.

el

Die zweite Bedingung in dieser Definition bedeutet: Jedes Element von M ist in minde-
stens einem U, ¢ € I, enthalten.

Bemerkung: Analog kann man offene Uberdeckungen fiir beliebige topologische Réume defi-

nieren.
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Beispiel 1: Die Familie ( | — M, M| ) wen st eine offene Uberdeckung von R. Endlich

viele Intervalle reichen aber noch nicht aus, um R zu iiberdecken.

B M
_] L

L
1

L]
M1

L
1

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Beispiel 2: Die Familie ( ]k — 1,k + 1] ) rez ist auch eine offene Uberdekcung von R.
Sobald man aber auch nur mindestens eine der Mengen |k — 1,k + 1] weglédsst, wird R
nicht mehr iiberdeckt, denn k& wird dann nicht mehr iiberdeckt.

Beispiel 3: Fiir jedes ¢ > 0 ist (Ue(x))x clo.1] eine offene Uberdeckung des Einheitsinter-
valls [0, 1]. Diesmal reichen endlich viele dieser offenen Mengen aus, um [0, 1] zu iiber-
decken. Wihlen wir n € N* mit + < €, so ist schon (Uﬁ-?(%))k:o ., eine endliche offene

Teiliiberdeckung dieser Uberdeckung von [0, 1].

Beispiel 4: (typisches Beispiel fiir das Auftreten offener Uberdeckungen) Es sei a =
(@pn)nen eine Folge mit Werten in einer Menge B C R. Wir setzen

C ={zx € B|x ist kein Haufungspunkt von a}.

Wir wihlen fiir jedes x € C eine offene Umgebung U, von z aus, die nur endlich viele
Folgenglieder von a enthélt, d. h. {n € N| a, € U,} soll endlich sein. Dann ist (U,).c ¢
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eine offene Uberdeckung von C'.

Definition 2.16 (Kompaktheit) FEine Menge M C R heifit kompakt, wenn jede
offene Uberdeckung (U;);e; von M eine endliche Teiliberdeckung besitzt.

Das bedeutet: Es muss zu jeder offenen Uberdeckung (Uy)ier von M eine endliche abstrakt,

. . . aber
= . - ) .
Menge E = {iy,...,i,} C I geben, so dass ng U; O M gilt wichtig!

Kompaktheit fiir beliebige topologische Raume (M, 7T) statt M C R wird wortlich genauso de-
finiert.

Die obigen Beispiele 1 und 2 zeigen: R ist nicht kompakt. [0, 1] ist auch nicht kompakt,
denn (] — 00, [)ge (0,1 ist eine offene Uberdeckung von [0, 1[, die keine endliche Teiliiber-
deckung besitzt. Der folgende Satz gibt jedoch Beispiele fiir kompakte Mengen:

Satz 2.17 (Satz von Heine-Borel) Jedes abgeschlossene, beschrinkte Intervall

o
[a, b] ist kompakt. wichtig!

Hier sind a < b zwei reelle Zahlen.

Beweis: Es sei (U;)ie; eine offene Uberdeckung von [a, b]. Wir setzen

M = {x € [a,b] ’ Es gibt eine endliche Menge £ C I mit |J U; D |a, z] } .
i€E
Es gilt @ € M, denn {a} = [a,a] wird schon von einer einzigen Menge U,, fiir ein iy € [
tiberdeckt. Weiter gilt: M C [a, b], also ist M beschriankt. Nach dem Vollstédndigkeitsaxiom
existiert demnach s = sup M. Wegen a € M ist s > a, und wegen M C [a,b] ist s < b.
Es folgt: s € [a,b]. Weil (U;);cs eine offene Uberdeckung von [a, b] ist, kénnen wir j € I
wéhlen, so dass s € U; gilt. Weil U; eine offene Umgebung von s ist, gibt es ein € > 0,
so dass U.(s) =|s —e,5s +¢[C U;. Wegen s —e¢ < s = supM gibt es ein z € M mit
s —e < x < s. Nach der Definition von M und wegen x € M gibt es eine endliche Menge

FE C I mit

U Uz 2 [aa ZL‘],

i€l
d.h. [a, ] wird schon von endlich vielen der U; iiberdeckt. Es sei nun s < y < s+ ¢, wobei
y € |a,b]. Dann gilt wegen [z,y] Cls —¢e,s 4+ ¢[C U;:

a,9] = la,2] Uyl € J UL U T,

el

also wird auch [a, y] schon von den endlich vielen Mengen U;,7 € E'U{j} tiberdeckt. Das
bedeutet: y € M. Wegen s = sup M folgt: y < s, also y = s wegen y > s. Es gibt also
kein § € [a,b] mit s < § < s+ €, und wir schlielen y = s = b wegen s € [a, b]. Demnach
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wird [a, b] von den endlich vielen Mengen (U;);cpuy;y iiberdeckt. Weil (U;);er eine beliebige
offene Uberdeckung von [a, b] ist, folgern wir: [a, b] ist kompakt.

O

Illustration zum Beweis des Satzes von Heine-Borel: Die Graphik illustriert den
Fall s < y < b, der nicht auftreten kann, und der im Verlauf des Beweises widerlegt wird.

wird von endlich vielen U; iiberdeckt

G I D >

wird von einem Uj iiberdeckt

| 7 | I \
\ | 1 L \
a s—¢€ xS Yy s+¢ b
e >

wird also auch von endlich vielen U; iiberdeckt

Korollar 2.18 (Charakterisierung der Kompaktheit in R) Es sei M C R.
Folgende Aussagen sind dquivalent:

a) M ist abgeschlossen und beschrinkt.
wichtig!

b) M ist kompakt.

c¢) Jede Folge (an)nen mit Werten in M besitzt mindestens einen Haufungspunkt
in M.

Sprechweise fiir die Aussage c): “M ist folgenkompakt.”

Beweis:

a) = b)| Es sei M abgeschlossen und beschriankt. Dann gibt es zwei reelle Zahlen a < b

mit M C [a,b]. Es sei (U;);er eine offene Uberdeckung von M. Nehmen wir noch die offene
Menge R\M zu dieser offenen Uberdeckung dazu, erhalten wir eine offene Uberdeckung
von [a, b]. Nach dem Satz von Heine-Borel reichen schon endliche viele Mengen (U;)i—i, ...
zusammen mit R\ M aus, um das Intervall [a,b] zu iiberdecken. Wenn wir R\ M in die-
ser Uberdeckung weglassen, erhalten wir immerhin noch eine endliche Teiliiberdeckung
(Ui)i=iy..i,, von M, denn (R\M) N M = (). Also ist M kompakt.
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b) = ¢) |Essei M kompakt. Angenommen, die Folge (a,,)neny mit Werten in M hat keinen
Haufungspunkt in M. Wie in Beispiel 4 wéhlen wir zu jedem x € M eine offene Umgebung
U, aus, die nur endlich viele Folgenglieder trifft, d.h. fiir die die Menge {n € N | a,, € U, }
endlich ist. Weil M kompakt ist, besitzt die offene Uberdeckung (U,).car von M eine
endliche Teiliiberdeckung (U, ).cg. Hier ist E eine endliche Teilmenge von M. Dann ist

auch die Menge
a, € U Ux}

zel

U{nEN]@nEUI}:{nEN

zeE
endlich, im Widerspruch dazu, daf§ fiir alle n € N

aneMgUUx

zelR

gilt. Die Annahme ist also falsch. Die Folge (a,,)nen besitzt also einen Haufungspunkt in
M.

c) = a) | Es sei M folgenkompakt.

Wir zeigen zunéchst: Die Menge M ist abgeschlossen. Hierzu sei = ein Beriihrpunkt von
M. Fiir jede natiirliche Zahl n € N* wéhlen wir ein a,, € M mit |a,, — x| < % aus. Nach der
Voraussetzung c) besitzt die Folge (a,)nen einen Haufungspunkt y in M. Es muss x = y
gelten. Falls ndmlich = # y gelten wiirde, géibe es disjunkte offene Umgebungen U, (x)
bzw. U.(y) von z bzw. von y, d.h. U.(x) N U.(y) = 0; man wihle z.B. ¢ = |z — y|/2. Die
offene Umgebung U (x) von x enthélt fiir alle geniigend grofien n das Folgenglied a,,, also
kann U, (y) hochstens endlich viele Folgenglieder enthalten. Das ergibt einen Widerspruch,
da y ein Héufungspunkt der Folge (ay,)nen ist. Die Annahme = # y ist falsch, also gilt
x =1y € M. M enthilt also jeden Beriihrpunkt x von M. Das bedeutet: Die Menge M ist
abgeschlossen.

Wir zeigen nun: Die Menge M ist beschrinkt. Andernfalls kénnen wir zu jedem n € N ein
b, € M mit |b,| > n wéhlen. Die Folge (b, )nen besitzt dann keinen Héufungspunkt in R;
hochstens die unendlich fernen Punkte +o0o und —oo kénnen Haufungspunkte der Folge
sein. Insbesondere gibt es keinen Haufungspunkt in M der Folge (b,,),en. Das widerspricht
der Voraussetzung c); folglich kann M nicht unbeschrénkt sein.

O

Korollar 2.19 Es sei Ag 2 A1 O As... eine absteigende Folge von abgeschlossenen,
beschrdnkten, nichtleeren Teilmengen von R. Dann ist der Durchschnitt aller Folgenglieder

nichtleer:
() An # 0.

neN
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Beweis: Wire ), oy An = 0, so wire [, ony(R\A,) = R\ (1A, = R. Demnach wére die
Folge (R\A,)nen eine offene Uberdeckung von Ay. Man beachte hier, daf die Komple-
mente der R\ A, der abgeschlossenen Mengen A, offen sind. Nun ist Ay abgeschlossen
und beschrinkt, also kompakt. Dann reichen schon endlich viele der Mengen R\ 4,,, sagen

wir (R\A4, )01, n~, zur Uberdeckung von Ay aus. Andererseits trifft keine der Mengen
R\ A, die Menge Ay, wenn n die Zahlen 0,1, ..., N durchlauft:

Vne{0,1,....N}: Ay N (R\A,) =0,

also

N
0# Ay = Ay N Ay C Ay N [ (R\A,) = 0.

n=0

Das ist ein Widerspruch. Die Annahme () _y A, = 0 ist also falsch.

neN

O

Beispiel: Intervallschachtelungen. Es seien ag < a7 < ay < ... eine aufsteigende
Folge und by > by > by > ... eine absteigende Folge reeller Zahlen, so daf} a,, < b, fiir alle
n € N gilt. Dann gibt es mindestens eine Zahl = € R, die in allen Intevallen [a,, b,] liegt,
n € N. Anders gesagt:

(Yl ba] # 0.

neN

Falls sup,cy @ = inf,en b, gilt, so ist * = sup,cya, = inf,enb, der einzige Punkt im
Durchschnitt der Intervalle [a,, by].

Folgerung: Nichtabzihlbarkeit von R

Satz 2.20 (R ist nicht abzihlbar. ) Das bedeutet: Jede Folge (x,)nen Teeller
Zahlen trifft mindestens eine reelle Zahl nicht. Anders gesagt: Jede Abbildung
x: N — R st nicht surjektiv.

Beweis: Wir zeigen, dass das Intervall [0, 1] nicht im Bild von = enthalten sein kann.
Dazu definieren wir rekursiv eine absteigende Folge [a,,,b,], n € N, von Intervallen, mit
nichtleerem Inneren, d.h. a,, < a,y1 < byy1 < by, so dass [a,, b,] keinen der Punkte zy,
0 < k < n, trifft.

e Als Rekursionsanfang setzen wir [ag, by| := [0, 1].

e Als Rekursionsvoraussetzung nehmen wir an, dass
ag < ...<a,<b,<...<b

mit {xg,...,T,_1} N [an,b,] = 0 schon gefunden seien.
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e Im Rekursionsschritt n ~» n+ 1 wéhlen wir ein Intervall [a,41, bpt1] C [an, bu)\{zn}
mit a,11 < bpr1. Wegen a,, < b, ist diese Wahl moglich. Nach Konstruktion gilt
dann die Rekursionsvoraussetzung auch in der néchsten Rekursionsstufe:

aOS---Sangan+1<bn+1§bn§~--§b0

und {x(]? <y -1, xn} N [anJrl; anrl] = (Z)

Nun enthélt der Durchschnitt () [an, b,] keinen der Punkte (z,)nen. Dieser Durchschnitt
neN
ist aber nach dem Korollar 2.19 nichtleer, so dass (z,)neny mindestens einen Punkt in [0, 1]

nicht trifft.
O

Tllustration zur Konstruktion:

| I I ]
L I N ]

Qp Ty Apt1 Tpil Gpi2 bn+2 bn—l—l bn

Satz 2.21 Jede nichtleere, kompakte Menge K C R besitzt ein Minimum min K und ein
Mazximum max K.

Beweis: Wir setzen s = sup K. Es gilt s € R, denn K ist nichtleer und nach oben
beschréinkt. Die Folge ([s — £, s] N K)neN steigt ab. Jedes Folgenglied [s — 1, 5] N K ist
nichtleer, weil s = sup K. Als Durchschnitt zweier abgeschlossener, beschrankter Mengen
ist [s — %, s] N K abgeschlossen und beschrankt, also kompakt. Nach dem Korollar 2.19
ist der Durchschnitt (), cy[s — =, s] N K nichtleer. Der Durchschnitt kann aber nur ein
einziges Element enthalten, ndmlich s. Es folgt s € K. Das Supremum von K ist also
auch das Maximum von K.
Der Beweis fiir das Minimum verlduft analog; statt dem Supremum von K verwendet man
hier das Infimum von K.

O

Satz 2.22 Jede beschrinkte Folge (ay,)nen in R besitzt einen kleinsten und einen griofsten
Haufungspunkt in R.

Beweis: Die Menge H der Haufungspunkte der Folge (a,)neny kann wie folgt als ein
Durchschnitt geschrieben werden:

H = ﬂ {an|n > m}.
meN

Das ist ein Durchschnitt einer absteigenden Folge von nichtleeren, abgeschlossenen und
beschriankten Mengen. Nach dem Korollar 2.19 ist H nichtleer. Als Durchschnitt von
abgeschlossenen Mengen ist H abgeschlossen. Weil H auch beschrinkt ist, folgt: H ist
kompakt. Also besitzt H sowohl ein Minimum als auch ein Maximum.
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Variante: Jede Folge (a,)nen mit Werten in R U {400} besitzt einen grofiten und einen
kleinsten Haufungspunkt in R U {4o00}.

Definition 2.23 (liminf und limsup)

e Der grofite Haufungspunkt einer Folge (a,)neny in R U {£o0} wird Limes su-
perior dieser Folge genannt. In Zeichen: limsup,, . ay.

e Der kleinste Haufungspunkt einer Folge (a,)neny in R U {00} wird Limes
inferior dieser Folge genannt. In Zeichen: liminf,, .. a,.

Ubungsaufgabe: Es gilt:

limsup a, = inf sup a,,
n—00 meN p>m

liminf a, = sup inf a,.
n—00 meN n>m

3 Konvergenz und Stetigkeit

3.1 Konvergenz von Folgen in R oder C
Zentraler

Definition 3.1 Fine Folge (a,)nen in R oder C heif$t konvergent gegen x € R bzw. Begriff!
C, wenn gilt:

Ve>03dmeNVn>m: |a, —z| <e.

Anders gesagt: Konvergenz gegen x bedeutet: Fiir alle e > 0 liegen hochstens endlich viele
Folgenglieder aufierhalb von U.(z).

Qo

Bemerkung: Eine Folge kann hochstens gegen eine Zahl konvergieren. In der Tat: Wére
(@pn)nen sowohl gegen x als auch gegen y # x konvergent, so gélte fiir alle geniigend
grofien n € N sowohl |a,, — x| < |x —y|/2 als auch |a,, — y| < |z — y|/2, was zu folgendem
Widerspruch fiihrt:

[z =yl |r—yl

2=y < Jon — 2]+ lan — gl < Eo L+ Eo S~y
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Schreibweisen: a,, — =z, “a, hat den Grenzwert z”, “a,, hat den Limes 2", lim,,_. a,, =
x. Eine Folge heif3t divergent, falls sie nicht konvergiert.

Beispiel 1: Es gilt

1 n—00
n

denn

Ve>0dmeNVn>m:

n

< €.

In der Tat: Gegeben ¢ > 0, wéhlen wir m € N mit m > é Dann gilt fiir alle n > m:

1 1 1
——0l=—-<—<s¢,
n nom
also )
——0| <e.
n

Beispiel 2: Fiir alle z € C mit |z| < 1 gilt:

lim 2™ = 0.

n—oo

Beweis: Wir fithren den Beweis zunécht im Fall 0 < |z| < 1. Es sei ¢ > 0. Dann ist
r~! = 1/x definiert, und

1
27 = — > 1.
]

Nach dem archimedischen Axiom wéhlen wir m € N so grof}, daf3
1

> 17
"2 Q1 o
gilt. Anders gesagt bedeutet das:
1
-1
—-1) > —-.
mile |- 1) > 1
Fiir alle n € N mit n > m gilt:
1
—r =+ (27 = 1)"
27|
>1+n(jz7' =1) wegen der Bernoullischen Ungleichung
>m(la™ = 1) wegen |[z71 —1>0und n >m
1
Z )
£
also 1/|z™| > 1/e. Es folgt: |2 — 0] < e.
Im Fall x = 0 ist 2" = 0 fiir alle n > 1, also |z" — 0| < e.
0J
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Veranschaulichung der Konvergenz durch ein Spiel. Wir kénnen uns die Fra-
ge nach der Konvergenz einer Folge mit Hilfe eines Spiels zwischen zwei Personen, dem
Proponenten und dem Opponenten vorstellen. Der Proponent verteidigt die Konvergenz,
wéahrend der Opponent sie zu widerlegen sucht. Dazu wéahlt der Opponent € > 0, wor-
auf der Proponent mit einem m € N antworten mufl. Verfolgen wir so ein Spiel fiir
lim, ., 27" = 0:

n—oo

PROPONENT: Ich behaupte: 27" — 0.
OPPONENT: Das glaube ich nicht. Nimm ¢ = %
PROPONENT: (rechnet mit x = 1/2 in der Formel (17): ﬁ = 3.) Dann nimm m = 3.

OPPONENT: In der Tat, ich kann kein n > 3 finden, so dass 27" > 1/3.

Dann nehmen wir € = %.

PROPONENT: (rechnet wieder: ﬁ =10.)
10

OPPONENT (etwas verlegen): Hm, ich finde auch kein n > 10, so dass [27"| > 5 gilt.

Hier verliert der Proponent nicht, d.h. er wird niemals widerlegt.

«“ n 1 n—00 27a .

In dem folgenden Beispiel vertritt der Proponent die (falsche) These “) ;| ¢

1 n—00

PROPONENT: Ich behaupte lim, oo > ) 7 — 2.

OPPONENT (voller Uberzeugung): Das ist falsch. Nimm doch € = &.
PROPONENT (werlegen, probiert es trotzdem): Dazu nehmen wir m = 3.

OPPONENT: Nein, das geht nicht: Fiir n =4 > 3 gilt:

NS BN A N B e
— — — — — = — = C .
172737 o " ¢

PROPONENT: Ich habe verloren.
Hier gewinnt der Opponent: ), _, % konvergiert fiir n — oo nicht gegen 2.

Andere Formulierung der Konvergenzdefinition:

an —> x bedeutet: Es gibt eine Funktion Ny : ]0,00[— N, so dass fiir alle ¢ > 0
und alle natirlichen Zahlen n > Ny(e) gilt: |a, — x| < .
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Beispiele: Fiir den Nachweis von lim,, .., 1/n = 0 kénnen wir

wiéhlen, wobei wir die Aufrundung einer Zahl zur néchsten ganzen Zahl wie folgt definie-
ren:
[y] ==min{m € Z|m > y}.

Fiir den Beweis von 2" "= 0 fiir 0 < |z| < 1 setzen wir

No(e) = {;w |

(lz= = 1)e
Satz 3.2 (geometrische Reihe) Firx € C mit |z| < 1 gilt: wichtigste
Rethe
a k n—00 1 der
kX;x 12 Mathe-
matik!

Beweis: Es sei ¢ > 0. Weil lim,,_, 2" = 0, kénnen wir m so grof§ wiihlen, dass [z™"!| <
|1 — x| gilt; man beachte hierbei |1 — z| > 0. Dann gilt fiir alle n > m:

= 1
;Ik_l—x

mit der geometrischen Summe

‘1_l.n+1 1

1—2z _1—x

n+1 n+1|

x ez

L]

11—z
m-‘,—l’

|z

— L g
|1 — :U| ——
N—— <1

<e

<e€
0J

Definition 3.3 Es sei (a,)ne v eine Folge in R oder C. Die Folge (D) ax), .y heifit die
Reihe zu (ay)nen. Ebenso wird auch manchmal der Grenzwert der Folge (3, ax),, o, falls
er existiert, Reihe der (a,)nen genannt. Die Folgenglieder Y ;_ ay heiflen Partialsummen
der Reihe. Im Fall der Existenz des Grenzwerts schreiben wir:

[e.¢] n

E ay = lim E ay
n—oo

k=0 k=0

Wir verwenden dann die Sprechweise “Die Reihe Y/ a) konvergiert”.

Mit dieser Definition kénnen wir die geometrische Reihe auch so schreiben:
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Fir z € C mit |z| < 1 gilt:

> 1
Zxk_1—x‘

k=0

Der néchste Satz zeigt, dal man Grenzwerte und arithmetische Operationen vertauschen
darf:

Satz 3.4 Es seien (an)nen und (by)nen zwei konvergente Folgen reeller oder auch
komplexer Zahlen. Es gelte lim,, ., a, = @ und lim,,_., b, = b. Dann folgt:

n—oo

a) ap, +b, — a+b

n—oo

b) a, —b, — a—b

n—oo

¢) n-b, — a-b

d) Falls b # 0, gilt Z—” oy %

Beweis:

a,b) Es sei ¢ > 0. Wir wéhlen m; € N so grof}; dass
€
Yn>my: |a, — al <3

gilt. Diese Wahl ist moglich, da a,, —= a. Ebenso wihlen wir my € N so gro8, dass
auch .
Vn>m2]bn—b|<§

gilt. Dann folgt fiir alle n > max{my, my}:

[(an £b,) — (a £ )| = [(an — a) £ (b, — D)
< |a, — a| + |b, — b|

<€+€—5
2 2 7

n—oo

Das heifit: a,, £ b, — a *b.

c) Wir setzen M := max{|al, |b] + 1}. Dann gilt |b,| < M fiir alle geniigend grofien
n € N. In der Tat: Weil lim,, ., b, = b, folgt

[bn| = [b] < [bn —b] <1
fiir alle geniigend groflen n € N.
Es sei nun € > 0. Fiir alle geniigend grofien n gilt:
€ €

SV und |b, —b| < —

n — < .
la al i
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Es folgt fiir alle geniigend grofien n:

la,b, —ab| = |(a, —a)b, + a(b, —b)| (18)
5 €
< — . . —_— —_— ¢ —_— .
< lan—al - [ba] +af - |bp =0 < 5o - M+ M- o7 =0 (19)
d) Wir beweisen zunéchst:
Lo b
by b
Fiir alle geniigend grofien n gilt:
b
bt < .
2
also*
o] _ 10|
bu| > |b| — |bp —b] > || — = == >0.
el = 1o b, — bl = o~ o = 1

Es sei € > 0. Wahlen wir m so grof, daf§ fiir n > m gilt:

! b
b, — b —|p)Pe, LY
|6y, |<m1n{2||5,2}

Hierbei haben wir lim,, .. b, = b verwendet. Es folgt:

i_l‘ _ a0 _ 5ol
bo O] fballD] T Bl

Das bedeutet:

n—o0 1

1
—_— H —.
by, b
. n—oo n—oo . .
Hieraus und aus a,, — a folgt > — ¢ wegen der bereits bewiesenen Aussage c).
n

OJ

Gelegentlich ist folgende Monotonieaussage fiir Grenzwerte niitzlich:

Lemma 3.5 FEs seien (ay)nen und (by)nen zwei konvergente reelle Folgen mit a,, < by, fiir
alle n € N. Dann gilt lim,, .. a, < lim, . b,.

Beweis: Wir setzen lim,, .o, a, = a und lim,, .., b, = b. Es sei € > 0. Dann folgt fiir alle
geniigend grofien n € N:

e e
aﬁan+§§bn—l—§§b+5

Weil dies fiir alle € > 0 gilt, schliefen wir: a < b.

4Wir sagen: Fiir geniigend grofle n ist b,, von der 0 weg beschrinkt.
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3.2 Cauchyfolgen

Ein Problem beim Nachweis der Konvergenz nach der Definition ist, dafl man den Grenz-
wert x kennen muf}. Die folgende, eng verwandte Definition vermeidet dies:

Definition 3.6 Eine Folge (a,),eny mit Werten in R oder C heifit Cauchyfolge, wenn
gilt:
Ve>03dm e NVE>mVI>m: |a —a <e.

Es wird also nur verlangt, dafl die Folgenglieder untereinander beliebig nahe kommen,
wenn nur die Indices geniigend grof§ sind.

Satz 3.7 (Cauchyfolgen in R sind konvergent) Fine reelle Folge (an)nen ist
genau dann konvergent in R, wenn sie eine Cauchyfolge ist.

Beweis:
“=7": Es gelte a,, = . Es sei ¢ > 0. Wir wihlen m € N so groB, daf fiir alle n > m gilt:
la, — x| < 5. Dann folgt fiir alle k,1 > m:

£ 15
|ak—al|§|ak—x|+|al—x|<§+§=5.

Also ist (ay,)nen eine Cauchyfolge.

“<": Es sei (ap)nen eine Cauchyfolge in R. Es gibt N € N, so daf fiir alle n > N gilt:
la, —ani1| < 1,

also
lan| < lani1] + 1,

folglich ist (ay), beschrankt durch
M := max{|ao|, |ai], ..., |an], |an+1| + 1}

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstra$ gibt es einen Haufungspunkt x € R von (a,)nen.
Wir zeigen nun: a, — z. Hierzu sei ¢ > 0. Wir wihlen m € N, so da8 fiir alle k,1 > m
gilt:

g
|CLk — CL[| < 5

Weil x ein Haufungspunkt von (a, )nen ist, gibt es I > m mit |a; — x| < 5. Es folgt fiir alle
k> m:

e €
|ak—x]§|ak—al|+|al—x|<§+§:5.

. . n—oo
Wir schlieflen a;, — x.
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Eine analoge Aussage gilt auch iiber den komplexen Zahlen. Um dies zu zeigen, braucht
man aber den Satz von Bolzano-Weierstrafl in C, den wir noch nicht bewiesen haben. Das
holen wir nun nach. Wir benotigen dazu den Begriff der Teilfolge als Hilfsmittel:

Definition 3.8 FEs sei (ny)ren eine streng monoton steigende Folge von natiirlichen
Zahlen und (ap)nen eine beliebige Folge. Dann heifit (an, )ken eine Teilfolge von

(an)nen-

Beispiel: (a2, )neny und (a,2)nen sind Teilfolgen von (ay,)nen.

Satz 3.9 Es seien (ay)nen €ine Folge in C und x € C. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

a) x ist Haufungspunkt von (a,)nen.

b) Es gibt eine Teilfolge (an, )nen mit ap,, —> .

Beweis:
a) = b)| Wir wahlen rekursiv eine streng monoton steigende Folge (nj)ren: Rekursions-

anfang: ng = 0. Im Rekursionsschritt k ~~ k + 1 wahlen wir ng.; > ng so, dal
1

]ank“ —x| < ]{;——H

. k—o0
Dann gilt a,, — =.

b) = a)| Es sei ¢ > 0. Unendlich viele Folgenglieder von (ay,)nen, namlich a,, fiir alle

geniigend groflen k, liegen in der e-Umgebung U, (z) von z. Also ist = ein Haufungspunkt
der Folge (ay)nen-
O

Als Folgerung erhalten wir:

Satz 3.10 (Satz von Bolzano-Weierstrafl in C) Jede  beschrankte  Folge
(an)nen in C besitzt eine konvergente Teilfolge und somit einen Haufungspunkt.

Beweis: Die beschriankte reelle Folge (Re ay,)nen besitzt einen Haufungspunkt, also eine
konvergente Teilfolge (Reay, )ren. Die Folge (Im ay,, )ren ist beschriankt, besitzt also eine
konvergente Teilfolge (Im Uy, )jen. Wir setzen b; := Gy, fiir 7 € N und erhalten

Reb; % Re» und Im b, 2% Im 2

fiir ein 2z € C. Hieraus folgt lim;_, b; = 2. In der Tat: Sei ¢ > 0. Dann gilt | Reb; —Re z| <
e/2 und |Imb; — Im 2| < ¢/2 fiir alle gentigend grofien j € N. Fiir diese j folgt:

|bj — 2| <|Reb; —Rez|+ |Imb; —Imz| < e.
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Die Teilfolge (b,) jen von (a, )nen konvergiert also gegen z. Insbesondere ist z ein Haufungspunkt
von (an)nEN-

O
Wir erhalten nun:

Satz 3.11 FEine Folge in C ist genau dann konvergent, wenn sie eine Cauchyfolge ist.

3.3 Vergleichskriterien fiir die Konvergenz von Reihen

Satz 3.12 (Majorantenkriterium) FEs seien a,, > 0,n € N, so dafy die Reihe
Yoo an i R konvergiert. Weiter sei (by)nen €ine Folge in C, so daf fir allen € N

gilt: |b,| < a,,. Dann konvergiert Y > b, in C, und es gilt

oo o) [eS)
D bu| S lbal <D an.
n=0 n=0 n=0

Die letzte Aussage kann man als eine unendliche Version der Dreiecksungleichung auffas-
sen.

Beweis des Majorantenkriteriums: (" b,), . ist eine Cauchyfolge in C, also kon-
vergent. In der Tat: Es sei ¢ > 0. Dann gilt fiir alle geniigend groflen k,l € N mit k > [:

k
< > bl

k l

D b= b
n=0

k

>

n=0 n=I+1 n=l+1
k k l
< Z a, = Zan—Zan <eg,
n=Il+1 n=0 n=0

da (31 an),,cy eine Cauchyfolge ist. Die letzte Aussage des Satzes folgt im Limes k — oo

aus ) L .
D ba| <D lal <D
n=0 n=0 n=0

mit Hilfe von Lemma 3.5. Man beachte, daf auch die Reihe Y ° , |b,| konvergiert, denn
auch sie wird durch die Reihe Y7  a,, majorisiert.

O

Sprechweise: Wir sagen, eine Reihe (3" by),, .y konvergiert absolut, wenn (3" |by|)
in R konvergiert.

meN

Aus dem Satz folgt also:

Korollar 3.13 Absolute Konvergenz von Reihen impliziert Konvergenz:

Yoo o |bn| konvergent in R = >~ b, konvergent in C = b, — 0
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Beweis: Nur die letzte Implikation ist noch zu zeigen. Es sei also Y - b, konvergent in
C. Dann ist die Folge der Partialsummen (37" by), . ¢ine Cauchyfolge. Gegeben e > 0,

gilt also
m m—1
bl = |2 _ba =2 ba| <
n=0 n=0

fiir alle geniigend grofien m € N.

OJ
Bemerkung: Die Umkehrung des Korollars gilt nicht: Zum Beispiel ist die Reihe Y7 %

konvergent in R (Ubungsaufgabe), >°°° < jedoch nicht:

Satz 3.14 (Die harmonische Reihe divergiert.) (> 2 ist nach oben unbe-

n=1 E)mEN
schrinkt, also nicht konvergent in R.

Beweis: Wir zeigen durch Induktion fiir alle £ € N:
(20)

Das ist sicher richtig fiir £ = 0. Fiir den Induktionsschritt k£ ~» k£ + 1 nehmen wir an, daf3
die Ungleichung (20) fiir ein k& € N gilt, und schlieflen:

2k+1 Qk 2k+1
1 1 1
PIEED DR Dl
n=1 n=1 n=2k+1
koA 1
Sk 1 .
Z 5 + Z - (nach der Induktionsvoraussetzung)
n=2k4+1
oo 1
> 3 + Z pTy (Weil % > le_H fiir n < 2k+1)
n=2k+1
k 2k k+1
=5t o = % (weil die rechte Summe 2¥ Summanden umfafit.)

Weil die Folge (Zk 1> monoton steigt, folgt hieraus:
neN

n=1n

"1

lim inf — = +00.
k—o0 n
n=1
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Veranschaulichung zur Divergenz der harmonischen Reihe:

QST S S T
2783 475 8ol e a3
>23=3 >45=3 >8 =1 >16- =1

Beispiel zum Majorantenkriterium: Fiir alle 2 € C mit |z| < 1 konvergiert > - -

nach dem Majorantenkriterium. In der Tat: Es gilt |£-| < |z|" fiir n > 1, und die geome-

trische Reihe Y > | |z|" = 1‘f||x‘ konvergiert.

3.3.1 Konvergenz und Divergenz von Potenzreihen

Die folgende Klasse von Reihen spielt eine wichtige Rolle in der reellen Analysis und
dariiber hinaus eine fundamentale Rolle in der komplexen Analysis:

Definition 3.15 (Potenzreihen) FEs sei (a,)nen eine Folge in C und x € C. Eine

Reihe der Gestalt Y, a,x" heifit Potenzreihe in x. sehr

wichtig!

Der folgende Satz liefert ein Konvergenzkriterium fiir Potenzreihen:

Satz 3.16 Es seien x,y € C mit |z| < |y| und (a,)nen eine Folge in C. Wenn (|any™|)nen
beschrankt ist, dann konvergiert die Potenzreihe Y~ a,z™ in C absolut.

Beweis: Es sei M € R eine obere Schranke von |a,y"|, n € N. Dann folgt:

n

i T

Y

n
lan ™| = |any"| <M

Nun ist die geometrische Reihe

" M

-2

S M
n=0

konvergent in C wegen |§| < 1, also folgt die Behauptung nach dem Majorantenkriterium.

O

x
Y

Hieraus erhalten wir:

Satz 3.17 (Konvergenzkreisscheibe von Potenzreihen) Es sei (a,).en eine
Folge in C. Dann gibt es ein r € [0, +o0], so daB fiir alle z € C gilt:

e Falls |z| < r, so konvergiert die Potenzreihe > ja,z™.

e Falls |z| > r, so divergiert diese Potenzreihe.

Die Zahl r heifit Konvergenzradius der Potenzreihe )" a,z™.
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Beweis: Wir setzen:
r =sup{y > 0| (|any"|)nen ist beschrinkt}.

e Falls v € C mit || < r, so gibt es y > 0 mit |z| < y < r, so daB |a,y"|,n € N

beschrénkt ist, also ist >~ a,2™ konvergent.

e Ist umgekehrt z € C mit |z| > r, so ist |a,2”|,n € N, unbeschriankt, also kann

00 n oot .
Y e @™ nicht konvergieren.
0J

Bemerkung: Fiir |z| = r sind beide Fille moglich: Konvergenz oder Divergenz.

Beispiele:
1. Fiir 7 > 0 hat die geometrische Reihe Y 7 /7 ™2™ als Potenzreihe in z den Konver-
genzradius r. Fir |z| < r gilt
1

oo
—-n,n
r T =
> =
n=0

38

2. Die Reihe

m
Z nlz"
n=0 meN

hat den Konvergenzradius 0. In der Tat ist (|n!y™|),en fiir alle y > 0 unbeschrankt

3. Die Reihe

n!
n=0

konvergiert fiir alle z € C, sie hat also den Konvergenzradius +oo.
Beweis: Fiir alle y > 0 ist (y"/n!), oy beschrénkt. In der Tat: Fiir alle n € N mit
n >y gilt
n n—1
_y vy

n—1

v
nn-—1)"" (n—1)V

n!
also féllt die Folge (y"/n!),-r,; monoton. Es folgt also
n [v]
o<l <Y
nl — [y]!

fiir alle n > [y|. Hieraus ergibt sich die behauptete Beschrénktheit. Die Potenzreihe

hat also den Konvergenzradius +o0.

P
0J
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Definition 3.18 Die Abbildung exp: C — C

o n

exp(z) = Z %

n=0

heiBt Ezponentialfunktion. Die Reihe >~ >° % heifit Ezponentialreihe.

Wie wir erst spéater sehen werden, stimmt die Exponentialfunktion auf den rationalen Zah-
len mit der gleichnamigen Funktion, die Sie aus der Schule kennen, iiberein. Die geometri-
sche Rethe und die Exponentialreihe sind die beiden wichtigsten Reihen der Mathematik.
Wir studieren die Exponentialfunktion spéater noch intensiv.

3.3.2 Vergleichskriterien mit der geometrischen Reihe

Das folgende beiden Kriterien zur Konvergenz von Reihen beruhen beide auf einem Ver-
gleich mit einer geometrischen Reihe und damit auf dem Majorantenkriterium. Sie sind
in manchen Féllen sehr praktisch, aber sie versagen beide, wenn eine absolut konvergen-
te Reihe langsamer als alle geometrische Reihen konvergiert. Ein Beispiel fiir solch eine
langsamer als geometrisch konvergente Reihe ist Y o n=2.

Satz 3.19 (Quotientenkriterium) FEs sei (a,)nen eine Folge in C. Wenn es ein M €
10, 1] gibt, so daf fir alle geniigend groflen n € N gilt: |a,.1| < Mlay,|, so konvergiert die
Reihe Y~ a,, absolut.

Der Name “Quotientenkriterium” beruht darauf, daf§ man fiir a,, # 0 die obige Bedingung auch
in der Form |an+1/a,| < M schreiben kann.

Beweis des Quotientenkriteriums: Wir wihlen m € N, so daf fiir alle n > m gilt:
lan+1| < Mlay,|. Wir folgern daraus

Vn > m: |a,| < M" ™ ay|
durch vollsténdige Induktion iiber n:

Induktionsanfang n = m: Es gilt |a,| = M°|a,,|.
Induktionsschritt n ~» n + 1: Es sei n > m, und es gelte die Induktionsvoraussetzung
la,| < M™™|a,,|. Dann folgt

(1] < Mlan| < M- M" " ay,| = MOV ""a,,|.

Nun konvergiert

wegen M €]0, 1], also konvergiert nach dem Majorantenkriterium Y>> a, absolut und
damit auch ) ° - a, absolut.

02

extrem
wichtig!



Beispiel: Es sei 2 € C\ {0}. Fiir alle geniigend groBen n gilt:

n+1
i 1
| n+17= 2
also ist die Exponentialreihe ) fL—T absolut konvergent.

Satz 3.20 (Wurzelkriterium) FEs sei (ap)nen eine Folge in C und M €]0,1]. Es gelte
Van| < M fir alle geniigend grofien n.

Dann ist Y~ ", a, absolut konvergent.

Die Voraussetzung des Wurzelkriteriums kann man dquivalent auch in der folgenden Form schrei-

ben:
limsup v/|an| < 1.

n—oo

Beweis des Wurzelkriteriums: Aus der Voraussetzung folgt |a,,| < M™ fiir alle geniigend
grofen n. Die Reihe Y > a, wird also durch die konvergente geometrische Reihe Y~ >° ~ M™
majorisiert. Hieraus folgt die Behauptung.

OJ

3.4 Konvergenz in RU {£oo} und CU {oco}

Wir erweitern nun den Konvergenzbegriff auf unendlich ferne Punkte und allgemeiner auf
topologische Rdume.

Definition 3.21 Es sei M = RU{too}, M = CU {0}, oder allgemeiner M ein to-
pologischer Raum. Wir sagen, eine Folge (a,)nen konvergiert gegen x € M, wenn jede
offene Umgebung U von x hdchstens endlich viele Folgenglieder nicht enthdlt, d.h. wenn
folgendes gilt:

dJneNVn>m:a, €U

Bemerkung: Der Grenzwert in RU{+o00} oder CU{oo} ist ebenfalls eindeutig bestimmt,
falls er existiert.® Wir schreiben also wieder x = lim,,_, a,, fiir den Grenzwert x der Folge
(an)n, oder auch a, == z. Insbesondere bedeutet das fiir reelle a,,n € N:

a, — +o00 = VM eRImeNVn>m: a, > M, (21)
a, == —00 <— VM e Rdm e NVn>m: a, < M, (22)

und fiir komplexe a,,:

an =3 00inCU{c0} <= VM >03ImeNVn>m: |a,| > M.

°In allgemeinen topologischen Riumen kénnen dagegen Grenzwerte mehrdeutig sein.
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Beispiele:
1 M—o0

1. harmonische Reihe: Es gilt Y | & == +00. Anders gesagt: > -, + = +00.

n—oo

2. Fir z € C mit |z| > 1 gilt 2" — oo in C U {oo}.

Sprechweise: Statt “Konvergenz gegen oo oder 0o” sagt man auch “bestimmte Diver-
genz gegen +o0o oder oo”. Wenn Miflverstandnisse zu befiirchten sind, ob Konvergenz in
R, in C, in RU {+£o0} oder in C U {oo} gemeint ist, mufl man das explizit spezifizieren;
bei fehlender Spezifikation ist meist Konvergenz in R oder in C gemeint.

3.5 Operationen mit Reihen
3.5.1 Vertauschung von Limes und unendlicher Summe
Wir wissen: Sind (aq(q,l))neN, (af))neN, e (ag))neN konvergente Folgen, so gilt
j . ‘7 .
lim Zaﬁf) = Z lim a(?.
[ -
Unendliche Summen und Limes konnen jedoch manchmal nicht vertauscht werden.

Gegenbeispiel: Wir kiirzen ab:

mn

1 falls i=n
o, falls i #n

0;n wird Kronecker-Delta genannt. Es gilt lim,, ., d;, = 0 fiir alle 7 € N, also
> lim 6;, = 0.
o n—oo
Andererseits gilt Z;’io 0;n = 1 fiir alle n € N, also
lim » 0 =1#0=> lim 6.
s —0

Unter Zusatzvoraussetzungen kann man Limes und unendliche Summe dennoch vertau-
schen. Wir beweisen zwei Sétze hierzu, den Satz von der dominierten Konvergenz fiir
Reihen und den Satz von der monotonen Konvergenz fiir Reihen.
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Der Satz von der dominierten Konvergenz.

Satz 3.22 (Satz von der dominierten Konvergenz fiir Reihen)
Es set (as))meN eine Doppelfolge, d.h. eine Folge von Folgen in C. Wir nehmen
an:

1. Fiir alle i € N existiere lim,,_, o ag).

2. Es.exz'stz'eren b >0,i€eN, mit> 2, b < 400, so dafl fiir alle n,i € N gilt: wichtigster
ol < b, Satz zur
’ N ' - @ ‘ Vertau-
ann ezistiert lim, ... Y .~ an’ € C und es gilt schung
- - von Li-
lim al®) — lim @ mes und
nﬂoo; " ;"HOO " unend-
licher
Summe!

Bemerkungen:

1. Sprechweise fiir die Voraussetzung 2.: .
“(b));cy ist eine summierbare Majorante der aﬁf), 1,n € N”.

2. Man beachte, dafl die Majorante (b));en nur einen Index i besitzt. Die Majorante
darf also micht von n abhéngen!

3. Der Satz ist ein Spezialfall eines gleichnamigen, aber viel allgemeineren Satzes von
Lebesgue aus der Integrationstheorie, den wir erst in der Vorlesung Analysis 2 be-
handeln werden.

4. Manchmal wird der Satz auch “Satz von der majorisierten Konvergenz” genannt.
Beweis des Satzes von der dominierten Konvergenz: Es gilt fiir alle i € N:

< b,

lim a(®)

n—o0

da’ fiir alle i,n € N gilt: |a£f)| < b Also ist nach dem Majorantenkriterium

absolut konvergent, da

6Bitte iiberlegen Sie sich, warum das gilt.
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Es sei ¢ > 0. Wir wahlen NV € N so grof}, daf} gilt:

£s ibm _ ib(o _ i p(@)
S i=0 i=N+1
Nun gilt
N N
h_)m Zag) = Z h_)m a®
=0 =0

Hier vertauschen wir namlich nur eine endliche Summe mit dem Limes. Wir konnen also
ein m € N wihlen, so daB fiir alle n > m gilt:

N N -
Zanz) - lim a,(C) <.
, k—00 3
1=0 =0
Es folgt fiir diese n:
(4) : (4)
Do) =D Jima
=0 1=0
o N N N N 00
< i) _ i) i) _ N0 (1) _ (i)
<2 =D el e =) lim a4} fim gl — 3 lim o
1=0 1=0 1=0 1=0 1=0 =0
o0 c oo
i ; (4)
< Z al? t3 Z ;}E&ak
i=N+1 i=N+1
i . .
< Z AR Z b (wegen |a’| < b und limy_o |a’| < b®)
i=N+1 i=N+1
<: + - + “—¢
3 3 3 7

also die Behauptung.

Beispiel: Fiir alle z € C gilt:

(1 + f) % exp(r)
n
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Beweis: Nach der binomischen Formel gilt:
(e 5) = () ()
n B k) \n

(Z) (g)’“ (weil (1) =0 fiir & > n)

n

[y

k—
xk n—
k! n

0 =0

Mo I T

e
Il

Die verwendete Formel fiir die Summanden
n ( x ) k B x_k ]ﬁ n—1
k) \n/ k! oon

folgt unmittelbar aus der Definition des Binomialkoeffizienten.
Wir wollen nun zeigen, dafl

0o k—1 [e'e) k—1
. xk n—I ok n—I
lim E — H —_= E im — —_
n—00 k! n n—oo k! n
k=0 1=0 k=0 1=0

gilt. Wir berechnen dazu zuerst den Grenzwert der Summanden fiir n — oco. Es gilt fiir

alle l € N:

also fir alle k € N:

(Dies gilt auch fiir £ = 0, denn das leere Produkt ist gleich 1.)

Es folgt fiir alle £ € N:

S [ [ o
k! n k!
1=0
Um den Satz von der majorisierten Konvergenz anwenden zu kénnen, zeigen wir nun die

Existenz einer summierbaren Majorante. Es gilt fiir alle n, k € N mit n > 1:

e Falls k£ < n:
okl

n—1
k'l_! n

Man beachte, dafl die Faktoren |1 — %‘ hier zwischen 0 und 1 liegen.

l

n

|x|k . ¥

=0
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e Falls k > n:
k k—1

T n—1
all=-

=

jz]*

V=T

denn das Produkt enthélt hier einen Faktor 0, namlich fiir [ = n.

Die Reihen
k

[e%S) T k—1 n—1I

> o 11 —,  neN,
k=0 " 1=0

werden also durch die Exponentialreihe

< Joff
2T

0

B
Il

majorisiert, und alle Summanden konvergieren fiir n — oo gegen die Summanden der
Exponentialreihe > 2" /k!. Aus dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt

T\ " R A
o (1+5) = 1 ST
nl—{go + n nLHoloZ k! n
k= 1=0
0 k k—1
T n—I
=2 Jm 1] =-
k=0 =0
© K
T
)
k=0

O

Interpretation: Eine Bank bietet einen Zinssatz = x - 100% pro Jahr an. Bei halb-
jahrlicher Zinszahlung wiéchst das Kapital (inklusive Zinseszins) um den Faktor (1 + £)?
statt 14 x, bei dritteljahrlicher Zinszahlung um den Faktor (1 + £)?, etc. Im Limes kon-
tinuierlicher Zinszahlung erhélt man den Faktor lim, .. (1 4+ £)" = exp(x), Zinseszinsen
eingerechnet.

Zum Beispiel: Fiir z = 100% vervielfacht sich bei kontinuierlicher Zinszahlung inklusive
Zinseszins das Kapital um den Faktor

e:=exp(l) = 2,71828 ...

(statt des Faktors 2 bei einmaliger Zinszahlung). Die Zahl e heifit Eulersche Zahl.

Der Satz von der monotonen Konvergenz. Nun besprechen wir einen weiteren Satz
zur Vertauschung von Limes und unendlicher Summe, der die Dominiertheitsbedingung
durch eine Monotoniebedingung ersetzt:

o8

Eulersche
Zahl



Satz 3.23 (Satz von der monotonen Konvergenz fiir Reihen)
) < 4o firi,n € N, so daf fiir alle
i € N die Folge (ag))neN monoton steigt. Es gelte

Es sei (ag))meN eine Doppelfolge mit 0 < a'!

lim o) € R

n—oo

fiir alle © € N. Dann folgt

lim Zag) = Z lim a(®. (23)
i=0 i=0

Bemerkungen:

1. Auch dieser Satz hat eine weitgehende Verallgemeinerung in der Lebesgueschen
Integrationstheorie, die wir erst néchstes Semester besprechen.

2. Es ist moglich, dafl beide Seiten in der Gleichung (23) gleich +o0o sind.

Beweis des Satzes: Man beachte, daf alle Grenzwerte im folgenden Beweis existieren.
Weil @ in n monoton steigt, gilt

fiir alle n,7 € N, also

i=0 =0
fiir alle n,m € N und folglich

"0 < S lim o)

> o) <) limap

i=0 =0
fiir alle n € N und schliellich

lim Zan’) < lim a{?. (24)
=0 i=0

Umgekehrt: Es sei

Dann gibt es m € N mit
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al? (wegen der Vertauschbarkeit von lim und endlicher Summe)

< a®  (weil Y7 af) < 3% a6l fiir alle m € N),

wobei wir an ) > (0 verwendeten. Wir schlieflen

lim a? > Z lim a(®. (25)

Die Aussagen (24) und (25) zusammen implizieren die Behauptung.

3.5.2 Umordnung von Reihen

Satz 3.24 (Umordnung absolut konvergenter oder positiver Reihen) Fs sei(a,)nen
eine Folge in C, so daf$ die Rethe Y - a, absolut konvergiert oder alle a,, > 0 sind. Dann
gilt fiir jede Bijektion J: N — N:

Z aJ(i) = Z (07
=0 n=0

Zum Beweis ist die folgende Notation niitzlich: Fiir eine Aussage ¢, in der Variablen
x1,...,x; frei vorkommen diirfen, definieren wir die Indikatorfunktion von :

| - 1, falls ¢ gilt
v 0, falls ¢ nicht gilt.

Zum Beispiel konnen wir das Kronecker-Delta damit so schreiben: d;; = 1;—;).

Beweis des Satzes: Wir beweisen den Satz unter der Voraussetzung » > |a,| < co. Es
gilt:

j—oo
anl{g-1(n)<jy = On

fiir alle n € N, denn fiir alle geniigend grofien j gilt sogar

anl{-1m<j) = an-

Weiter haben die Folgen (anl{J—l(n)Sj})neN, j € N, die summierbare Majorante (|a,|)nen,
denn es gilt

|an L 1my<iy| < lan].
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Es folgt nach dem Satz von der dominierten Konvergenz:

J 0o
Zaj Z an 1 {g-1(n)<j} iz Z llm anl{J L(n) <J} Z Q-
1=0 n=0

Um das erste Gleichheitszeichen in dieser Formel einzusehen, beachte man: In der unend-
lichen Summe rechts vom Gleichheitszeichen tauchen gerade die a ;) mit i =0,...,j als
Summanden auf, fiir die 1{;-1(,)<; nicht gleich 0 ist.

Fiir a,, > 0 beweist man den Satz analog; statt dominierter Konvergenz verwendet man
montone Konvergenz.

OJ

Im allgemeinen kann man unendliche Reihen jedoch nicht beliebig umordnen. Das zeigt
der folgende Satz:

Satz 3.25 : Die Reihe Y . a, inR sei konvergent, aber nicht absolut konvergent. Dann
qibt es zu jedem x € R eine Bijektion J : N — N, so daf$ gilt:

Z @y =
=0

Beispiel: Der konvergenten, aber nicht absolut konvergenten Reihe > 7 ( i)n
also durch Umordnen der Summanden jeden beliebigen Wert geben, z.B. 0,7, =37, .. ..

Beweisskizze zum Satz: Wir unterteilen die Summanden in zwei Hélften, die negativen
und die nichtnegativen Summanden:

by, b1, ba, ... seien die negativen der a,, n € N;

Co, C1, Co, . .. seien die positiven der a,, n € N, inklusive 0.
Weil > a,, konvergiert, aber nicht absolut konvergiert, gilt sowohl 7~ by = —oo als
auch Y 72 ¢ = 400. Gegeben ein beliebiger Wert z € R, definieren wir rekursiv eine

umgeordnete Version y_° ,d, von >~ a, wie folgt:

Rekursionsanfang: Wir setzen

g — by, falls x <0
0 co, fallsx >0

Rekursionsschritt n — 1 ~» n: Wenn wir dy, ..., d,_1 schon gewéhlt haben, so setzen wir

e d, = das erste noch nicht verwendete by, falls Z;é dp > x,

e d,, = das erste noch nicht verwendete ¢;, falls Zz;é dp < x,
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Das bedeutet: Wir verwenden negative Summanden, wenn die Summe bisher oberhalb x
liegt, und positive Summanden, wenn die Summe bisher unterhalb x liegt. Man erhélt:
>ooe o dn = x. Wir fithren die Details hier nicht néher aus.

O
Notation: Es sei (a;);e; eine Familie reeller oder komplexer Zahlen. Die Menge I sei
abzahlbar. Falls I = {iy,..., i} endlich ist, setzen wir
k
Su=Y
el n=1

Dieser Wert héngt nicht von der Aufzéhlung von [ ab. Falls I abzéhlbar unendlich ist,
wéhlen wir eine beliebige Bijektion J : N — [ und setzen

> ail =" layml-
i€l n=0

Dies ist unabhéngig von der Wahl von J.

Falls
g la;| < oo,
el
SO setzen wir
o0
E a; ‘= E QA j(n)-
el n=0

Nach dem Umordnungssatz ist dies ebenfalls unabhéngig von der Wahl von J.

Der folgende Satz zeigt, dafl man bei absolut konvergenten Reihen die Summanden in
beliebige Teile aufteilen darf, die einzelnen Teile aufsummieren, und dann die Summen
nochmals aufsummieren, ohne die Gesamtsumme dabei zu dndern:

Satz 3.26 (Grofler Umordnungssatz) FEs sei (a;)ie; eine abzihlbare Familie reeller
oder komplexzer Zahlen. Es sei I = \J,cx Ix eine Zerlegung von I in paarweise durch-
schnittsfremde Mengen, indiziert mit einer abzdhlbaren Indexmenge K. Dann gilt:

Z |a;| = ZZ |ail,

iel kEK icly,

und falls Y, |a;| < 00, so gilt auch

Se-Y Y

iel keK i€}

62



Beweis: Der Satz ist nur fiir unendliche I und K nichttrivial; wir setzen also voraus, dafl 1
und K abzéhlbar unendlich sind. Durch Umbenennung der Indices kénnen wir annehmen:
I =Nund K = N. Es sei

(n) _ _
a; " = Gily o 1 fir ein k <ny = > ailjiery-
k=0

Man beachte, dafl in der letzten Summe hochstens ein Summand von 0 verschieden ist.
Nun gilt

ST =37 aidpeny = Y0 lailpenyl =Y. ail.
iel i€l k=0 k=0 iel k=0 i€}

Hier haben wir nur eine unendliche Summation mit einer endlichen Summe vertauscht.
Weiter gilt fiir alle ¢ € I:
|a§")\ S a;] firn — oo

d.h.: |a§n)| konvergiert monoton steigend gegen |a;|. Es folgt nach dem Satz von der mo-
notonen Konvergenz:

S lad = 3 tim o] = tim 371 = tim 3 el = 05 il

il el iel k=0 i€}, keK i€l

Falls )., |a;| < oo, so folgt:

=Y i a = i Yol = i 3wy

el el il i€l k=0
n n
= lim E E ail{ie]k} = lim E E a; = E E a;,
n—00 n—00
k=0 i€l k=0 i€l keK icly

wobei wir den Satz von der dominierten Konvergenz zur Vertauschung von unendlicher
Summe und Limes verwendet haben. Die Voraussetzungen des Satzes von der dominierten

Konvergenz sind erfiillt, denn einerseits gilt |a§n)| < |a;| fur alle i € I, n € N, und
(n)

. n—oo . .
andererseits a, © — a; fiir alle 7 € 1.

O
Als Beispiel beweisen wir die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion:

Satz 3.27 Fir alle x,y € C gilt:

exp(x +y) = exp(z) - exp(y)

63

Wichtigste
Rechen-
regel fiir
exp!



Beweis. Wir bemerken zunéchst fir n € N, k =0,...,n:

n _ H;L:n—k—&-lj _ n!
k k! kl(n — k)!'

In der folgenden Rechnung ist die Umordnung aufgrund der absoluten Konvergenz der
Exponentialreihen erlaubt:

> (x+y)" =1 /n .
exp(x +y) = Z o :ZZE . T
n=0 ’ n=0 k=0
0 gk gk 00 ok o
B S pra G S ok
n=0 k=0 n=0 kk_ﬁﬁN
=D > a2
k=0 =0 k=0 1=0
= exp(z)exp(y)

3.6 Stetigkeit
3.6.1 Definition und Charakterisierung der Stetigkeit

»Stetigkeit“ ist ein Grundbegriff der Analysis und Topologie. Er wird dhnlich wie Kon-
vergenz definiert:

Definition 3.28 Es sei M C R (oder M C C) und x € M. Eine Funktion f: M —

R (bzw. C) heifit stetig in z, wenn gilt: sentraler

Grund-
begriff!

Ve>0 30>0 VyeM: (ly—z|<d=|f(y)— f(z)] <e)

Anders gesagt: “f ist stetig in 2”7 bedeutet: Fiir alle ¢ > 0 gibt es § > 0, so daf

flUs(z) N M] € Ue(f())

Nochmal anders gesagt: Fiir jede e-Umgebung von f(z) gilt: Wenn nur y € M geniigend
nahe bei x liegt, gilt f(y) € U.(f(z)).
Nochmal anders gesagt: Es gibt eine Funktion A: ]0, co[—]0, 00[, so daf} fiir alle € > 0

gilt: f{Uae)(x) N M] € Uc(f(2))-
Beispiel:

1. Die Funktion f: R — R, f(z) = 2z, ist stetig in jedem Punkt x € R. Wir miissen
also zeigen:

Ve>030>0VyeR: (Jy—z| <d = |fly) — f(x)] <e.
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In der Tat:
Es sei € > 0. Wir wéhlen § = ¢/2 > 0. Dann gilt fiir alle y € R mit |y — x| < §:

Ifly) — f(x)| =2y — 2z| =2y — x| < 2§ = &.

Metabemerkung zum Beweisaufbau: Wichtiges
Beachten Sie, dafl der Beweis parallel zur zu beweisenden Formel aufgebaut ist: Wir ar- L.ern-
beiten die Quantorenkette “Ve 39 Vy” von links nach rechts ab: ziel:
Struk-
(a) Fiir den Allquantor “Ve” geben wir uns € vor: " Es sei e > 07. turiertes
(b) Fiir den Existenzquantor “3§” miissen wir dann & (von e abhiingig) angeben: “Wir Bewei-
wdhlen § = ...”. Welche Wahl von § zweckmifig ist, sieht man erst im Nachhinein, sen von
wenn man die Abschitzungen schon ausgefiihrt hat. Formeln
(¢) Den Allquantor “Vy” und die Pramisse der Implikation behandeln wir mit “Dann mit .
gilt fiir alle y € R miat |y — x| < §...”. Die Pramisse |y — x| < § wird also als eine alternie-
Annahme iiber y behandelt. renden
Quanto-

(d) Erst jetzt beginnen wir mit den Abschéitzungen unter Verwendung der Annahme
“ly — x| < & iber y: “|f(y) — f(z)| = ... < 20”. Jetzt — also erst am Schluf des
Beweises — sieht man, welche Wahl von ¢ zweckméBig ist: Wir wollen | f(y)—f(x)| < €
erreichen; somit bietet sich an, § so zu wihlen, dafl 20 = ¢ gilt. Somit ist § = £/2 im
Schritt (b) eine gute Wahl.

ren.

2. Die Funktion
x, falls z € Q

‘R - R, =
g-E 9(@) {—x, falls z € R\ Q

ist stetig in 0, aber unstetig in allen anderen x € R\ {0}.

Beweis hierzu: Gegeben ¢ > 0, setzen wir 6 = €.

Dann gilt fir alle y € Us(0): |g(y) — g(0)] = |g9(y)| = |y| < 6 = €. Also ist g stetig
in 0.

Fiir alle x # 0 zeigen wir nun:
>0 V6>0 FyeM:(ly—z|<oA|gly) —glx)] >e)

also Unstetigkeit von ¢ in x:
Wir setzen € = |z > 0. 7 Es sei 6 > 0.8 Wir setzen ¢’ = min{e,d} > 0. Falls z € Q,

withlen wir ein beliebiges y € Uy (z) N (R \ Q), und falls € R \ Q, wihlen wir ein
beliebiges y € Uy (x) N Q. ?

" Metabemerkung: Hier wird der Existenzquantor 3¢ behandelt.

8 Metabemerkung: Das ist die Behandlung des Allquantors Vé.

9 Metabemerkung: Das ist die Behandlung des Existenzquantors Jy. Die Variable ¢’ ist nur eine Hilfs-
grofe zur Wahl von y.
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Insbesondere haben x und y das gleiche Vorzeichen, aber g(z) und g(y) haben
verschiedene Vorzeichen.

Es folgt: y € Us(z), weil 6 > ¢, und

19(y) — g(x)] > |g(x)] = |z| = &.

Also ist g unstetig in x.

Das ¢ — §-Spiel Veranschaulichen wir die Stetigkeitsdefinition wieder mit einem Spiel
zwischen Proponenten und Opponenten. Der Proponent verteidigt die Stetigkeit, der Op-
ponent versucht sie zu widerlegen.

PROPONENT: f: x + 2z, z € R ist stetig in 1.
OPPONENT: Das glaube ich nicht: Nimm ¢ = 0.1!
PROPONENT: Ich wéhle § = 0.05.

OPPONENT: Hm, ich finde kein y €]0.95;1.05] mit |2y — 2 - 1| > 0.1. Doch nimm nun
e=0.01!

PROPONENT: Ich wihle 6 = 0.005.
OPPONENT: Wieder kann ich kein y €]0.995;1.005] mit |2y — 2 - 1| > 0.01 finden.

Hier wird der Proponent niemals widerlegt.

Satz 3.29 (Charakterisierung der Stetigkeit in einem Punkt) Essei M C R oder
M CC.
Folgende Aussagen fiir eine Funktion f: M — R (bzw. C) und = € M sind dquivalent:

a) f ist stetig in x.

b) Fiir jede offene Umgebung U von f(x) enthilt f~![U] eine offene Umgebung von
in M. (D.h.: Es gibt eine offene Umgebung V von z, so da VN M C f~1[U].)

n—oo

c) “f ist folgenstetig in 2”: Fiir jede Folge (an)nen in M mit a, — z gilt f(a,) —

f(@).

d) ,f reifit den Berihrpunkt x nicht ab“: Fiir jede Menge N C M gilt: Wenn x
Berithrpunkt von N ist, dann ist f(z) Berithrpunkt von f[N].

Beweis:
a) = b):
Es sei f stetig in z, und es sei U eine offene Umgebung von f(z). Dann gibt es € > 0 mit
U.(f(z)) CU. Zu solch einem £ > 0 wihlen wir 6 > 0 mit f[Us(z) N M] C U.(f(z)) und
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setzen V = Us(x). Es folgt f[V N M| C U, also V C f~'[U], da V N M im Definitionsbe-
reich von f enthalten ist.

b) = ¢)

Es gelte b), und es sei (a, )nen eine gegen = konvergente Folge in M. Wir zeigen f(a,) —>
f(x). Sei hierzu ¢ > 0. Wegen b) enthélt f~'[U.(f(z))] eine offene Umgebung von z in
M. Es gibt also ¢ > 0 mit

Us(x)N M C fHU.(f(x))], also

Yy e M: (Jx—yl <d=[f(z) = fy)| <e).

Wegen a,, > z gibt es m € N, so dal Vn > m: |z —a,| < §, also auch | f(z) — f(a,)| < e
fiir diese n. Das bedeutet: f(a,) — f(z).

c) = d):

Es gelte ¢), und es sei x ein Beriihrpunkt von N. Dann kénnen wir zu jedem n € N* ein
a, € N mit |z — a,| < % wéhlen. Die Folge (a,)nen konvergiert gegen z, also konvergiert
die Folge (f(an))nen gegen f(z) wegen ¢). Nun ist (f(a,))nen eine Folge in f[N]. Zu jedem
e > 0 gibt es also ein n € N mit f(a,) € f[N]NU(f(z)). Folglich ist f(z) Beriihrpunkt
von f[N].

d) = a):

Es gelte d), und es sei € > 0. Wir setzen N = {y € M | |f(x) — f(y)| > €}. Jedes Element
von f[N] hat also mindestens Abstand ¢ von f(z), d.h. f(z) ist kein Berithrpunkt von
fIN]. Wegen d) ist dann x kein Beriithrpunkt von N, d.h. es gibt § > 0 mit Us(z)NN = 0.
Es folgt |f(x) — f(y)| < e fiir alle y € Us(z). Wir schliefen: f ist stetig in x.

O

Beispiel:

[ R =R, f(z) = 1{z>0) ist unstetig in 0. In der Tat ist 0 ein Berithrpunkt von |0, oo,
aber 0 = f(0) ist kein Beriihrpunkt von f[]0, 0[] = {1}.

Ebenso ist f nicht folgenstetig in 0. Es gilt ndmlich 1 “=3 0, aber 1 = f(1) =51 £ 0 =
f(0).

Satz 3.30 Es seien f,g: M — C stetig in x € M. Dann sind auch

fEg:ym— fly) £gv),
f9:y— fy)-9()

und fir g(z) # 0 auch

stetig in x.
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Beweis: Es sei (a,)nen eine Folge in M mit a, "> x. Dann gilt f(a,) — f(z) und
g(a,) == g(z), da f und g stetig in = sind. Es folgt

flan) £ g(an) = f(2) + g(),
flan)g(an) = f(z)g()
und fiir g(x) # 0 auch

also folgt die Behauptung.
O

Definition 3.31 Eine Funktion f: M — R bzw. C heifit stetig, wenn sie in jedem x € M
stetig ist.

Satz 3.32 (Charakterisierung der Stetigkeit) Es sei M C R (oder C). Folgende
Aussagen fiir eine Funktion f: M — R bzw. C sind dquivalent:

a) f ist stetig.

b) ,Urbilder offener Mengen sind offen*: Fiir jedes offene U ist f~[U] offen in M, d.h.
es gibt eine offene Menge W in R (oder C), so dal f~'[U] =W N M.

c) , Urbilder abgeschlossener Menge sind abgeschlossen“: Fiir jedes abgeschlossene V
ist f~[V] abgeschlossen in M, d.h. es gibt eine abgeschlossene Menge W in R (oder
C) mit f7HV] =W N M.

Beweis:

a) = b):

Es sei U offen und z € f~'[U]. Wir miissen zeigen: x ist innerer Punkt von f~![U] in M.
In der Tat: U ist offene Umgebung von f(z), also enthélt f~![U] eine offene Umgebung
von x in M. Der Punkt z ist also ein innerer Punkt von f~'[U] in M.

b) = ¢):
Es sei V abgeschlossen. Dann ist R \ V' (bzw. C\ V) offen. Also ist f~'[R\V] (bzw.
S7HC\V]) offen in M wegen a), also f~}[V] = M\ f~![R\V] abgeschlossen in M.

c) = b):
Ebenso wie b) = ¢), mit Vertauschung von ,offen“ und ,abgeschlossen*

b) = a):

Sei x € M und U eine offene Umgebung von f(x). Dann ist f~![U] offen in M wegen b).
Ferner gilt € f~1[U], also ist f~[U] eine offene Umgebung von x. Also ist f stetig in =
wegen der Charakterisierung b) der Stetigkeit in einem Punkt.
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3.6.2 Ausblick: Die allgemeine Stetigkeitsdefinition

Nachdem wir nun Stetigkeit auf den Begriff der offenen Mengen zuriickgespielt haben, kénnen
wir den Begriff auf beliebige topologische Réume, insbesondere auf R U {£oco} und C U {o0}
erweitern:

Definition 3.33 (allgemeine Stetigkeitsdefinition) Es seien (X,7) bzw. (Y,S) topologi-
sche Rdume. Wir nennen die Elemente von T bzw. § “offen” in X bzw. Y.

Eine Abbildung f: X — Y heifit stetig, wenn die Urbilder f=1[U] aller offenen Mengen U € S
offen in X sind.

Sie heifit stetig in x € X, wenn fiir jede offene Umgebung U € S von f(x) das Urbild f~'[U]
eine offene Umgebung V € T wvon x enthdlt.

Beispiel: Die stetige Abbildung ¢: C\ {0} — C, ¢(z) = % hat eine stetige Fortsetzung

1 firz € C\ {0},
Q: CU{oo} = CU{o0}, Q(z) = 00 fiirz =0,

0 fiir x = oc0.

In der Tat ist @ stetig in O:

Ist ndmlich U eine offene Umgebung von oo, so enthélt U alle geniigend betragsgrofien z € C;
also enthilt Q~1[U] die Zahlen % fiir alle geniigend betragsgrofien z. Zudem gilt 0 € Q[U].
Also enthiilt Q~1[U] alle geniigend betragskleinen z € C, also eine offene Umgebung von 0.
Ebenso sieht man, dafl Q) stetig in oo ist.

Bemerkung: Die Charakterisierung der Stetigkeit in einem Punkt von Satz 3.29 gilt auch
fiir Funktionen mit Argumenten und Werten in R U {£oo} oder C U {oo}. Wir verzichten hier
auf Details.

3.6.3 Grundlegende Eigenschaften stetiger Funktionen

Satz 3.34 (Bilder kompakter Mengen sind kompakt) FEs seien M, N C R,C oder
beliebige topologische Rdaume. Weiter sei f: M — N stetig. Dann gilt: Wenn M kompakt
ist, so ist auch das Bild f[M] kompakt.

Beweis: Es sei (U;);cr eine offene Uberdeckung von f[M]. Weil f stetig ist, ist fiir alle
i € I das Urbild f7'[U;] = {z € M | f(z) € U;} offen. Jedes x € M ist in einem f~[U}]
enthalten, so da8 (f~'[U;])ics eine offene Uberdeckung von M ist. Weil M kompakt ist,
hat diese offene Uberdeckung von M eine endliche Teiliiberdeckung (f~'[U;])ics, E C
I endlich. Dann ist (U;);cg eine endliche Teilitberdeckung von f[M]. Folglich ist f[M]
kompakt.

O
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Korollar 3.35 (Satz vom Maximum) Es sei f: M — R stetig, M # () kompakt.
Dann nimmt [ sowohl ein Maximum max f als auch ein Minimum min f als Werte
an, d.h. es gilt:

dreM vyeM: f(x) = fly) [bzw. f(z) < f(y)]

Beweis: f[M] C R ist kompakt und nichtleer, besitzt also nach dem Satz 2.21 sowohl ein
Maximum als auch ein Minimum.

O

Beispiel: f(z) = %, x > 0, besitzt weder ein Maximum noch ein Minimum. Schrénken
wir jedoch diese stetige Funktion auf ein kompaktes Intervall [a,b] ein, wobei 0 < a < b,
so nimmt die Einschrinkung das Maximum % und das Minimum + an.

b
A

Y

Wir betrachten nun eine Folge von Funktionen f,,: M — C, n € N:

Definition 3.36 f,, heifit punktweise konvergent gegen f: M — C, wenn gilt:
Vo € M: fu(z) "= f(a)
anders gesagt:
VeeM Ve>0 dmeN Vn>m:|f,(z)— f(z) <e.
(fn)nen heiit gleichmdfig konvergent gegen f: M — C, wenn gilt:

Ve>0 dImeN Vn>m VeeM:|f(x)— f(z)| <e.
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Man beachte die unterschiedliche Quantorenstellung! Bei punktweiser Konvergenz darf
m € N von € > 0 und von x € M abhéngen, bei gleichmdffiger Konvergenz jedoch nur
von € > 0, nicht von .
Beispiel: f,: R — R, f,(z) =
gegen f(z) = Ly—o}.

T +(1Lz)2 konvergiert punktweise, aber nicht gleichmafig

09 ‘ -
0.8 ‘ b
0.7 -

0.6 | -

0.4 - .
0.3 - ‘
0.2+ 4

0.1

-3 -2 -1 0 1 2 3

Graphen von f,(z) = (1 L wobei n Zweierpotenzen durchléuft.

14+ (nx

In der Tat gilt zwar

]. n—oo 1 n—o0

aber zu € = % 148t sich kein m € N finden, so daf fiir alle n > m und fiir alle x € R gilt:
1 ] - 1
1+ (nz)2 0|~

denn z.B. fir z,, = % gilt:

also



gleichgiiltig, wie grofl n ist.

Man beachte auch, da8 die Grenzfunktion x — 1(,—g) unstetig ist, obwohl alle f,, stetig
sind.

Bei gleichméfliger Konvergenz gibt es dieses Phdnomen nicht:

Satz 3.37 Die Folge stetiger Funktionen f,: M — C konvergiere gleichmdf$ig gegen
f: M — C. Dann ist [ stetig.

Beweis: Es sei ¢ > 0 und x € M. Weil (f,,)nen gleichméBig gegen f konvergiert, konnen
wir ein n € N mit Vz € M: [f,(2) — f(z)| < § wihlen. Weil f, in z stetig ist, gibt es ein
0 > 0, so daf} gilt:

£
iy € Uila): falt) — Fal@)] <
Es folgt fiir alle y € Us(x):

€ 9 9

1) = @) < 11) = )] + 1aly) = @) + 1) = @) < S+ 245 =

Wir haben also gezeigt:
VeeM VYe>0 36>0 VYyeUs(x): fly) € U(f(z)),

d.h. f ist stetig.

fn(y)

Ilustration zur Abschétzung im letzten Beweis

Als Anwendung beweisen wir, dafy Potenzreihzen in ihrem (offenen) Konvergenzkreis ste-
tige Funktionen beschreiben.

Satz 3.38 Es sei f(x) = > apx® eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R. Dann ist f

k=0
in Ur(0) = {x € C| |z| < R} stetig.
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Im allgemeinen konvergiert > apz* nicht gleichmiBig in Ug(0), so da wir den vorherge-
k=0
henden Satz nicht direkt anwenden kb’nneoré.

Gegenbeispiel: Die geometrische Reihe Y z* konvergiert in U, (0) nicht gleichmiilig. Es
k=0

>t
k=0
fiir alle n € N und alle |z| < 1, aber es gibt nahe bei 1 Zahlen x € U;(0) mit
>t
k=0

Wir zeigen folgendes Lemma, das den Satz 3.38 impliziert.

gilt ndmlich

<n-+1

1
:' >n+ 2.

l1—=z

Lemma 3.39 Fiir aller < R ist die Potenzreihe Y apz® in U,(0) gleichmifig konvergent
k=0
und daher stetig.

Beweis Fiir alle z € U,.(0) gilt:

n o (0.) o (e.)

n—oo
E apxt — E apxh| = g apa’| < E ‘akxk| < g |ag|r* — 0.
k=0 k=0 k=n+1 k=n+1 k=n+1

————
unabhéngig von z!

Es sei nun € > 0. Wéhlen wir m € N so grof, daf§ fiir alle n > m gilt:

0o
ji: ’akhk <g,

k=n+1

so folgt fiir alle = € U,.(0):

<eE.

n oo
E ak:vk — E CLkZL'k
k=0 k=0

Die Potenzreihe > aga® ist also gleichméBig konvergent in U,.(0). Als gleichmiifliger Limes
k=0
stetiger Funktionen ist sie dort stetig.

OJ

Beispiel: Die Exponentialfunktion exp: C — C ist stetig, denn die Exponentialreihe

> ’IZ—T ist in jedem beschrankten Kreis U,.(0), r < +o0, gleichméfig konvergent.
k=0

Der folgende Satz zeigt, dafl die Komposition stetiger Funktionen stetig ist.

73



Satz 3.40 Sind f: M — N und g: N — L stetig, so ist auch gof: M — L stetig, wobei
go flx) =g(f(x)).

Beweis: Es sei U C L offen. Dann ist g7 [U] C N offen, da g stetig ist, also f~g ! {U]] =
(go f)7HU] € M offen, da f stetig ist. Also ist g o f stetig.

O

Satz 3.41 (Zwischenwertsatz) Es sei f: [a,b] — R stetig, a < b. Dann nimmt f
alle Zahlen zwischen f(a) und f(b) als Werte an.

Beweis: Wir unterscheiden 3 Fille:
L. f(a) = f(b),
2. fla) < f(b),
3. fla) > f(b).

Der Fall 1. ist trivial, und der Fall 3. folgt aus dem Fall 2., indem wir — f statt f betrachten.
Wir beschranken uns daher auf den 2. Fall und miissen

Vy € [f(a), f(0)] 3z € [a,b]: y = [(x)

zeigen. Im Fall y = f(b) ist nichts zu zeigen; wir nehmen also f(a) <y < f(b) an.
Wir setzen

K={z€lab]| f(z) <y} =[] o0.5]].

Als Urbild einer abgeschlossenen Menge ist K abgeschlossen, da f stetig ist, und wegen
K C [a,b]ist K beschriankt. Ferner ist K # () wegen a € K. Also existiert z = max K € K,
denn K ist kompakt. Insbesondere ist f(z) < y.

Um auch f(z) > y zu zeigen, gehen wir so vor: Wegen b ¢ K ist x < b. Es folgt |z, b] # (),
und z ist ein Berithrpunkt von |z, b]. Wegen der Stetigkeit von f folgt hieraus, daf f(x)
ein Beriithrpunkt von f(]x,b]) C ]y, 4o0[ ist. (Zum Nachweis der letzten Inklusion beachte
man, daf fiir alle z mit der Eigenschaft x < z < b folgt: z ¢ K, also f(z) > y.) Es gilt also

f(z) € ly, +oo = [y, +oof, d.h. f(z) > y.

Zusammen folgt f(z) = y.
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a K x b

Tlustration zum Beweis des Zwischenwertsatzes

Anwendung: Die reelle Exponentialfunktion exp: R — R nimmt alle positiven Zahlen
als Werte an.

Beweis: Sei y > 0. Einerseits gilt

—y" Y
exp(y) :Zﬁ Z7 Y
= nl !
andererseits
1 1 1
exp —§ Z—ISIZy'
(3

Nach dem Zwischenwertsatz gibt es also ein x € [—%,y] mit e* = y, weil exp: R — R

stetig ist.
OJ

Bemerkung: exp: R — R ist sogar streng monoton wachsend, wie in den Ubungen
gezeigt wurde.

Fassen wir zusammen:

Satz 3.42 exp: R —]0,00[ ist eine streng monoton wachsende, stetige Bijektion. Die
Umkehrabbildung log: |0, co[— R wird (natirlicher) Logarithmus genannt.

Die Symbole “logz” und “Inx” sind Synonyme.
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Graphen der Exponentialfunktion und des Logarithmus

Ausblick: Die komplexe Exponentialfunktion nimmt alle komplexen Zahlen aufler 0 als Werte
an. Sie ist aber nicht injektiv, wie wir spater sehen werden. Deshalb ist der Logarithmus im

Komplexen mehrdeutig; wir stellen seine Untersuchung zuriick.

Die Logarithmusfunktion log: |0, oo[— R ist stetig.
Es gilt ndmlich allgemeiner:
Satz 3.43 Sei I = |a,b[ C R ein offenes Intervall und f: I — R streng monoton steigend
oder auch fallend. Dann ist f~': f[I] — I stetig.
Beweis: Sei y = f(x) € f[I], x € I, und € > 0 so klein, dal x ¢ € I. (Durch Verkleinern
von € kann man das stets erreichen.) Dann ist U = | f(xz —¢), f(z +¢)[ wegen der strengen
Monotonie von f eine offene Umgebung von f(z). Fiir alle z = f(w) € U N f[I] gilt:
flx—e)<z< f(z+e),
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also wegen der strengen Monotonie von f:
r—e<w<xr-+e.

Das bedeutet
v ] c v

Wir schlieBen: f~1 ist in y stetig.
]

Bemerkung: Man beachte, daf§ wir nicht voraussetzen brauchen, daf§ f stetig ist. Zum
Beispiel ist

fx) =

z+1, >0
x, <0

unstetig in 0, aber f~': ] — 00,0[ U [1, 00[ — R ist stetig, selbst in 1.

3.6.4 Varianten des Stetigkeitsbegriffs

Definition 3.44 Eine Funktion f: M — C, M C C heifit gleichmdfig stetig, wenn
gilt

Ve>0 30>0 VeeM VYyeM: (lx—yl<d=|f(z)— fly)] <e). (26)

Man beachte die andere Quantorenreihenfolge als bei der Stetigkeitsdefinition:

f: M — C stetig
=
VeeM VYe>0 36>0 YyeM: (lx—y|<d=|f(z)— fly)] <e).

Bei gleichméfiger Stetigkeit darf also ¢ — im Gegensatz zur Stetigkeit — nicht von x € M
abhéngen.

Jede gleichméfig stetige Funktion ist stetig, aber nicht umgekehrt:

Beispiel: f: R — R, f(z) = 2?2 ist stetig, aber nicht gleichmiBig stetig.
Beweis: z — 1 ist stetig, also ist auch f: + 22 als Produkt stetiger Funktionen stetig.
Es gilt aber das Gegenteil von (26):

>0 V6>0 dzeM FJyeM: (Je—yl<diN|f(x)— fly)|>e).

In der Tat: Wir wahlen € = 1. Es sei 0 > 0. Wir wéhlen x = % und y = = + g. Dann gilt
|z —y| = £ und
2

2 )
\f(:lf)—f(y)!:<:c+—) D L
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O

Unter einer Zusatzvoraussetzung fallen gleichméflige Stetigkeit und Stetigkeit zusammen:

Satz 3.45 FEs sei f: M — C stetig und M C C kompakt. Dann ist f gleichmdf$ig stetig.
Insbesondere gilt dies fiir abgeschlossene und beschrdnkte Intervalle M = [a, b].

Beweis: Es sei ¢ > 0. Weil f stetig ist, konnen wir zu jedem z € M ein A(z,e) > 0
wéahlen, so daf

FlUnae)(2) N M] C Uspa(f(2)).

Nun ist (Ua(z,¢)/2(2))-em eine offene Uberdeckung von M. Weil M kompakt ist, hat sie
eine endliche Teilitberdeckung (Ua(z)/2(2)):ce. Wir setzen

1
0 =—-—minA(z,e) > 0.
zelE
Nun seien z,y € M mit |z —y| < 0. Dann gibt es z € E mit & € Ua(..)2(2). Es folgt
einerseits © € Ua(..)(2), also
£
Fa) ~ f)] < 5.
und andererseits

ly—z| <|ly—zx|+|r—z] <+ A(Z’E) < A(;’€> + A(;’E) = A(z,¢)
also [f(y) — f(2)| < § wegen der Wahl von A(z,¢).
Insgesamt:
@) = J@ < @) = JEI+ 1)~ J)] < 5+ 5 ==

Beispiel: f: [-1,1] —» R, z — 22 ist gleichmiBig stetig.

Hier ist noch eine einfachere Variante des Stetigkeitsbegriffs, bei der 0 linear von e
abhéngen soll:

Definition 3.46 Eine Funktion f: M — C (M C C) heifit lokal Lipschitz-stetig in
x € M, wenn gilt:

AL >0 Je>0 VyeUl(x)NM:|f(y) — f(x)| < Llx —y|.
Sie heifit gleichmdafig Lipschitz-stetig, wenn gilt:

AL >0 Va,ye M: |f(y) — f@)] < Lz -y,
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Das Beispiel 2 im Logik-Abschnitt zeigt, daf die Wurzelfunktion in |0, co| tiberall lokal
Lipschitz-stetig, aber nicht gleichmé&fig Lipschitz-stetig ist.

yl\

Sy

T
Illustration zur Lipschitzstetigkeit

3.6.5 Konvergenz fiir x — z

Es seien M, N C RU{£o0} oder CU{oo} und zy € M. x, sei kein isolierter Punkt, d.h.
xg sei ein Berithrpunkt von M\ {zo}. Es sei f : M\ {zo} — N eine Funktion und y € N.

Definition 3.47 Wir sagen, f(x) konvergiert fir x — xo gegen den Grenzwert y,
wenn die Abbildung g : M — N,

o(z) = { f(z) firxze M\ {zo}

Y fiir x = xg

stetig in xq ist. In Zeichen:

fla) =y
oder auch

lim f(z) =y.

T—T0o

Der Grenzwert y ist eindeutig bestimmt, falls er existiert. Im Fall M = N U {+o0},

xog = +o00 stimmt diese neue Definition von f(n) "ZE2° 4 mit der fritheren iiberein.

Fiir M, N C C und y € C kann man Konvergenz auch so formulieren:

lim f(z) =y € C ist dquivalent zu

T—To

Ve>030>0Ve € M\ {xo}: (Jt —z0| <O = |f(x) —y| <e).
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Beispiele:

1.

! >
T = RN ESE x>0, v#1
ist stetig nach x = 1 fortsetzbar mit dem Wert 1/2. Dies sieht man so:  — /z, z >
0, ist die Umkehrfunktion der streng monoton steigenden Funktion y — 32, y > 0,
also stetig. Folglich ist auch z +— /x + 1, x > 0, und damit auch =z +— 1/(y/z + 1),
x > 0, stetig.

2. Fiir a > 0, z € C definieren wir

‘ a® = exloga

Diese Definition ist fiir x € Q konsistent mit der aus der Schule bekannten.

Es gilt:
a® —1 xﬂo
— loga.
Beweis: Es gilt:
a®*—1 1 ( - loga )
(s
x x
n=0
B 1 - (loga)" o
.CE n=1 '

_Z 1Ogan+1 n
N — (n4+1)! "~

Die rechte Seite ist eine Potenzreihe in z mit Konvergenzradius +oo, also stetig in
x = 0 mit dem Wert log a.

0

Fir f : R — R formulieren wir die Aussage

lim f(z)=+o00

Tr——400

noch einmal anders mit einer Formel:

VreR3Ise RV >s: f(x)>r
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Beispiel: Fiir alle n € N gilt

xT

. e
lim — = +o0.
z—+oo M

Beweis: Gegeben r € R, wihlen wir s = (n+ 1)!max{r,0} > 0. Dann gilt fiir alle z > s:

e’ 1 xk 1 gntt x - s S
— = r.
" (n+1)!  (n+1)!" (n+1)! —

3.6.6 Konvergenzgeschwindigkeit

Die Funktionen f und g seien fiir alle geniigend groflen € R definiert, und es gelte f > 0
und g > 0.

Definition 3.48 Wir sagen, f(x) ist asymptotisch klein relativ zu g(x) fir x —
+o00, wenn gilt:

In Zeichen:

f(z) < g() fir x — +oo.

Andere Sprechweise, wenn f und g beide wachsen: “f wéchst asymptotisch langsamer als

g77 .
Die Aussage “f(z) < g(x) fir + — zy” wird analog definiert; statt Umgebungen von +o00
verwendet man Umgebungen von xy.

Warnung: Das Symbol “<” wird in der Mathematik nicht einheitlich benutzt. Daher kann
seine Benutzung zu Miflversténdnissen fithren.

Beispiele:

1. Fiir alle n € N gilt:
" < e’ fiir x — +o0,

d.h. die Exponentialfunktion wéchst schneller als Potenzfunktionen.

2. Fiir alle a > 0 gilt:
logxr < x* fiir © — +00.

Beweis: Zunéchst gilt
Y y—+too
LV,
ey

also
1y yotoo
——="— 0.
aeY
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Setzen wir y = alog z ein: Wegen o > 0 und
log x T 4o
folgt
alogx P ~+00,

also zusammen
log x lalogx »—400
—— LN

T o o ealog:t

0.

Wir verwenden hier, dal die Komposition der stetigen Funktionen

und

{ alogz, 0<z<+00
T —
+00, T = —+00

stetig in 400 ist.

O

Ordnen wir einige wichtige monoton steigende Funktionen nach ihrer Wachstumsgeschwin-
digkeit an:

Fiir 0 < o < 3 gilt fiir v — +o0:

2 x

1 < loglogez < logz < 2 <« 2 < € <« €& <« ¢

langsam wachsend moderat wachsend schnell wachsend

Durch Kehrwertbildung erhalten wir folgende Hierarchie fallender Funktionen:

Fiir 0 > —a > —f gilt fiir ¢ — +o0:

1
log log x > log x

€T

> 2% > 28 > e s e > o > 0

I >

langsam fallend moderat fallend schnell fallend

Landau-Symbole. Wir fiithren nun einige sehr gebréduchliche Schreibweisen ein, die es
oft erlauben, Grenzwertaussagen recht kompakt zu schreiben:
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e “grofl O”: “f(x) = O(g(x)) fiir x — x9” bedeutet: Es gibt C' > 0 und eine
g 9 g
Umgebung U von zg, so daf fiir alle x € U gilt: |f(x)| < Clg(x)].

e “klein 0”: “f(z) = o(g(x)) fir + — x,” bedeutet: g(z) # 0 nahe bei z, und

g9(x) N

Bei der Verwendung von O und o mufs man stets spezifizieren, auf welchen
Grenziibergang x — xy sie sich beziehen.

Warnung: Die Symbole O(g(z)) und o(g(x)) werden also fiir verschiedene Funktionen Vorsicht,
verwendet, moglicherweise von einer Verwendung zur néchsten innerhalb einer Formel Fehler-
verschieden. Ihre unbedachte Verwendung ist deshalb sehr gefihrlich. Die Notationen O quelle!
und o erlauben es, komplexe Grenzwertaussagen “stenographisch” zu schreiben.

Beispiele:

1.
logx = o(z®) fir x — 400, a > 0.

e*=14+z+o(x) firz—0
ist eine andere Schreibweise fiir
Bm - 1 — X T—T0

— 0.
T

e*=1+x+0(2%) firz—0
ist eine andere Schreibweise fiir
Je > 03C >0Vz € U(0)\ {0} : | —1— x| < Cl2?.
4. “Vr+1=1+ % +o(z) fir x — 0” ist eine andere Notation fiir

vr+1l—1-7%

lim = 0.
r—0 x
D.
Vitz—1 (1+35+o(x)) -1
e*—1  (I+z+o(x) -1
_ 5 +o(1)
1+ o0(1)

- (% + 0(1)) (1+ o(1))

1
:§+0(1) firz — 0
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ist eine stenographisch aufgeschriebene Rechnung, die

o Vr+1-1 1
lm —m—— = =

z—0 e — 1] 2

zeigt. Man beachte, dafl die verschiedenen Auftreten des Symbols o(...) in dieser
Rechnung vollig verschiedene Funktionen bezeichnen.

4 Differentialrechnung

4.1 Definition und grundlegende Eigenschaften
Es sei U C R (oder auch U C C) offen, f: U — C und z € U.

Definition 4.1 f heiBt differenzierbar in z, wenn +(f(z + h) — f(x)) fir h — 0
konvergiert. In diesem Fall schreiben wir

d 1 damental
piay = TD i L)~ p(a) ry | Sundamental
on!

f" heiit Ableitung oder Differentialquotient.

d d
Fiir y = f(x) schreiben wir auch Y statt —f
dz dz

Interpretation der Ableitung:

a) Tangentensteigung als Grenzwert von Sekantensteigungen:

[

/,'/Steigung w

Steigung f'(z)

T z+h
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b) Momentangeschwindigkeit

Ein Teilchen bewege sich auf der reellen Achse (oder in der komplexen Ebene).
Ist f(t) der Ort des Teilchens zur Zeit ¢, so ist fl—’;(t) die momentane Geschwindig-
keit des Teilchens zur Zeit t. Bei Bewegungen in der komplexen Ebene ist es der
Geschwindigkeitsvektor zur Zeit ¢.

Im Geschwindigkeitsvektor f'(t)
C

Ort zur Zeit t

Bahnkurve

c¢) Wachstumsrate

In einem Reaktorgefiafl entstehe die chemische Substanz A bei einer Reaktion. Ist
N(t) die Stoffmenge von A zur Zeit ¢, so beschreibt %Y (¢) die Reaktionsgeschwin-
digkeit zur Zeit t.

(Dabei behandeln wir N als Funktion mit kontinuierlichen Werten, lassen also die
atomare Struktur der Materie im Modell unberiicksichtigt.)

Anders geschrieben lautet die Definition (27) der Ableitung: Sehr
wichtig!

fx+h)= f(x)+ f(x)h+o(h) fiirh—0

Nochmal anders gesagt:

f ist differenzierbar in x mit f'(x) = a.
=
Es gibt eine in x stetige Funktion F': U — C mit F(z) = a und

flx+h)=f(x)+F(x+h)-h

firz+hel.

Beispiel 1: Fiir f(z) =22, x € C, gilt f'(z) = 2x.
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Beweis: 2 ) oh 2

Beispiel 2: Fiir f(z) =¢€", v € C, gilt f'(z) = €”.
Beweis:

ez-i—h_e;t . eh_thO . eh_thO
_ . — e, da . — 1

=€

h h

Wir konnen das auch so formulieren:

Die Exponentialfunktion exp ist eine Losung der Differentialgleichung ' = f.

Fassen wir zusammen:

Differenzierbarkeit = Approximierbarkeit durch eine /ineare Funktion.

Linearisierung bei xg y = fxo) + (x — z0) f'(x0)
Tangentengleichung:
lineare Approximation bei x

y = f(x)

(nichtlinear)

Zur Hlustration siehe auch die Folien in
http://www.mathematik.uni-muenchen.de/~merkl/ws04/mla/diffbarkeit.pdf
oder
http://www.mathematik.uni-muenchen.de/~merkl/ws04/mla/diffbarkeit.ps

Es seien f,g: U — C, x € U, U offen in R oder C.

Satz 4.2 (Rechenregeln fiir die Ableitung) Sind f und g differenzierbar in x,

gilt im Punkt x:

a) (f+g) =f+4d

b) (fg) = f'g+ fg ,Produktregel®

9

/ r /
c) (g) = M ,Quotientenregel

so sind auch f+ g, f — g, f g und fir g(x) # 0 auch 5 differenzierbar in x, und es
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Beweis: Es seien

mit in x stetigen Funktionen F,G: U — C mit F(z) = f'(z), G(x) = ¢'(x).
Dann gilt:

a)
flx+h)Lglx+h)=f(z)tg(x)+ [F(x+h)+G(x+ h)h

wobei F(x + h) £ G(z + h) stetig in h = 0 ist und

F(z) + G(z) = f/(2) + ¢ ().

b)

f(x+h)g(x +h) = [f(x) + F(x + h)h][g(x) + G(z + h)h]
= f(x)g(x) + [F(x + h)g(z) + f(x)G(x + h) + F(x + h)G(x + h)h]h

Der Term in eckigen Klammern auf der rechten Seite ist stetig in A = 0 mit dem

Wert f'(z)g(z) + f(2)g' ().

c) Wir zeigen zunichst, dafl an der Stelle = gilt:

In der Tat:
1( 11 ):_ 1 gl +h) = g(x) nay ¢
h\glx+h) g g(x + h)g(zr) _ h )y g(x)?
’H;r< )
h—0 1 —q'(z

g(x)?

Es folgt mit Hilfe der Produktregel an der Stelle z:

(O =(r-t) =p- b (B) - Lt Lot
g g g g ) g g
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Folgerung: Es gilt fiir alle n € N:

d n
(d:;) — nmn—l
Beweis durch Induktion iiber n:
d(z°) d
=—1=0.
dz dx
n=1
de . (zv+h)—=z
P R
Es gelte die Behauptung fiir n. Dann folgt:
d n+1 d n
d n
= l-2"4+z- (=) nach der Produktregel

X
n—1

= 1-2"+z-nx nach der Induktionsvoraussetzung

= (n+1)z"

Satz 4.3 (Kettenregel) Es seien U und V in R oder in C offen, f: U -V, g: V — C.
Die Funktion f sei differenzierbar in x € U, und g sei differenzierbar in f(x) € V. Dann
ist g o f differenzierbar in x, und es gilt

(go f)(z) =g'(f(=)- f'(x)

Bemerkung: Schreiben wir y = f(x) und z = g(y), so kann man die Kettenregel in der
folgenden intuitiven Notation schreiben:

dz dzdy

de — dydzx

In dieser Notation bleibt die Stelle, an der die Ableitungen j—; bzw. % auszuwerten sind,
implizit.

Beweis der Kettenregel: Wir kiirzen ab: y = f(z).
Es sei

flx+h)= f(x)+ F(x+h)-h, r+hel,
gy+k)=9y)+Gly+k) -k y+keV,
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wobei F' stetig in  mit F(z) = f/(z) und G stetig in y mit G(y) = ¢'(y) sein soll.
Durch Einsetzen erhalten wir

g(f(x+n) = g(f(x)+ F(z+h)-h)
= g(y) +Gly+F(x+h)-h)-Fx+h)-h
NungiltF(x—l—h)Mf’(x)undy+F(x+h)-h@>y,also

Gly+ F(z+h)-h) "2 G(y) = ¢'(f(x)),

weil G stetig in y ist. Es folgt:
Gy + F(z+h)-h)F(z+h) "2 ¢(f(x)) - f'(2).

Interpretation der Kettenregel Vertréiglichkeit von Linearisierung mit Komposition

nichtlinear lineare Approximation

h'(zo) = g'(yo) - f'(z0)

> Yo+ f'(zo)(x —x0) =y

Yo .
T 1
————
R R
Linearisierung \
_—
R
(o)( )

20 + W (zo)(x — z0) = 20 + 9'(40) (¥ — o)

Linearisierung der Komposition = Komposition der Linearisierungen

Beispiele:
1. Es sei A € C. Man berechne %6)‘“’6.

Losung: Wir setzen y = Az, 2z = €Y, und erhalten
dz dzdy Y A
—=——=¢"- A= X"
dx  dydx ¢ c

Das bedeutet:
Die Differentialgleichung f’ = \f hat eine Losung f(z) = e**.

2. Man berechne % log z fiir x > 0 unter der Annahme, dafl die Logarithmusfunktion
differenzierbar ist.
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Losung:

dx d d d
1:_:_1og:c:logx__l — 7. —1
dr  dz© ¢ dr BT T gy 08T
also
d | 1
dx & T

In der Tat ist der natiirliche Logarithmus differenzierbar. Es gilt ndmlich allgemeiner:

Satz 4.4 (Ableitung der Umkehrfunktion) FEsseiU C R ein offenes Intervall. f: U —
R stetig und streng monoton, und x € U. Wenn f'(x) # 0, so ist die Umkehrfunktion f~*
von [ differenzierbar in f(x), und es gilt:

1
 f'(@)

Beweis: Nach dem Zwischenwertsatz ist f(x) ein innerer Punkt von f[U], denn fiir
gentigend kleine ¢ > 0 liegen alle Zahlen zwischen f(x —¢) und f(z +¢) in f[U]. Es

sei (Yn)nen eine Folge in f[U]\ {f(z)} mit y, — y := f(x). Die Funktion f~! ist stetig,
weil f: U — f[U] streng monoton ist. Wir setzen z,, := f~!(y,). Es folgt:

T =f"yn) = [T y) =1,

(f ) (f(2))

also
o) S10) g
und folglich
P =) w5 w1
Yn =Y flen) = f@) (=)
Das bedeutet: f~! ist differenzierbar in y mit (f~1)(y) = f,%x).

O

In der Kurznotation 148t sich die Ableitung der Umkehrfunktion so schreiben: Fiir y =
f(CL’), Tr = fﬁl(y):

dz 1
— =
dy ﬁ

Wieder bleibt implizit, aus welcher Stelle die Funktionen ausgewertet werden.

Beispiel: Fiir x = \/x, y > 0 erhalten wir y = 22, also
d dx 1 1 1

AR TR R T Nk

Weitere Beispiele zur Kettenregel:
Fiir £ > 0 und feste s € C, a > 0 berechne man
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Loésung:

1. Es gilt: 2% = eslo8®,

Es folgt:

Die Formel

gilt also fiir alle s € C.

Beispiele dazu:

2. Es gilt:
d xr
—a
dx
3.
d T d zlogx
%x N da:e

z*(logzx + 1)
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4.2 Exkurs: Trigonometrische Funktionen und Hyperbelfunk-
tionen

In diesem Abschnitt untersuchen wir die komplexe Exponentialfunktion etwas genauer.

Erinnerung an die Ubung:

Fiir p € R ist |[e"?| = 1, denn
1

o] = e = 167 = [ = e

Wir berechnen nun die Geschwindigkeit, mit der e auf dem Einheitskreis liuft:

d . )

% e'Lt — Z-ezt
also: ;

it :1

’dt ¢

e 1auft also mit Geschwindigkeit 1 in positiver Richtung um den Einheitskreis und es
gilt: e = 1.

Y

Re

Ein Vergleich mit der elementargeometrischen Definition von sin und cos zeigt:
Fiir t € R gilt die Fulersche Formel:

et = cost+isint‘

(Zum Beispiel gilt: €2 =i, ™ = —1, ™ = 1)
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A
dsint |- e
cost = Re
Anders gesagt: Fiir t € R gilt:

cost = Ree' = M

2
sint = Im e’ = ﬂ

27

Die Additionstheoreme von sin und cos ergeben sich nun als einfache Folgerungen aus der
Funktionalgleichung der Exponentialfunktion:
Fir a, 8 € R gilt:

cos(a + 3) +isin(a + ) = P
— eiaeiﬂ
= (cosa + isina)(cos 3 + isin )

= (cosavcos f — sinasin 3) + i(sin a cos  + cos asin f3)

also:

cos(a+ f3) = cosacos f — sin asin 3

sin(a + ) = sinacos § + cos asin 3

Im Spezialfall o + 3 = 0 erhalten wir:

cos>a+sin? 3 =1

Interpretation der Additionstheoreme:
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Die um —f verschobene Cosinus- bzw. Sinusfunktion

x+— cos(x + ) bzw. x> sin(x + )

ist eine Linearkombination der Cosinus- und Sinusfunktion.

Die Polardarstellung einer komplexen Zahl z = r(cos ¢ + isin @) léasst sich nun einfacher

so schreiben:
r=|

Fiir z = re®? € C\{0}; r, » € R erhalten wir:

5 = elogr+z4p — 610g7‘+2(27rk:+g0)

fir alle k € Z. Das bedeutet:

Der Logarithmus im Komplexen ist mehrdeutig. Er ist nur bis auf ganz-
zahlige Vielfache von 27¢ bestimmt.

Potenzreihe von sin und cos: Es gilt fiir x € R:

14 ir i*x? N ida? N itxt N i° N
e’ =1+ix
2 3! 4! 5!
. I e R

Fassen wir Real- und Imaginérteil zusammen:

2 ozt S (—1)’“ ok
Cosx—l—?—i—a—ai---—zko (2k)!x
. o 2 (—l)k Wt 1
Slx_x__!jLa_ﬁiu'_Z(Qki —H)'x

Zur Hlustration siehe auch die Folien in

http://www.mathematik.uni-muenchen.de/~merkl/ws04/mla/reihe.pdf
oder

http://www.mathematik.uni-muenchen.de/~merkl/ws04/mla/reihe.ps

Ableitung von Sinus und Cosinus:
Aus
d—(cosx +isinz) = e =t = i(cosz +isinx) = —sinx + i cos z, r € R,
x x

erhalten wir durch Real- und Imaginérteilbildung:
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— COsSx = —sinzx

dx

—sinT = cosx

dx

Anders gesagt:

Das Differentialgleichungssystem
Y1 = —Y2
Yo = Y1
hat die Losungen
yil) = Cos T, ygl) =sinx
zusammen mit
yf) = —sinz, y§2) = cos .

Weitere Losungen ergeben sich durch Linearkombination, denn mit y%l), yél) und y§2), y§2)

sind auch y; = aygl) + 59%2) zusammen mit yo = ozyél) + 53/52) Losungen des Systems,
wobei a und [ beliebige reelle (oder auch komplexe) Zahlen sind.

Interpretation: Schwingungsvorgénge:
Eine Einheitsmasse héngt an einer Feder (Federkonstante 1, Ort x(¢) zur Zeit ¢, Geschwin-

digkeit v(t) zur Zeit ¢, Ruhelage 0). Bei Auslenkung um x aus der Ruhelage wirkt effektiv
die Kraft —x auf die Masse (entgegengesetzt zu x).

Masse 1

Fiir die Geschwindigkeit der Masse gilt also:
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dv

i (Newtonsches Gesetz)
dx " o
priak (Definition der Geschwindigkeit)

Wir haben also die Schwingungslésungen:

x(t) = acost + Bsint
y(t) = —asint + [ cost

wobei «, 3 € R.

Nach den Additionstheoremen sind diese Losungen Vielfache von verschobenen Sinus- und
Cosinusfunktionen.

Schreiben wir fiir die zweite Ableitung, also die Ableitung der Ableitung:

@)=L gy =

so erhalten wir:

Die Schwingungsgleichung

f"+f=0

hat mit «, 8,z € R die folgenden Funktionen als Lésungen:

f(z) = acosx + Bsinz

Wir werden spéater sehen, dafl dies die einzigen Losungen auf R sind.

Weitere Ableitungen trigonometrischer Funktionen und Arcusfunktionen
Siehe auch die Folien unter folgenden Adressen:
http://www.mathematik.uni-muenchen.de/~merkl/ws04/mla/trigon.ps oder
http://www.mathematik.uni-muenchen.de/~merkl/wsO4/mla/trigon.pdf

a) Ableitung des Tangens

d ; d sinz  (fsinz)cosz —sinz(:Lcosz) cos?x +sin’x 1
—tanar = — g g g
dx dx cos T cos? x cos? x cos? x

Hier haben wir die Quotientenregel der Differentialrechnung verwendet.
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b) Ableitung des Cotangens

d d cosz (i cosz)sinz — cosz(-Lsinx) 1
—cotxr = —— = = — z = ——
dz dz sinx sin” x sin”

c) Ableitung des Arcussinus
Setzen wir y = sinx, x = arcsiny, r € }—g, 5 [, dann gilt:

@—cosx:\/l—sinzx:\/l— 2,

dr
da cos z in unserem Intervall positiv ist. Damit folgt:
d dz 1

d—yaI'CSHly = d_y = 1—_y2

Hier geht unser Wissen iiber die Ableitung der Umkehrfunktion ein. Man beachte, dafl der Arcus-

sinus am Rand des Intervalls zwar definiert, aber nicht differenzierbar ist.

d) Ableitung des Arcuscosinus
Setzen wir y = cosx,x = arccosy, x € |0, 7|, dann gilt:

d
d—y:—sin:)s:—\/1—cos2$:—\/1—y2,
x

da sin z in unserem Intervall positiv ist. Damit folgt:

d dx 1

— arccosy = — = ————
dy Y dy 1—y?

e) Ableitung des Arcustangens
Setzen wir y = tanx, x = arctany, |z| < 7, dann gilt:

dy 1 sin’z+cos’s el 11
dr  cos?zx cos? x
Also:
; dx 1
— arctany = — =
dy Y dy y*>+1

f) Ableitung des Arcuscotangens
Setzen wir y = cot x, x = arccoty, x € |0, 7[, dann gilt:

dy 1 sin® z + cos? x ) )
< = = — = —(1+cot“x) =—(1+
dx sin® r sin? x ( ) ( v')
Also:
d ¢ dz 1
—arccoty = — = ————
dy A R
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Sinus und Cosinus im Komplexen: Hyperbelfunktionen

Die meisten behandelten Aussagen iiber Sinus und Cosinus lassen sich auf komplexe

Argumente erweitern.

Definition 4.5 (Sinus und Cosinus in C) Fir z € C definieren wir

In diesem Abschnitt studieren wir diese Funktionen auf der imagindren Achse.
Wir setzen fiir t € C:

Definition 4.6 (Sinus hyperbolicus und Cosinus hyperbolicus)

et + it et + et
cosht := cos(it) = 5 =

1 ei% - e—i2t el — et
sinh ¢ := —sin(¢t) = =
1 (it) 242 2

Diese Funktionen werden hyperbolischer Sinus und hyperbolischer Cosinus genannt.
Der Grund dafiir liegt darin, daf§ (cosh, sinh) einen Zweig der Hyperbel
{(z,y) € R?|a? — y? = 1} parametrisieren:
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1 (D2 K ok
cosht—z 5 H_Z(Qk)!
n=0 k=0
o0 1 — (_1)n " & $2k+1
sinht = — =
D R TR DY R
und aus 4e' = ¢!, Lo~ = —e7t folgt:

i cosht = sinht
dt

d
—sinh ¢ = cosh ¢
dt

Interpretation von tanh, sinh, cosh an der Hyperbel:

(cosh(t),sinh ¢)

Die Fléche des Hyperbelsegments mit den Ecken (0, 0), (1,0) und (cosh(t), sinh t) betrigt t/2. Die
Gerade durch den Ursprung und den Punkt (cosh(t),sinht) hat die Steigung tanht = 1/ coth¢.
(Die Begriindung der Flidchenformel kénnen wir erst spéter mit Hilfe der Integralrechnung ge-
ben.) Das Argument ¢ der Hyperbelfunktionen hat keine Interpretation als Bogenlénge, sondern

100



nur als Fldche eines Hyperbelsegments.

Analogie zum Kreis:

(cost,sint)

Bogenlinge ¢

Die Fliche des Kreissegments mit den Ecken (0,0), (1,0) und (cos(t),sint) betrégt t/2. Das ist
die Hélfte der Bogenlidnge ¢ des Kreisbogens zwischen (1,0) und (cos(t), sint). Die Gerade durch
den Ursprung und den Punkt (cos(t),sint) hat die Steigung tant = 1/ cott.

Areafunktionen (Umkehrungen der Hyperbelfunktionen)

Aufgrund der fehlenden Interpretation des Arguments ¢ von (cosh ¢, sinh ¢) als Bogenlédnge
heiflen die Umkehrfunktionen der Hyperbelfunktionen nicht Arcusfunktionen (arcus = Bo-
gen), sondern Areafunktionen (area = Fléche).

Sie konnen mit Hilfe des Logarithmus ausgedriickt werden und erfiillen dhnliche Ablei-
tungsregeln wie die Arcusfunktionen:

Wir setzen y = sinhx, x = arsinh y mit x € R

@zcoshx:\/l—ksinhz =/1+ 12

dx
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Man beachte, da coshz > 0, und cosh? 2 — sinh? 2 = 1.
Also:

d 1 d 1
—arsinhy = . (in Analogie zu — arcsiny = —)

dy dy 1+ dy 1—¢?

Darstellung der Umkehrfunktion mit Hilfe des Logarithmus:

y = sinhz
= y++/1+y?=sinhx+ coshx =e”

= 1z =log(y++/1+1y?)

Das bedeutet:
arsinh y = log(y + v/1 + y?)

Die Rechnung fiir arcosh y geht ganz analog.

4.3 Varianten von Stetigkeit und Differenzierbarkeit:
Einseitig stetige und differenzierbare Funktionen

Definition 4.7 Sei f: U - C, U CR, und z € U.

Es sei z ein Beriithrpunkt von U N ]z, +oo[. f heifit rechtsseitig stetig in x,
wenn die Einschrankung von f auf U N [z, +00[ stetig in z ist.

In diesem Fall schreiben wir

lim f(y) = f(x)

ylx y — x mit der Einschrankung y > .

f heif3t rechtsseitig differenzierbar in x, wenn 11?1 M
yle.  y—=x
Der Grenzwert heifit dann rechtsseitige Ableitung von f in x.

“y | 27 steht also fiir den Grenziibergang

existiert.

Analog werden in x linksseitig stetige Funktionen und linksseitig differenzierbare
Funktionen mit der Einschrankung auf U N]—oo, z| definiert;

ebenso der linksseitige Grenzwert li%n f(y) =lim f(y).
yla oo
y<zx

Beispiel 4.8 x +— |z|, x € R, ist fiir 2 = 0 links- und rechtsseitig differenzierbar

mit links- und rechtsseitiger Ableitung —1 bzw. +1.

4.4 Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung
4.4.1 Der Satz von Rolle und der einfache Mittelwertsatz

Im Folgenden seien a,b € R mit a < b.
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Satz 4.9 (Satz von Rolle) Es sei f : [a,b] — R stetig und in |a, b| differenzierbar. Es
gelte f(a) = f(b) = 0. Dann gibt es £ € |a,b[ mit f/(£) = 0.

y |
‘ a 5 b j"

Beweis: Weil f stetig und [a, b] kompakt ist, nimmt f ein Maximum und ein Minimum
an. Wir unterscheiden 3 Fille:

Tllustration:

1.Fall: max f > 0. Dann gibt es £ € ]a, b[ mit f(§) = max f.
Es folgt fiir a < x < &: f(x) < f(£), also

F@) -~ 1) -,

x—£ -
Ebenso folgt fiir £ <z < b:

f) 1 _

x—£& -

Wir schliefen:
f@) =T e fle) = f©)
Oglggr{l - —f(é‘)—lggrgl - <0

also f'(§) = 0.

2.Fall: min f < 0. Dann gibt es £ € ]a, b[ mit f(§) = min f,
und analog zum 1.Fall erhalten wir f’ = 0.

3.Fall: min f = max f = 0. Dann ist f = 0, und wir erhalten
f(&) =0 fir alle £ € ]a, b].

Folgerung:
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Satz 4.10 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung) Es sei f : [a,b] — R
stetig und in |a, b[ differenzierbar. Dann gibt es £ € ]a, b[ mit

f(b) — f(a)

L~ (o).

Beweis: Wir betrachten die Funktion g : [a,b] — R,

f(b) = f(a)

o) = fla) - L2

(z —a) = f(a).

Dann gilt g(a) = 0 = g(b), und nach dem Satz von Rolle gibt es ein £ € ]a, b[ mit g'(§) =0

f(b) = f(a)
b—a

Das bedeutet:

f'(€) - =0,

also die Behauptung.

Illustration:

a 13 b x
Der Mittelwertsatz dient dazu, aus dem Verhalten der Ableitung auf das Verhalten der
Funktion zuriickzuschlieSen. Hierzu einige Beispiele.

Beispiel 4.11 Wenn [’ nur positive bzw. negative Werte auf einem Intervall I annimmt,
so ist f dort streng monoton steigend bzw. streng monoton fallend.

In der Tat gilt fiir a,b € I, a < b:

Es gibt £ € I mit f(b) — f(a) = f'(§)(b— a), also hat f(b) — f(a) das gleiche Vorzeichen
wie f/(€).
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4.4.2 Anwendung auf Differentialgleichungen

Die Differentialgleichung

fl(x)=0
fiir eine unbekannte Funktion f: 7 — C
auf einem Intervall I C R hat nur die Losungen:

f = konstant.

Beweis: Indem wir Real- und Imaginérteil von f einzeln betrachten, erhalten wir:

(Re f)) =0 und (Im f)" = 0. Es geniigt also, reellwertige f zu untersuchen.

Hier erhalten wir fiir alle a < b in I: Es gibt € € Ja,b[ mit f(b) — f(a) = f'(£)(b—a) =0,
also f(b) = f(a).

Also ist f konstant.

0
Folgerung 1: Es sei A € C.
Die Differentialgleichung
Yy =My,mity: I —C
auf I hat nur die Losungen y(x) = ce®, ¢ € C konstant
Beweis: Es gelte ¢’ = \y. Wir setzen f(x) = e **y(z). Dann folgt:
fl(z) = =Xe My (x) + ey () = 0,
also f = ¢ = konstant fiir ein ¢ € C. Das bedeutet y(z) = ce?*.
0

Folgerung 2:

Die Schwingungsgleichung

V' +y=0mity: I —-R
hat den 2-dimensionalen R-Vektorraum mit Basis
{sin,cos} als Losungsraum.

Anders gesagt: Jede reelle Losung der Schwingungsgleichung auf [ 1483t sich eindeutig als
y(x) = acosx + Fsinx schreiben.
Beweis: Es gelte " +y = 0. Wir setzen z = ¢/, f = y + ¢z und erhalten

ff=y+iz=z4+1"=2—iy=—i(y +iz) = —if.
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Es folgt f(z) = ce ™ firein c€ C, c = a+1if; o, € R also
y(x) = Ref(x) = Re[(a + iff)(cosx — isinx)] = acosz + [fsinx

a und [ sind eindeutig bestimmt, weil sin und cos linear unabhéngig sind.

O
Folgerung 3:
Die Differentialgleichung
y// — 0
auf einem Intervall I hat die allgemeine Losung
y(r) =az+ [, mit o, 5 € C
Beweis: Zunichst folgt ' = o = konstant fiir ein o € C.
d
Wir schlieflen d—(y(m) —az) =y'(x) —a =0, also y(z) — ax = § fir ein § € C.
x
O

4.4.3 Der verallgemeinerte Mittelwertsatz

Wieder seien a,b € R mit a < b.

Satz 4.12 (verallgemeinerter Mittelwertsatz der Differentialrechnung)
Es seien f,g : [a,b] — R zwei stetige und auf |a, b[ differenzierbare Funktionen.
Dann gibt es £ € |a, b[, so dafl gilt:

[f(0) = f(a)lg'(§) = [9(b) — g(a)]./"(£).

Beweis: Wir setzen fiir x € [a, b]:

hx) = [f(b) = f(a)]lg(x) — g(a)] = [g(b) — g(a)][f(x) — f(a)]
Dann gilt h(a) = 0 = h(b), und h ist differenzierbar in ]a, b[ und stetig in [a, b]. Aus dem
Satz von Rolle folgt fiir ein £ € [a, b] die Behauptung:

0=n"(§) = [f(0) = fa)lg'(§) — [9(b) — g(a)]f'(£) -

Fiir g(b) # g(a) und ¢'(£) # 0 kann man den verallgemeinerten Mittelwertsatz auch in
folgender Form schreiben:

Interpretation: Betrachten wir die durch x — (f(z), g(z)) parametrisierte Kurve in der
Ebene:
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A= (f(a),g(a))

Dann gibt es einen Punkt = auf der Kurve, an dem der Geschwindigkeitsvektor (f'(£), g'(€))
parallel zur Strecke AB ist.

Wir kénnen = als einen Punkt wahlen, an dem das Dreieck A, B, = maximalen Flacheninhalt
hat.

In der Tat ist dieser Flacheninhalt (bis auf das Vorzeichen) gleich:

1] F0) - fla) F(©)—f(a) | 1
2| gb) — gla) 9(&) — gla) | ~ 2"

Folgerung: (Regel von I"'Hépital) Es sei U eine offene Umgebung von = € R, f, g :
U — R stetig und in U \ {2} differenzierbar mit f(x) = g(x) = 0, aber g(y) # 0 und

g'(y) # 0 fix y € U\ {z}.

Wenn lim f,(y) existiert, so auch lim M, und es gilt:
v=z g'(y) y—z g(z)
/
lim f,(y) T IC)
v=r g'(y) v g(a)

Bemerkung: Ahnliche Varianten gibt es fiir f(y) 2> 400 und g(y) ©=5 400 oder auch
fiir y — 400 statt y — x. Diese Varianten beweisen wir hier nicht.

Beweis der Regel von ’Hoépital: Wir diirfen annehmen, dafl U ein Intervall ist.
Nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz konnen wir ein &(y) zwischen y und x wéihlen,

so daf3
f) _ fy) = f@) _ FEW) yor o J(E)
9y)  g9y) —glx) g (W) s—e g'(§)

y—r

denn {(y) — .
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4.4.4 Konvexe Funktionen

Definition 4.13 Sei / C R ein Intervall und f : I — R.
f heifit konvex wenn fiir alle x, y € I und
a, f€10,1] mit «+ [ =1 gilt:

flaz +By) < af (z) + Bf(y).
Gilt hingegen:

flaz + By) = af(z) + Bf(y),
so heilt f konkav.

Bemerkung: Insbesondere in der Schulmathematik werden manchmal die Begriffe ”kon-
vex” und ”konkav” mit vertauschten Bedeutungen gebraucht. Die hier gewéhlte Konven-
tion hat sich allerdings weitgehend durchgesetzt.

konvex

konkav

Y
Y

Nun nehmen wir an, daf§ f : I — R zweimal differenzierbar sei.

Satz 4.14 Gilt f” > 0 auf I, so ist f konvex.
Gilt hingegen f” < 0 auf I, so ist f konkav.

Beweis: Wir beweisen den Fall f” > 0, der andere Fall folgt analog.
Esseienz <yin/und 0<a<1l,a+ (=1

Wir setzen z = ax + By, z € [x,y].

Im Fall z = x oder z = y ist nichts zu zeigen.

Andernfalls gilt © < z < y. Nach dem Mittelwertsatz gibt es dann &;, & mit

<& <z<&<yund f(z2) - fz) = f(§)(z — =) und fy) — f(2) = [(&)(y — 2).
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Weiter gilt /(&) < f/(&), denn wegen f” > 0 ist f’ monoton steigend.
Es folgt die Behauptung:

af(x)+6f(y) — f(z) = af(z) + 6f(y) — (a+ 5)[(2)
= Blf(y) = F(2)] = alf(z) = f(2)]
=B &)y — 2) — af'(&)(z — )
> B (€)= 2) —af'(&)(z — x)
= f'(&)(az + By — (a+ §)z)
= 0.

5 Integralrechnung

5.1 Das Riemann-Integral

Das Riemann-Integral misst die Fldche zwischen einem Funktionsgraphen und der x-
Achse; Teile unter der x-Achse zdhlen negativ.

Wir definieren das Integral zunéchst fiir Treppenfunktionen, also stiickweise konstante
Funktionen.

Definition 5.1 Eine Funktion f : [a,b] — R (a < b) heifit Treppenfunktion, wenn
es eine Zerlegung a = § < & < --- < &, = b von [a, b] gibt, so daf} f auf

allen Intervallen [£;,&;+1[, j =0,...,n — 1, konstant ist. 7 [a, b] sei die Menge der
Treppenfunktionen auf [a, b]. Wir definieren das Integral einer Treppenfunktion f:

/ fla f(@)(fm &).
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Bemerkungen:

1) Das Integral héngt nicht von der Wahl der Zerlegung ab, wenn f auf allen [£;, §;11]
konstant ist.

2) Interpretation als Fliche:

Lemma 5.2 (Linearitit des Integrals fiir Treppenfunktionen) Das Integral fiir Trep-
penfunktionen ist eine lineare Funktion T[a,b] — R. Das bedeutet:

a) Aus f,g € Tla,b] folgt f+ g € Tla,b] und
b b b
[ 1@+ g@) de = [ p@yde+ [ gta)de
b) Aus f € Tla,b] und a € R folgt aof € Tla,b] und

/abaf(x)da::a/abf(x)dm.

Beweis:

a) Esseia =& < .-+ < &, = b eine so feine Zerlegung von [a,b], dafl sowohl f als
auch g auf allen Teilintervallen [{;, ;1] konstant ist. Dann ist auch f + ¢ auf allen
€, &41] konstant, und es gilt:

—_

n—

[ 1@+ 9@ de =3 (1) + 9(€) €1 - &)

7=0
n—1 n—1

=D FEN G — &) + D 9E) (&G — &)
j=0 Jj=0

/abf(x) dx + /abg(x) dr.
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b) af ist wieder stiickweise konstant, also eine Treppenfunktion, und es gilt:

b n—1 b
[ at@dn=aY s@)en -6 =a [ fl)ds

=0
([l
Lemma 5.3 (Monotonie des Integrals fiir Treppenfunktionen) Fs seien f, g € 7T [a,b]
mit [ < g. Dann gilt:
b b
/ flx)dr < / g(x) dx.
Beweis: Wir wihlen eine so feine Zerlegung a = &, < & < --- < &, = b von [a, ], dafl
sowohl f als auch g auf allen Intervallen [;, ;1] konstant ist. Dann folgt:
[ S I 60 - &)
7=0
n—1 b
<> 9(6)(En - &) = [ gla)dn
3=0 *
0
Wir erweitern nun den Integralbegriff auf eine groflere Funktionenklasse:
fundamen-
Definition 5.4 (Riemann-Integral) Eine Funktion f : [a,0] — R heifit tale
Riemann-integrierbar (in Zeichen: f € R[a,b]), wenn es zu jedem ¢ > 0 Treppen- Defi-
funktionen g, h € T'[a,b] mit g < f < h und nition!

/abh(x)dx—/abg(x)dxge

gibt. In diesem Fall definieren wir das Riemann-Integral von f:

b b b
/ f(z)de = sup / g(z)dx = inf / h(z) dz. (28)
a g€T[ab] Ja hEhY;[;,b] @

g<f

Bemerkungen:

1. Zum Beweis der letzten Gleicheit:
Es gilt

b b

su z)dr < inf / hiz) dz

geT[E,b]/a g( ) he€T(a,b] J, ( )
g<f h>f
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aufgrund des Lemmas 5.3, und

b b
su z)dx > inf /hxdx
geT[E,b]/a g( ) " heT[a}] J, ( )
g<f h>f

folgt aus der Definition der Riemann-Integrierbarkeit.

2. Fiir Treppenfunktionen f € 7 |a,b] stimmt das zuerst definierte Integral mit dem
Riemann-Integral iiberein: Das Supremum (bzw. Infimum) in der Definition (28) des
Riemann-Integrals ist in diesem Fall ndmlich ein Maximum (bzw. Minimum) und
wird fir g = f (bzw. h = f) angenommen. Wir diirfen also beide Integrale mit dem
gleichen Symbol bezeichnen.

3. Interpretation des Integrals als Fléche:

4. Fir f € R|a,b] und eine Zerlegung

a=§ <2 <& <1 << <1 <& =0
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von [a, b] mit zusétzlichen Zwischenpunkten z, ..., x,_1 wird
n—0
R=>"f(x;)(1— &)
j=1

eine Riemannsumme zu f genannt. Sind g, h Treppenfunktionen zur gleichen Zerlegung
507517"'7{71 mit g < f < h, SO gllt

ng(x)dngg/abh(x)dx.

Die Riemannsche Integrationstheorie 148t sich alternativ auch mit Hilfe von Grenzwerten
von Riemannsummen aufbauen.

Satz 5.5 Jede stetige Funktion f : [a,b] — R, a < b, ist Riemann-integrierbar.

Beweis: Weil f stetig und [a, b] kompakt ist, ist f gleichmé&Big stetig. Es sei e > 0. Wegen
der gleichméBigen Stetigkeit gibt es § > 0, so daf fiir alle x,y € [a,b] mit |x — y| < ¢ gilt:

|f(z) = fly)| < 20—a)

Wir wihlen eine Zerlegung a = &, <& < --- <&, = b von [a,b], so daf ;11 —&; < d fiir
alle 7 =0,...,n — 1 gilt. Wir definieren die Treppenfunktion

- B s JF&) fir g <w <&y,
fila bl =R, flo) = {f(b) fir z = b.

Nach Konstruktion gilt fiir alle z € [a, b]:

~ €
7@ = F@)| < 50—
Wir definieren Treppenfunktionen
~ £ ~ 3
I=I~5a= "oy
Dann gilt ¢ < f < h und
b n-lr 7 b
[ s@rae =3 i) - 55| € -8 = [ Frar—3
a j=0 L _ a
b n—1 r ~ b b
| @y =3 |fe) + 5 | G =) = [ Faydee
a j=0 Lt i a

also

/abh(x)dx—/abg(:c)dx:e.

Es folgt: f ist Riemann-integrierbar.
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Satz 5.6 (Monotonie des Integrals) Es secien ¢ < b. Sind f,g : [a,b] — R
Riemann-integrierbar mit f < g, so gilt

/a ) dr < / gl de.

Dies folgt unmittelbar daraus, daf fiir jede Treppenfunktion A mit A < f auch h < g gilt:

b b b b
/ f(z)dx = sup / h(z)dx < sup / h(x) d:c:/ g(x)dx
a heTlab] Ja heT[ab] Ja a

h<f h<g

O

Satz 5.7 Die Menge R]a,b] der Riemann-integrierbaren Funktionen f : [a,b] — R
bilden einen R-Vektorraum. Das Riemann-Integral

b
Rla,b] — R, fr / f(z)dx

ist eine Linearform, d.h. eine lineare Abbildung mit Werten in R.

Mit anderen Worten:
a) Es gilt 0 € R|a, b]. Hierbei bezeichnet 0 die Nullfunktion auf [a, b].
b) Aus f,g € Rla,b| folgt f + g € R[a,b] und

/ [f(z) + g(2)] dx 2/ f(x) d:c—i—/ g(z) dx.
c) Aus f € Rla,b] und a € R folgt af € R[a,b] und

/abocf(x)dx:a/abf(a;)dx.

Beweis:
a) 0 € 7Tla,b] C Rla,b]

b) Es sei e > 0. Wir wéhlen f, f, g, g€ T[a,b] mit f < f< f, g<g<

bf(x)dx— ’ f@)dr <= und bg(x)da:— bg(x)dx
a a 2 a a
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Dann gilt:

b b
/ F() + 5(2)] do - / [f(@) + g(x)] da

= { flx)de — f(x) dm] + / g(z) dx —/ g(x) dx]
<s+s=c (29)
Also ist f + g € R]a,b], und es gilt
b b b
[U@+g@la < [l@r@ie < [ o)

/abi(x)der/abg(x)dI < /abf(x)der/abg(SC)dﬂﬁ < /ab?(:c)daﬂr/ab?(x)dx

Hierbei stimmen die linken Seiten in der ersten und zweiten Zeile stimmen iiberein;
ebenso die beiden rechten Seiten. Zusammen mit obiger Feststellung (29) folgt:

[ 150+ g@nao= | [ swars [ ga]

also die Behauptung, da € > 0 beliebig war.

<eg,

c) Es sei ¢ > 0. Wir wihlen § > 0 so klein, daB |a|d < &, und f, f € 7T[a,b] mit
b b
igfgfund/ ?da:—/ fdx < 4. Dann folgt

{aigafgaf fiir a > 0,

afgafgai fiir a < 0,

sowie af, af € Tla,b] und

/abaf(a:)dx—/abaf x)dz

also ist f € Rla,b].
Es folgt im Fall o > 0:

/abai(a:)da: < /abaf(a:)dx < /abaf(x)dx < /abai(a:)dm—i—s

a/abi(x)dx a/abf(x)dq:

= |ef <lafd <e

/abf(a:) dx — /abi(:c) dx
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Es gilt also

<e.

/abozf(x)dx—a/abf(x)dx

Hieraus folgt die Behauptung, da € > 0 beliebig ist.
Der Fall o < 0 wird analog behandelt.

Satz 5.8 Es sei a < b < cund f : [a,c] — R. Die Funktion f ist genau dann Riemann-
integrierbar, wenn die Einschrankungen auf [a, b] und auf [b, ¢] Riemann-integrierbar sind.
Es gilt dann:

/acf@) iz — /abf(x) dm+/bcf(x) da (30)
Beweis: Ubung.

Definition 5.9 (Erweiterung der Integralnotation)

a) Es seien a < b und f € Rla,b]. Wir definieren

/baf(x) dr = —/abf(x) dx.

Fiir das so erweiterte Riemann-Integral gilt die Formel (30) unabhéngig von der
Anordnung von a, b und c.

b) Eine komplexwertige Funktion f : [a,b] — C heifit Riemann-integrierbar, wenn
sowohl Re f als auch Im f Riemann-integrierbar sind. In diesem Fall setzen wir:

/abf(x)dx = /:Ref(x)d13+i/ab1mf(x)dx_

Das so komplexifizierte Integral ist eine C-Linearform.

Satz 5.10 (Mittelwertsatz der Integralrechnung - allgemeine Version) Fs
seien f,g: [a,b] — R stetig, g >0, a <b. Dann gibt es & € [a,b], so daff gilt:

[ rwyae =5 [ oteya

Beweis: Wir diirfen a < b annehmen; fiir a = b sind beide Seiten gleich 0. Die Funktion f
nimmt ein Maximum M und eine Minimum m an, da sie stetig ist, und da [a, b] kompakt
ist. Aus m < f < M und g > 0 folgt mg < fg < Mg, also wegen der Monotonie des
Integrals:

w [ st < [ @< [ o i
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b
Im Fall / g(z) dxr = 0 sind wir fertig. Im anderen Fall gilt

Sy J(@)g(x)
f; g(x)dx
Nach dem Zwischenwertsatz nimmt f diesen Wert an einer Stelle £ € [a, b] an. Hieraus
folgt die Behauptung. 0

€ [m, M].

Bemerkung (ohne Beweis): Stetigkeit von ¢ ist hier unwichtig, Riemann-Integrierbarkeit
reicht aus.

Der Spezialfall g = 1 ist besonders wichtig:

Satz 5.11 (Mittelwertsatz der Integralrechnung - einfache Version) FEs
sei f: a,b] — R stetig, a < b. Dann gibt es & € [a,b], so daf gilt:

b
/ f(x)dz = F(€)(b— a).

Illustration:
YA

gleiche Flachen

)
725"
]Y

5.2 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Integral und Ableitung sind inverse Operationen zueinander:

wichtigster
Satz 5.12 (Hauptsatz - erste Version) Es sei f : [a,b] — R stetig. Dann ist Satz der
T Vorle-
Fila,b] = R, F(z) = / f(t)dt sung!
differenzierbar (einseitig differenzierbar am Rand) und es gilt F' = f.
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Mit anderen Worten:

& [ = s

Beweis: Es seien z,y € [a, b]. Dann gibt es nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung
ein &, , zwischen z und y, so daf§ gilt:

Ply) = F@) = [ F0)dt = €.y - 2).
Fir y — x folgt &, — =, also f(&,,) — f(x), weil f stetig ist. Es folgt:

Fy) — F(x)

= = 1) T ()

und demnach

Satz 5.13 (Hauptsatz - zweite Version) Es sei F' : [a,b] — R stetig diffe-
renzierbar, d.h differenzierbar mit stetiger Ableitung (einseitig differenzierbar am
Rand). Dann gilt:

/ F'(x)dz = F(b) — F(a).

Beweis: Wir betrachten die Funktion g : [a,b] — R, g(z) = / F'(t)dt — F(z).
Nach der ersten Version des Hauptsatzes gilt: ‘
g'(z) = F'(x) — F'(z) = 0,

also ist ¢ konstant (Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Es folgt:
b
[ F@ds = £ ) = o) = gla) = ~Flo)

Bemerkung: Durch Real- und Imaginérteilbildung kann man den Hauptsatz sofort auf
komplexwertige Funktionen verallgemeinern.

Notation:
e Wir schreiben [F(z)]” oder auch [F(x)]’_, fiir F(b) — F(a).
e Eine Funktion F' heifit Stammfunktion von f, wenn F' = f gilt. Wir schreiben

f(z) dzx fiir eine beliebige Stammfunktion von f. Sie ist auf einem Intervall nur

bis auf eine additive Konstante bestimmt.
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5.3 Integrationsregeln

5.3.1 Einige wichtige Integrale

xs+1
/J;de: +C
s+1

(se C\{-1},z>0o0der s e N, z € R)

/df = log |z| + C = log(ax)

(x>0, a>0oder z <0, a<0)
/exdx:ez—l—C’

eng verwandte Varianten davon:

fa“dx:hfgra—i-c (a>0)
[eMde =<+ C (A e C\ {0})

sinzdr = —cosx +C

coszdr =sinx +C

cotxdr =logsinx + C' (0<z<m)

/tan:vdx:—logcosm+0 (-5 <z <3)

d
/ v = arctanx + C
1+ 22

= arcsinx + C (-l<z<1)

o=

5.3.2 Partielle Integration und Substitutionsregel

Satz 5.14 (partielle Integration) Es seien f, g : [a,b] — C stetig differenzierbar, d.h.
differenzierbar mit stetiger Ableitung. Dann gilt:

/ f(2)g(x) do = [f(2)g(x)]q — / f()g'(x) dx
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Beweis: Nach der Produktregel gilt:
fla=(f9) - fg
Mit dem Hauptsatz folgt die Behauptung durch Integration iiber [a, b].

Beispiel 5.15 Fiir b > 0 gilt:

b b b/ d
/loga:dx:/ 1loga:dx:/ —ux | log x dx
1 1 1 \dz
b b (d
= [a:logx]l—/l x(%loga:) dx

b
:blogb—/x-—dx
1

x
= blogh — [2]} = blogh— b+ 1.

Satz 5.16 (Substitutionsregel) Es seien U C R offen, ¢ : [a,b] — U differenzierbar,
und f : U — C stetig. Dann gilt:

g(

b) b
dy = x)) g () dx
Sy / f(g(2))d'(z)

g(a

Bemerkung: Schreiben wir y = y(z) = g(x), so kénnen wir die Substitutionsregel auch
in der intuitiven Notation

[rwas= [ s

schreiben. Implizit bleibt hier, an welchen Grenzen die Integrale ausgewertet werden.

Beweis der Substitutionsregel: Mit der Kettenregel und dem Hauptsatz (1.Version)
erhalten wir fiir x € [a, b]:

d 9@
— dy = x))g' (z
i T =)

Mit dem Hauptsatz (2.Version) folgt die Behauptung durch Integration iiber [a, b].
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1
Beispiel 5.17 Wir berechnen / v/ 1 — y? dy mit der Substitution y = sin x:
-1

Wir hitten natiirlich auch das Additionstheorem cos®z =

konnen.

sin(%)

\/1—y2dy:/§ V1 —sin?z
3) -3

dsinx

sin(—% X

3 3 62'33_1_671:10 2 1 z N ”
/ cosxdx:/ — dm_i/ [Z$+2+€—zz]dx
_g _ _%
1 [e2ix —2iz7 3
Z[Zi + 2z + _22,} z:[_ —SlIl2:L’j| .

2 2

T
2

1
5(1 + cos(2x)) direkt verwenden

Geometrisch ist das Ergebnis offensichtlich, denn es handelt sich um die Fléche der oberen
Halfte des Einheitskreises:

5.4 Anwendungen

Neben der Interpretation als Féche unter Funktionsgraphen hat das Integral unzéhlige
weitere Anwendungen, von denen wir ein paar ausgewéhlte hier besprechen. Zum Teil
werden die Anwendungen hier heuristisch-intuitiv présentiert.

a) Bogenlinge:
Betrachten wir eine glatte Kurve C in der Ebene oder im Raum, parametrisiert

durch (z(t),

y(t)) bzw. (z(t),y(t),2(t)), t € [a,b].

121



Geschwindigkeit (i, )
vom Betrag \/96’274—?/2

Wird die Kurve mit Geschwindigkeit 1 durchlaufen, d.h. falls
Vit+g?2=1 bzw. Vit g2+ 2:22=1
(wobei der Punkt " fiir £ steht), so gilt
Liange von C = bendtigte Zeit zum Durchlaufen = b — a.

Im allgemeinen erhélt man die Bogenldnge L als das Integral {iber die Geschwindig-
keit:

_/ Va2 +y(t)2dt  bzw. L_/ V()2 + (1) + 2(t)2dt

In der Tat héngt dieses Integral nicht von der Parametrisierung ab, d.h. nicht von
der Geschwindigkeit, mit der die Kurve durchlaufen wird.
Ist namlich [c,d] — [a,b], s+ t(s) ein Wechsel der Parametrisierung (bijektiv mit

dt
positiver stetiger Ableitung d—) so folgt mit der Substitutionsregel:
s

/ \/ [%x(t(s»r - { (s ds - / \/ [w(s)) % s

Parametrisiert man insbesondere mit der Bogenlénge t(s) = [ /4 (u)? + y(u)? du,
so wird die Durchlaufgeschwindigkeit gleich 1.
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Beispiel 5.18 Die Linge eines Funktionsgraphen zu f : [a,b] — R ergibt sich mit
der Parametrisierung (z(t),y(t)) = (¢, f(t)) als

L:/ \/a':(t)2+y(t)2dt:/ V1T (@) da.

Y

b) Vom Ortsvektor iiberstrichene Fliche:
Betrachten wir eine Kurve (z(t), y(¢)) in der Ebene, t € [a, b], und die vom Ortsvek-
tor iiberstrichene Fliche:

t=2»5 t=ua
't&'
0 0

positiver . . . .
In . Umlaufrichtung zéhlt die Fliache
negativer

positiv

negativ

Fliichenzuwachsrate A:

123



Geschwindigkeit (&(t),y(t))
Ort (z(1),y(t))

Geschwindigkeit

(@(t), y(t))

T T
vy

1
5 (g — y)

b
tiberstrichene Fliache = % / [z(t)y(t) — y(t)x(t)] dt

Flacheninhalt, der von geschlossenen Kurven begrenzt wird:

Flache B

0

Flache A wird einmal in positive Richtung {iberstrichen, zéhlt also einfach positiv.
Flache B wird zweimal iiberstrichen: einmal in positive Richtung und einmal in

negative Richtung, z&hlt also nicht.
dt=5 [ it - i) d

A:l/ .
2 Yy oy 2

1 Umlauf 1 Umlauf

1
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Beispiel Ellipsenfliche:

Y

(&) + (1) =1,
parametrisiert durch

T = acost
y = bsint, t € [0, 27].

d
Ellipsenfliche = / [a cos t— (bsint) — bsin t% (acost)| dt

0

N)I»—t M|,_.

/ ab cos t + sin t) dt = mab.
0

Beispiel Hyperbelsektor:

y=-—z

(cosh(T'),sinh T')

~Tliche A

1
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A= E/T[coshti (sinht) — s'nhti (cosh t)]
2/, at T

dt

1 (7 1 [T T
= —/ [cosh%—sinhzt} dt = —/ dt = —.
2 Jo 2 Jo 2

Diese Rechnung rechtfertigt nachtraglich die Bezeichnung “Areafunktionen” fiir die
Umkehrfunktionen der Hyperbelfunktionen.

¢) Volumen von Rotationskérpern

N

Rotation um die z-Achse

Fiir eine Treppenfunktionen g(z) erhdlt man Zylinderscheiben mit einem gesamten

b
Volumen von 7T/ g(x)* dx.
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Durch Approximation einer Funktion f : [a,b] — [0,c0[ mit Treppenfunktionen
erhélt man fiir das Volumen des Rotationskérpers:

V:ﬂ'/abf(l')le'

Beispiel 5.19 (Kugelvolumen) Durch Rotation um die z-Achse des Halbkreises

{(x,Vr2=22)| —r<z<r}

mit Radius r erhélt man eine Kugel mit dem Radius r. Wir berechnen das Volumen
V dieser Kugel:

_ ' 3\ . _ "2 9
V=n r2—z?) de=m | (r‘f—2a%)dx

physikalische Arbeit:
Ein Korper bewege sich in einem Kraftfeld (in einer Dimension). Am Ort x wirke
die Kraft F'(x). Wenn der Korper von a nach b bewegt wird, wird an ihm die Arbeit

W:/abF(:U)dx

verrichtet.

° ° °
a T b

Wenn F stiickweise konstant ist, etwa auf den Teilstiicken [z;, x4 einer Zerlegung
a=x90 <z <--- <, =0, folgt das unmittelbar aus der physikalischen Regel
,Arbeit = Kraft - Weg*:

n—1

W= Py —25) = [ Flo)ds

J=0

Wenn hingegen F stetig (oder allgemeiner: Riemann-integrierbar) ist, folgt die For-
mel durch Approximation von oben und unten durch Treppenfunktionen.
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Beispiel 5.20 Auf zwei positive elektrische Ladungen im Abstand x wirkt eine
Kraft F(z) = c/.z;;2 mit einer Konstanten c. Bei der Bewegung von r; nach ry (r; <
r9) wird die Arbeit

freigesetzt.

5.5 Uneigentliche Riemann-Integrale

Es seien a,b € RU {£o0}, a <bund f: ]a,b] — C.
Die Funktion f heifit uneigentlich Riemann-integrierbar, wenn sie auf allen kompakten
Teilintervallen [ay, b1] Cla, b| Riemann-integrierbar ist und wenn

by

lim lim z) dx
arlabifb J, f< )

existiert und endlich ist.
Der Grenzwert heifit uneigentliches Riemann-Integral und wird auch mit

b

/ f(z) dx

a

bezeichnet.

Beispiel 5.21 Betrachten wir die Funktion f:]0,1] — C, f(x) = 2® mit s € C.

e Fiir Res > 0 ist f nach 0 stetig fortsetzbar mit dem Wert 0, denn
|£L'S| — ‘eslogxl — e(Res)logz — xRes — 0 fiirz ~L 0.

Wir erhalten .

/1 .1'5+1 1
x®ds = =
0 S‘I‘l 0 S—l—l

als gewohnliches Riemann-Integral.

e Fiir s = 0 ist 2° konstant gleich 1, also fol 20dr = 1.
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e Fiir —1 < Res < 0 gilt * — oo fiir x | 0 in C U {oo}. Dennoch existiert hier das
uneigentliche Riemann-Integral:

1 1 :L'S+1 1
/ 2% dr = lim 2% dxr = lim { }
0 5

elo J, elo | s+ 1
1 gstt
= lim —
el0 (3+ 1 s+ 1)
1
Cos+1
Man beachte Re(s + 1) > 0.
o Fiir s = —1 gilt:
1
d
& —loge L 4
x

£

1
Also ist das uneigentliche Riemann-Integral [ % nicht endlich.
0

1
Auch fiir alle anderen s € C mit Res < —1 existiert f z®dz in C nicht.
0

Beispiel 5.22 Die Funktion f : [1,+00] — C, f(z) = z° ist uneigentlich Riemann-
integrierbar fiir Res < —1 mit

/+OO . .TS+1 +00 1
r’dr = = —
1 s+1], s+1

Fiir Re > —1 ist sie nicht Riemann-integrierbar.

5.5.1 Die Gammafunktion

Fiir s € C mit Res > 0 definieren wir die Gammafunktion

+oo
[(s) = / e "2t
0

Fiir Res < 0 ist dieses Integral divergent bei 0 (ohne Beweis).
Dieses Integral ist ein uneigentliches Riemann-Integral bei +o00. Fiir 0 < Res < 1 fassen
wir es als uneigentliches Riemann-Integral bei 0 auf.

1
Man beachte, dass / e "2° "t dr wegen |e~"2°7t < 2Re*~! durch
0

1 1 1
I / xResfl dr 2 / ’ef:(:msfl’ dx
Res 0 0

dominiert wird.
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Satz 5.23 (Funktionalgleichung der I'-Funktion) Firs € C, Res > 0 gilt:

[(s+ 1) =sI'(s)

Beweis: Durch partielle Integration folgt:

I(s+1) = / e Tx®dx
0
>/ d
= —/ (—e‘x> z° dx
0 dx
00 o d
— _ [p—z..8 —z [ s g
[e x}o—i—/oe (da:x) X

= sI'(s)

Dabei haben wir e ™ < 7 fiir £ — oo und e *2® — 0 fiir x | 0 verwendet.

Folgerung: Fiir n € N gilt:

n!l=T(n+1)

Beweis: (Induktion iiber n)

e [1=0

') = /Oooe_zdx: - [e_ﬂ;o =1=0!

o Es gelte die Induktionsvoraussetzung (n — 1)! = I'(n). Dann folgt mit

der Funktionalgleichung:

I'(n+1)=nl'(n) =n(n—1)! =n!

5.6 Symbolische Integrationsverfahren fiir einige Funktionen-

klassen

In diesem Abschnitt besprechen wir Verfahren, mit denen man in manchen Fillen die
Stammfunktion von Funktionen explizit berechnen kann. Die Bezeichnung “symbolisch”
steht hier fiir die Berechnungen auf der Ebene von Termen mit Variablen, im Gegensatz

zu numerischen Verfahren.

Vergleich von Ableitung und Integration:
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e Symbolische Ableitung:
Die symbolische Ableitung von Termen, die aus elementaren Termen wie x, e*,
log x etc. durch Zusammensetzen mit Komposition und arithmetischen Operationen
gebildet sind, erfolgt nach einem sehr einfachen algorithmischen Schema, das immer
zum Ziel fiihrt.

o Symbolische Integration:
Im Gegensatz dazu ist die symbolische Integration, also das Auffinden einer expli-
ziten Darstellung einer Stammfunktion mit elementaren Funktionen, nicht immer
elementar 16sbar und in manchen Fillen sehr schwierig. Wichtige Beispiele nicht
elementar darstellbarer Stammfunktionen sind:

— das in der Stochastik wichtige “Fehlerintegral”

/er dx,

/ dx
log z’

/e—dx.
x

Effiziente Algorithmen zur symbolischen Integration spielen in Computeralgebrasy-
stemen eine wichtige Rolle. Die genaue Beschreibung von Algorithmen zur symboli-
schen Integration fiihrt weit {iber den Rahmen dieser Vorlesung hinaus. Tieferes fiir

fortgeschrittene Leser findet sich in der Spezialliteratur, z.B. [Bro05]. Hier haben
wir nur ein bescheideneres Ziel: Die Integration einiger Funktionsklassen.

— der “Integrallogarithmus”

— die “Integralexponentialfunktion”

5.6.1 Rationale Funktionen

Wir betrachten nun Integrale vom Typ
p()
—diL', paqu[xL q#o
q(z)

Durch Polynomdivision kann man den Integranden stets in die Form

)

——~ =s(x) + 7’(_x7 s, € Clz], degr < degq

q(z)

bringen. Hierbei bezeichnet Clz] den Raum der Polynome in der Unbestimmten x mit
komplexen Koeffizienten und deg : C[z] — NU {—o0} die Gradabbildung fiir Polynome.
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Beispiel 5.24

23 4222 + 22 — 1 +2+x—3
=x
2 +1 2 +1

Der ganzrationale Anteil lésst sich sofort integrieren:

/:E3+2x2—|—2x—1d x2+2 +/m—3d
T = — xr T
x?+1 2 x?+1

Wir setzen nun vorraus, dass eine Faktorisierung des Nennerpolynoms ¢ in Linearfaktoren
bekannt ist.

Effiziente Algorithmen fiir Computeralgebrasysteme verwenden verfeinerte Methoden, die keine
solche Faktorisierung bendtigen.

Es gilt:

Fundamentalsatz der Algebra:

Jedes Polynom ¢ € Clz| vom Grad n = degq > 0 besitzt eine Zerlegung in Linear-

faktoren:
m

q(z) =c- H(x — ag)™

k=1

mit c € C\ {0}, a1,..., 0, € C, np € N*, Y ny =n.
k=1
Hierbei sind ay, ..., «a,, die verschiedenen Nullstellen von ¢ und n, die Vielfachheit

von «ay. Die Linearfaktorzerlegung ist bis auf Vertauschung der Faktoren eindeutig.

Fiir einen eleganten Beweis des Satzes fehlen uns noch die Hilfsmittel. Wir verzichten
hier darauf und verweisen auf eine Algebra- oder Funktionentheorie-Vorlesung.

Beispiel 5.25 (Fortsetzung)
2’ +1=(z+i)(z—1)

Wir diirfen annehmen, dass das Nennerpolynom ¢ normiert ist, d.h. dass ¢ = 1 gilt, sonst
kiirzen wir g mit c.

Satz 5.26 (Partialbruchzerlegung iiber C) Fir jedesr € C[x] mit degr < n =
deg q besteht eine eindeutig bestimmte Zerlequng:
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Anders geschrieben (durch Multiplikation mit ¢):

=D > cubi()

k=1 j=1

wobei .
brj(x) = (v — ak)”’“_jH(x —a)" k=1,...,m, j=1,...,n

7k

In der Sprache der linearen Algebra heifit das:

Lemma 5.27 Die Polynome (bg;)r=1..m, bilden eine Basis des C-Vektorraums

Jj=1l..ng
R:={r eClz] | degr <n}

Obwohl das eine rein algebraische Aussage ist, ziemt sich fiir eine Analysis-Vorlesung
ein analytischer Beweis:
Beweis: Weil dim R =n = ) ny gleich der Anzahl der by; ist, geniigt es zu zeigen, dass

k=1
die by; linear unabhéngig sind.

Betrachten wir also eine beliebige Linearkombination

=Y by (@)

k=1 j=1

so dass nicht alle ¢; gleich 0 sind.
Wiéhlen wir ein kg und ein moglichst grofies jo > 1 mit ¢y j, 7 0. Dann gilt:

Zg; B (z szz o F Z (x —Ckooz]k * Z Z (x — ay)? (31)

k=1 j=1
k+#ko

Betrachten wir die Asymptotik z — ay,:
Die Summe in der Mitte ist von der Ordnung

O(lz — ag, ['7) = o(|z — | )
und die Summe rechts in (31) hat in dieser Asymptotik folgende Schranke:
O(1) = o(|z — ag, | ™),
weil die oy, alle verschieden sind.
Chojo

T — Qg Jo
Also ist 7 # 0 und damit die lineare Unabhanglgkelt der by; gezeigt.

Nun ist aber der erste Summand in (31) nicht von der Ordnung o(|z —ag,| ™).
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Zur effektiven Berechnung der ¢;; kann man die Gleichung
m N
r(@) =Y cnjbij(x)
k=1 j=1

an den Stellen x = oy, auswerten, ebenso die Ableitungen bis zur Ordnung n; — 1. Es gilt
némlich by;(oy) = 0 fiir k& # [ (ebenso fiir die Ableitungen bis zur Ordnung nj — 1).

Beispiel 5.28 (Fortsetzung)

r—3 C11 C21
3 = -+ :
»?»+1 x+1 x—1

Y

anders geschrieben:
r—3= Cll(l' — Z) + 021(1' +Z)

r = —1i eingesetzt:
3
a9 | _ 1 3.
1 C11, also C11 5 2’&
r = +1 eingesetzt:
1
-3+ i = 2icoy, also Co1 = 3 + 52
Das bedeutet: 3 ) ) . )
x — , .
o 25(1_3Z>x+z’ +§(1+3@)x_i.
Die Partialbriiche (Ciy lassen sich sofort integrieren:
r — O
/ O P I SO
(x — ag)d 1—7 (x—ag)it

/ ki de = cg;log ((x —ag)f) firj=1, ap €R
r — O

mit einer multiplikativen Integrationskonstanten (. Fiir komplexe aj bedarf die letzte
Formel einer besonderen Interpretation. Man erinnere sich an das Problem, dass der Lo-
garithmus im Komplexen wegen mehrdeutig ist: e**?™* = ¢? fiir » € C, k € Z.

Wir schreiben fiir Imay, # 0,2 € R:

I r — Qg _ v Reaptilmoay
r—ay (r—a)(z—m@) (r—-Rea)?+(Imay)?

d 1 R
_ % ilog [(x—Reak)z—i-(ImOék)Q]+iarCtanm—j}€ak
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kurz geschrieben:

d - R
/ ’ :10g|x—ak|+iarctanw—l—0fﬂr ap € C\ R, (32)
T — Qy Im oy,

wobei wir
log [(z — Reay)? + (Im ag)?] = log(|lz — ai]?) = 2log |z — au|

verwendet haben. Man vergleiche die Formel (32) mit z = e'°8l#+7a182 wwohei arg z den
(bis auf Vielfache von 27 bestimmten) Winkel in der Polardarstellung von z € C\ {0}
bezeichnet.

im Bsp:
d 1
/xiz zilog(a:2+1)ipiarctanx,
also 5 og? 4o , 1
-1
/I i ;2:196 dx:%+2x+§log(aj2+1)—3arctan3:+C

Reelle Variante: Fiir reelle Polynome gibt es eine Variante des Verfahrens, die ohne
komplexe Zahlen auskommt. Wir skizzieren diese Variante hier nur, ohne Beweise.

Reelle Variante des Fundamentalsatzes der Algebra:
Jedes q € R[z], ¢ # 0, besitzt eine Zerlegung

) = c] [ —an™ [ [((x = 5)* +4)™

=1

mit v, > 0, 0, € R und Vielfachheiten ny,n; € N* der Faktoren. Die komplexen
Nullstellen des Polynoms ¢ sind also a4, (Vielfachheit ny) und 5,4, (beide mit Vielfachheit
ny).

Damit erhélt man eine Partialbruchzerlegung im Reellen:

mip N me N o~

x Cij ﬁl dl
q(z) ZZ (x — ag) ZZ ;—ﬁl )j

k=1 j=1 lljl

Die quadratischen Partialbriiche integriert man so: Zerlegen wir einen typischen Summan-
den:

c+ (= ﬁ)g 5 x—0 _ dx
/[(m—ﬁ) 2+ 92 = d/[(m—5)2+72]jdx+c/[(m_g)2+72]j' (33)
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Mit der Substitution (z — 3)% +v? = t erhalten wir fiir das erste Integral auf der rechten
Seite in (33):

[(z—B)* + %'~

e-B 1 fdt 21-))
/}u—ﬁw+wwd‘2/}j |

ilog[(a: — B+~ +C firj=1

Das zweite Integral auf der rechten Seite in (33) berechnen wir mit der Substitution

_ 28
e =" i

+C  firyj>1

u =

d
Zur Berechnung von / —u kann man rekursiv vorgehen:
(w? 1)
o |j=1¢
d
/ > i 1= arctanu + C (34)

/(U“Crl# N / (u;ﬁbl)ﬂ‘ _/(u2 f21)j+1d“ (35)

Fir den zweiten Term auf der rechten Seite in (35) erhélt man durch partielle
Integration:

u? 1 d . o .

B 1 U 1 / du
2 (w41 25 ) (u2 1)

also die gewiinschte Rekursionsformel:

/d_u_ o1 /L+LL
(u2 +1)7+1 2j) ) W2+1)7 " 25 (u2+1)i

5.6.2 Integration einiger anderer Funktionsklassen

1. Integrale vom Typ / R(e”) dr mit einer rationalen Funktion R

Mit der Substitution u = e* wird das Integral auf ein Integral mit rationalem
Integranden zuriickgefiihrt:

/R(ex)dx:/R(u)d—u, da%:ew:u.

u
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2. Integrale vom Typ /R(cos a,sina) da, (R rational)

Folgende Substitution macht das Integral rational:

-mr] >R, art=-——2%
1+ cos«

Geometrisch gesehen ist das die stereographische Projektion, die Sie schon von der
Riemannschen Zahlenkugel kennen, nun in zwei Dimensionen:

1

(cos o, sin @)

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

| 1
P —1
Die Umkehrtransformation lautet:
, 2t 1—-t* da 2
sima=——, cosqag= ——, — =
1+¢2 14627 dt 1+ +¢2

Eingesetzt:

_ 1—¢* 2t 2
/R(cosa,sma) do‘:/R(1+t2’1+t2> 1+t2dt

Auf der rechten Seite steht hier das Integral einer rationalen Funktion.

Bei Integration iiber die Singularitit bei (cosa,sina) = (—1,0) mufl man das
Integral eventuell in mehrere uneigentliche Riemann-Integrale zerlegen.

Beispiel 5.29

/7r da _/°° 1 2 0t
. 24sina 2+1+t21+t2

:/001+t+t2 /Z +3
Rl
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Bemerkungen:

(a) Der Punkt (—1,0) und die Gerade {(0,t)|t € R} spielen keine ausgezeichnete
Rolle. Stattdessen hétten wir auch einen beliebigen Punkt Py = (zg,yo) auf
dem Einheitskreis sowie eine beliebige Gerade, die nicht durch (xg,y0) geht,
wahlen konnen:

Euler-Substitution P — @
Qo

Q= Qo+ tv

= (cos a, sin )

Die Euler-Substitution P +— () und ihre Umkehrung ) — P sind beide ratio-
nal.

Grund: Die Gleichungen zur Bestimmung von () bei gegebenem P beschreiben den Schnitt
zweier Geraden, also eine rationale Operation. Umgekehrt ist zur Bestimmung von P bei
gegebenem @ eine quadratische Gleichung zu 16sen (Schnitt von Gerade mit Kreis), von der

eine Losung (ndmlich Py) bekannt ist. Auch das fiihrt auf eine rationale Operation.

(b) Oft sind andere Verfahren einfacher, z.B. das Einsetzen von

eia + e—ia ) eia — el
cosx = ———, smoe = ————
21

2

3. Integrale vom Typ /R (x, Vax? + bxr + c> dx, (R rational)

Hier setzen wir voraus, dafl der Radikand keine doppelte Nullstelle besitzt, d.h. die Diskriminante
b2 — 4ac soll nicht gleich 0 sein. Andernfalls hebt sich nimlich die Wurzel weg:

b2
\/a;vQ—i—bx—&—E:\/E

Weiter soll der Radikand mindestens in einem Intervall positiv sein.

x—i—i
2a |

Auch diese Integrale lassen sich mit Euler-Substitutionen rational machen.
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Man betrachte den Kegelschnitt
K ={(z,y) e R* | y* = az® + bz + ¢}

und einen beliebigen Punkt Py = (9, y0) € K, sowie eine beliebige Gerade

g ={Qo + tv|t € R}, die nicht durch Py l4uft.

Der Kegelschnitt K ist eine Ellipse oder Hyperbel fiir a # 0 und eine Parabel im
entarteten Fall a = 0.

Die Euler-Substitution P +— @ bzw. x +— t macht auch hier das Integral rational.

Beispiel 5.30 /R (:v, Va2 — 1) dz.

Hier geht es um die durch die Gleichung 2% — y? = 1 beschriebene Hyperbel:
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Damit erhalten wir folgende weitere rationale Form des Integrals:

[rteman [ (46D 4) o

Ausblick: Integrale vom Typ

/R(:L‘, W) dz

mit Polynomen p vom Grad 3,4 (,elliptische Integrale*) oder hoher (,hyperelliptische
Integrale”) lassen sich nur in Ausnahmeféllen elementar ausdriicken. Sie spielen in der
algebraischen Geometrie eine wichtige Rolle und treten z.B. bei der Berechnung der Bo-
genlénge einer Ellipse auf.

5.7 Vertauschung von Integral und Grenzwert

Es seien a,b € R, a < b, und f, : [a,b] — R, n € N eine Folge von Funktionen, sowie
f:la,b] — R.

Erinnerung an die unterschiedliche Quantorenstellung bei punktweiser und gleichméfiger
Konvergenz:

f, == f punktweise
& Vo €la,b] Ve >03Im e NVn >m:|f,(x) — f(x)] <e.

fo == gleichmaBig

& Ve>03dImeNVn>mVe € [a,b]:|fulz) — f(z)] <e.

b b
Warnung: Aus f, —> f punktweise folgt i.a. m’cht/ fo(2)de =% / f(x) dzx, selbst
wenn alle Integrale existieren. ! ‘

Beispiel 5.31 Es sei
n fird<z< %

Jal@) = {O sonst.

1 1
Dann gilt f, —> 0 punktweise, aber / falx)dr=1#0= / 0dx.
0 0

n_ falz)

S =
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Es gilt aber:

Satz 5.32 (Vertauschbarkeit von Integral und gleichmifligem Limes) Es
seien a,b € R. Sind alle f,, Riemann-integrierbar und gilt f, —= f gleichmdfig, so
ist auch f Riemann-integrierbar, und es gilt

Erinnerung: Sind die f, sogar stetig, so ist auch die Grenzfunktion f stetig.
Beweis: Sei ¢ > 0. Wir wihlen m € N so grof3, dafl gilt:

Vn >mVx € [a,b] : |fo(x) — f(2)] <

4(b —a)

Es sei n > m. Wegen der Riemann-Integrierbarkeit von f, gibt es Treppenfunktionen
Gny P € Tla,b] mit g, < f,, < h,, und

j{bhn(x)dar—-jibgn(x)dx < %.

Wir setzen - -
h=nh =
"o —a YT T i)
Es folgt:
£
Ish=qmmog st sh vy
und

b b b b
/h(a:)dx—/g(:v)dx:/hn(x)dw—/gn(x)dx+24(b€_a)(b—a)S%%—%zs.

Also ist f Riemann-integrierbar, und es gilt:

/ab fo() da — /abf(x) dz

£
<

A(0

Es folgt

a

Die Stetigkeit der Grenzfunktion f bei stetigen f,, wurde frither gezeigt.
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6 Taylorapproximationen und Potenzreihen

6.1 Die Taylorformel

Definition 6.1 Sei f: U — R, U offen in R,n € N. Die n-te Ableitung f™ von f wird

rekursiv definiert, f© = f, f0 ) .= (f ("))’, falls die Ableitungen existieren.
f heiBt n-mal stetig differenzierbar, wenn f exisitiert und stetig ist.

Wir wollen nun f nahe bei x € U durch ein Polynom approximieren.

Satz 6.2 (Satz von Taylor) Die Funktion f : U — R sei (n + 1)-mal stetig dif-
ferenzierbar, x € U, U ein Intervall. Dann gilt fiir alle y € U die Taylorformel

—~ f®(x)
y) = I (y — )" + R,
k=0
wobei fiir das Restglied R,, folgende Darstellungen gelten:
y £(n+1) t
I Ry — / 00— yrar,
- n!

2. Es gibt ein ¢ zwischen x und y mit

£ ()
(n+1)!

(y — )™

n:

Beweis: Wir beweisen die Taylorformel mit dem Restglied in Integralform 1. durch

vollstétndige Induktion iiber n:

H f(y / f'(z)dt gilt nach dem Hauptsatz.
m Es gelte die Induktionsvoraussetzung:

= f(k)(x) k Y f(n)(k) n—1
=2 (y — ) +/x (n_m(y—t) dt.

Partielle Integration liefert:

T g W
oy o i
_/ ”<y—x> [ f—(y—t) at

n!

Eingesetzt folgt die Behauptung fiir n.
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Aus der Darstellung 1. des Restglieds folgt die Darstellung 2. mit dem allgemeinen Mit-
telwertsatz der Integralrechnung:
Fiir ein ¢ zwischen x und y gilt:

Yy £(n+1) (n+1) y (n+1)
/I f — (t) (y . t)ndt — f — (S) /C; (y . t)ndt — -]Zn—f_ 1()5') (y - x)n—&-l‘

Man beachte zur Anwendbarkeit des Mittelwertsatzes, dal der Integrand (y — ¢)™ fir ¢
zwischen x und y ein einheitliches Vorzeichen besitzt: entweder er ist nur nichtnegativ,
oder nur nichtpositiv.

O
Bemerkungen:

1) Die Funktion y — f(y) und ihr Taylorpolynom n-ter Ordnung an der Stelle z

L pR) (g
y = Tuaf(y) =) / k,( >(y — )"
k=0 ’

besitzen die gleichen Ableitungen an der Stelle y = = bis zur Ordnung n.

n—‘rl)

2) Etwas grober kénnen wir schreiben: R, = O(ly —z|""), y — =.

3) Die Taylorformel verallgemeinert die Regel

fly) = f@) + @)y — =) + o(ly — xl)

auf hohere Ableitungsstufen.

4) Unter etwas schwicheren Voraussetzungen (Existenz von f(z)) kann man noch
zeigen:
R, =o(ly —z["), y—

Wir verzichten auf den Beweis.

Beispiel 6.3 Die geometrische Reihe und die Exponentialreihe sind Beispiele zur
Taylorformel:
1 & .
=D Y 0", y—0
-y
k=0
und

e’ = F—I—O(y"“), y—0
k=0
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Beispiel 6.4 Fiir f(z) = arctanz erhalten wir

@) = (30)

y 2

@) = (37)
-2 82

f///(z) (1 i .1'2)2 + (1 T [B2)3

also f(0) =0, f/(0) =1, f”(0) =0 und f”(0) = —2.
Es folgt:

_ 1 0, 2 4 5 x3 3
arctan:v—O—l—ﬁ:B—l—iﬁ g7 +o(z°) =2z — g—i—o(:v ) fiir z — 0.
Manchmal ist es einfacher, die Taylorapproximation durch Einsetzen der Taylorapproxi-

mationen der Bausteine als durch direktes Ableiten zu bestimmen:

Beispiel 6.5 Man bestimme die Taylorapproximation von f(r) = ————— fiirx — 0
1+ 5sinhz
mit einem Fehlerterm o(x?).
1. Losung: Es gilt:
d 1 B % coshz (39)
dr1+Ltsinhe —  (1+Llsinha)?’
d? 1 Lsinh 1 cosh?x
ST o7 1 - = - 21. + 21. ) (40)
dz? 1+ ;sinhz (14 5sinhz)? (1 + 5sinhz)3
also f(0) =1, f'(0) = —3, f”(0) = 5 und damit
1 1
flz)=1- 3% + sz +o(z?) fiir z — 0.
2. Losung: Wir setzen
1
y = §sinhx = 5(1‘ +o(z?)) fiir x — 0.
Insbesondere gilt y — 0 fiir x — 0. Mit der geometrischen Reihe erhalten wir:
1
Eingesetzt:
1 2 1 ) 21)2
flx) = 1—§(x+0(a: )+ §(x+0(x )] +o((x+ o(x%))?) (41)
1 1
= 1- 5%+ Z:cQ +o(z?) fiir z — 0. (42)
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6.2 Das Newtonverfahren

Das Newtonverfahren ist ein numerisches Verfahren zur nédherungsweisen Losung einer
Gleichung f(x) = 0. Ausgehend von einer Startndherung z, (geniigend nahe bei der
gesuchten Losung z*) findet man eine bessere Ndherung z; an z*. Das Prinzip ist einfach:
Statt der (nichtlinearen) Gleichung f(z*) = 0 16st man die lineare Approximation f(zo)+
(x1 — z0) f'(z0) = 0, also

f(-To)
f'(wo) |

Tr1 = Ty —

Das ist ein Schritt des Newtonverfahrens.

\Y

]Y

1 Xo

f@) Flao) + (& — o) (w0)

Lemma 6.6 Es sei I ein Intervall, f: I — R zweimal differenzierbar, " von 0 weg
beschrinkt: ¢ = infer [ f'(z)| > 0 und f" beschrinkt: cy := sup,¢; |f"(x)] < +00. Es sei
x* € I eine Nullstelle von f, also f(x*) = 0. Weiter sei xg € I und x1 = xo— f(x0)/f'(x1).

Dann gilt:
C2

*‘2.
261

|zy —2*| < lzg — x

Beweis: Nach der Taylorformel gilt fiir ein £ zwischen xy und z*:

0= (&) = flao) + o) " = 20) + 3/"(€)(&" — w0)"

Nun gilt
f(wo) + f/(w0) (2" — m0) = f'(w0) (2" — 71),
also

Fa) + £~ 2) = (€ wo — 2

Wegen |f'(xo)] > ¢1 und |f"(€)] < ¢, folgt die Behauptung.
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Betrachten wir nun das iterierte Verfahren:

Rekursionsschritt des Newtonverfahrens

n

,n € N.

Mit der Abkiirzung ¢ := 2% erhalten wir:

Satz 6.7 Es sei f mindestens in U.(x*) definiert und zweimal differenzierbar. Es gelte
f(xz*) = 0 und ce < 1. Dann konvergiert das Newtonverfahren fiir alle Startwerte xo €

U.(z*) gegen x*, und es gilt die Fehlerabschdtzung
Vn € N*: clz, — %] < (c|lzg — 2*])*".

Beweis: Dies folgt unmittelbar durch Iteration aus dem Lemma. Man beachte, dafi die
Voraussetzung c|rg — 2*| < ce < 1 garantiert, daf (c|zo — 2*|)?" superexponentiell schnell
fiir n — oo gegen 0 konvergiert.

“Daumenregel” zur Fehlerabschitzung im Newton-Verfahren.
Liegt der Startwert xy geniigend nahe bei 2*, so wird in jedem Schritt des Newtonverfah-
rens die Anzahl der korrekten Dezimalstellen ungefahr verdoppelt.

Beispiel 6.8 Fiir f(z) = 2% — a, also die Gleichung x*> — a = 0, erhalten wir

2 —a 1 a
Tpt1 = Tp — =-\lz,+— ),

22, 2 Tn

also das Heronverfahren zur Bestimmung von Quadratwurzeln.

6.3 Ableitung von Potenzreihen

oo f(m

Im Hinblick auf Anwendungen mit Taylorreihen ) n!(m) h™ studieren wir in diesem

Abschnitt die Ableitung von Potenzreihen. Es gilt:

Satz 6.9 (Gliedweise Differentiation von Potenzreihen) FEs seien (a,)nen eine Fol-
ge in C,

eine Potenzreihe und

die gliedweise abgeleitete Reihe.
Dann haben f und g den gleichen Konvergenzradius R, und es gilt fir |z| < R:

< fa) = gla)
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Beweis: Wenn die Reihe fiir g absolut konvergiert, so auch die Reihe fiir f, denn

[eS)
> lanna™| - x|
n=1

majorisiert
o0

Z la,x™|.

n=1
Also ist der Konvergenzradius von f mindestens so grof§ wie derjenige von g.
Umgekehrt: Wenn a,,z™ = O(e™*") fiir n — oo mit einem ¢ > 0, d.h. wenn die Reihe fiir
f durch eine geometrische Reihe majorisiert wird, so folgt na,z"~* = O(e=°") fiir n — oo
fiir alle § €]0, e[ wegen ne=*" = O(e~").
Also ist der Konvergenzradius von g mindestens so grof§ wie der von f.
Es sei nun |z| < R. Wir wihlen r €]z, R[. Es geniigt fiir jede gegen = konvergente Folge
(k) ken in U, (0) zu zeigen:

pra— g9(z).
Es gilt
flax) — f(2) ~ rp—at

— " 43
T — T ; “ T — T ( )

00 n—1
= ap Z ghan (44)

n=1 =0

nach der geometrischen Summe.
Wir {iberpriifen nun die Voraussetzungen des Satzes von der dominierten Konvergenz:

n—1
lim a, E k" = g na™
1=0

k—oo

und
n—1

an E arggx”_l_l

=0

< apn|nr™t.

Die Reihe 07 | |a,|nr™~! konvergiert wegen r < R absolut.
Mit dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt:

o0 n—1
. fla) — fl2) : o1
LD B CODER )
- Zannx"_l, (46)
n=1
also die Behauptung.
OJ
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6.4 Beispiele fiir Potenzreihen

6.4.1 Die Logarithmusreihen und die Arcustangensreihe

Beispiel 6.10 (Logarithmusreihen) Es gilt

o0

>
n=1

:L.n

= —log(1 —z)

fir x| <1

Beweis: Beide Seiten haben die gleiche Ableitung:

o0

Also ist

konstant, denn

d

dzx

d "
P

(

o0 d n [ee] -
I S
1

1—xz dx

n

n

=1

=L tog(1—a)).

oox
> +log(l—)

n=1

o0

n

Z% + log(1 —x)) = 0.

n=1

Fiir x = 0 erhalten wir den Wert 0; also folgt die Behauptung.

Durch die Substitution z ~ —x erhalten wir

n=1

0o 1)
Z(n)

2" = —log(1 + x)

fir |z| <1

Durch Subtraktion der Formeln (47) und (50) schlieBen wir:

)
.T2k+1

2k +1

= log(1l + z) —log(1 — z) = log .

1+z

fir [z < 1

Beispiel 6.11 (Arcustangensreihe) Es gilt:

o
arctanx = g

n=0

(-1) 2t
2n +1

fir 2| <1
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Beweis: Fiir z = 0 haben beide Seiten den Wert 0, und es gilt fir |z| < 1:

e d > x2n+1

d 1
el t - - _1n 2n:_ _1n
dx arctan 14 22 nz:%( )z dx ;( ) 2n + 1

aufgrund der geometrischen Reihe.

OJ
Beispiel 6.12 : Fiir die Exponentialreihe gilt:
Fenl = Y5 =3 2 =Y et
— ex = —— =eX :
dx p(z T dx n! dx n' (n—1)! P
Das liefert einen neuen Beweis von exp’ = exp.
6.4.2 Die binomische Reihe und die Arcussinusreihe
Satz 6.13 (binomische Reihe) Fiir s € C und z € R gilt: neben
- geome-
s trischer
1 S = " I <1
(e =3 (3)an, puisla frisch
und
Hierbei wird der Binomialkoeffizient durch Expo-
n—1 nential-
S 1 . .
< ) = — 11—k reihe die
n nlle dritt-
egeben wich-
99 ’ tigste
Bemerkungen: Reihe
iiberhaupt!

1. Die binomische Reihe ergibt die binomische Formel im Spezialfall s € N.
Im Spezialfall s = —1 erhilt man die geometrische Reihe (1 +2)™! = > (—xz)"
fiir 2| < 1, denn (') = (=1)".

2. Bei geeigneter Definition von (1 + z)® fiir € C mit || < 1 gilt die binomische
Reihe auch fiir komplexe x.

3. Die binomische Reihe ist die Taylorreihe von f(x) = (1 + )® an der Stelle 0, denn
es gilt

fW(@)=s(s—1)-...-(s—=n+1)(1+2)*" " =n! (Z) (14+x)™"

und daher % = (S)

Wir verwenden hier jedoch nicht die Taylorformel zum Beweis der binomischen
Reihe, sondern eine Differentialgleichung.
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Beweis der binomischen Reihe:
Wir zeigen zunédchst mit dem Quotientenkriterium, dafi die Reihe fiir |z| < 1 konvergiert.
Wir diirfen x # 0 annehmen:

s—n+1

7’L*>OO

— |z| < L

(nil) xnil

Als néchstes zeigen wir, dafl

die Differentialgleichung

erfillt:

wobei wir gliedweise Differentiation einer Potenzreihe und (, +1)(k: +1) = (s —k)(})
verwendet haben.
Es folgt

%[y(J/’)(l + 5(:)—8] _ y’(x)(l + I)_S . y(ZL‘)S(l " x)—s—l _0

aufgrund der Differentialgleichung (52), also ist y(x)(1+x)~* konstant. Fiir x = 0 erhalten
wir den Wert y(0) = ({) = 1. Es folgt die Behauptung: y(z)(1 + z)™* = 1, also y(z) =
(14 z)*.

Als Folgerung erhalten wir

Satz 6.14 (Arcussinusreihe) FEs gilt

arcsinr = Z 2( —i-)l ( Q)xQ"H fir |z| <1
n n

n=0
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Beweis: Beide Seiten haben den Wert 0 fiir 2 = 0, sowie die gleiche Ableitung:

d

. arcsinz = (1— :1:2)_%
> ()
— 2 (—1’2)”
n=0 n
d e 1 p2n+l
- = —1)( 2
dxnzzo( ) <n>2n+1
OJ
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Aquivalenz (Junktor), 4
auBerer Punkt, 25

abgeschlossen, 27
abgeschlossen in ..., 27
Ableitung, 84
Abschluf3, 26

Absolutbetrag (komplexer Zahlen), 19

absolute Konvergenz, 48
abzéhlbar, 31
Abzéahlbarkeit von Q, 31
Additionstheoreme, 93
Anordnungsaxiome, 14
Approximierbarkeit, lineare, 86
Arbeit, 127
Archimedisches Axiom, 14
Arcussinusreihe, 151
Arcustangensreihe, 149
Areafunktionen, 101
asymptotisch klein, 81
asymptotisch langsamer, 81

Belegung (von Variablen), 5
Beriihrpunkt, 25
Bernoullische Ungleichung, 9
beschréankt, 15

bestimmte Divergenz, 54
Binden (von Variablen), 5
Binomialkoeffizient, 11, 150
binomische Formel, 13
binomische Reihe, 150
Bogenlange, 121

Bolzano-Weierstra$3, Satz von, 32, 47

Cauchy-Schwarz Ungleichung, 22
Cauchyfolge, 46

Cosinus, 98

Cosinus, hyperbolischer, 98

dicht, 26
Differentialgleichung von exp, 86
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Differentialquotient, 84
differenzierbar, 84
Distributivgesetze, 14
dominierte Konvergenz, Satz, 55
Doppelfolge, 55
Dreiecksungleichung, 22, 23

Ellipsenflache, 125
elliptische Integrale, 141
erweitert reelle Zahlen, 23
Euler-Substitution, 138
Eulersche Formel, 92
Eulersche Zahl e, 58

exp, Funktionalgleichung, 63
Exponentialfunktion, 52
Exponentialreihe, 52

Fakultdtsfunktion, 10

Fehlerintegral, 131

Flidche, vom Ortsvektor iiberstrichen, 123
folgenkompakt, 36

folgenstetig, 66

Fundamentalsatz der Algebra, 132
Fundamentalsatz der Algebra, reell, 135
Funktionalgleichung der I'-Funktion, 129
Funktionalgleichung von exp, 63

Gammafunktion, 129
geometrische Reihe, 43
geometrische Summe, 12
Geschwindigkeit, momentane, 85
Geschwindigkeitsvektor, 85
gleichmafBig, 7

gleichméBig Lipschitz-stetig, 78
gleichméfig konvergent, 70
gleichméBig stetig, 77
Grenzwert, 41, 79

grofler Umordnungssatz, 62
Grundintegrale, 119

Haufungspunkt, 30



Héaufungspunkte — abstrahiert, 32
Hauptsatz, 117

Heine-Borel, Satz von, 35
Hyperbelfunktionen, 98
hyperbolischer Cosinus, 98
hyperbolischer Sinus, 98
hyperelliptische Integrale, 141

imaginér, 17

imagindre Einheit ¢, 17
Imaginéarteil, 17

impliziert (Junktor), 4
Induktionsanfang, 9
Induktionsschema, 9
Induktionsschema-Variante, 10
Induktionsschritt, 9
Induktionsvoraussetzung, 9
Infimum, 15

innerer Punkt, 25

Inneres, 26

Integral, 111
Integralexponentialfunktion, 131
Integrallogarithmus, 131
Integration, partielle, 120
isolierter Punkt, 79

Junktor, 3

Korper, 14

Korperaxiome, 14

Kettenregel, 88

kompakt, 35

Kompaktheit, Charakterisierung, 36
komplex Konjugierte, 17
komplex unendlich, 23
komplexe Zahlen, 17
Komposition (stetiger Fkt.), 82
konkav, 108

kontinuierliche Zinszahlung, 58
konvergent, 40

Konvergenz, 40, 79
Konvergenz (allgemein), 53
Konvergenz, gleichméafige, 70
Konvergenz, punktweise, 70
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Konvergenzgeschwindigkeit, 82
Konvergenzkreis von Potenzreihen, 50
Konvergenzradius, 50

konvergiert, 79

konvergiert absolut, 48

konvex, 108

Kronecker-Delta, 54, 60
Kugelvolumen, 127

L’Hoptial, 107
Landau-Symbole, 82

Limes, 41

Limes inferior, 40

Limes superior, 40

lineare Approximierbarkeit, 86
Linearfaktorzerlegung, 132
Linearisierung, 86

linksseitig differenzierbar, 102
linksseitig stetig, 102
Lipschitz-stetig, 78
Logarithmus, 75
Logarithmusreihe, 149

lokal Lipschitz-stetig, 78

Majorante, summierbare, 55
Majorantenkriterium, 48

majorisierte Konvergenz, Satz, 55
Maximum, 16

Maximum, Satz vom, 70

Minimum, 16

Mittelwertsatz d. Integralrechnung, 116
Mittelwertsatz, Diff 'rechnung, verallg., 106
Mittelwertsatz, Differentialrechnung, 104
Momentangeschwindigkeit, 85

monotone Konvergenz, Satz, 58

natiirliche Zahlen, 8
natiirlicher Logarithmus, 75
Newtonverfahren, 147
Nichtabzahlbarkeit von R, 38

obere Schranke, 15
oder (Junktor), 4
offen, 27, 29, 30



offen n..., 27
offene Uberdeckung, 33
offene Umgebung, 27

Partialbruchzerlegung, 132
Partialbruchzerlegung, reell, 135
Partialsummen, 43

partielle Integration, 120
Peano-Axiome, 8

physikalische Arbeit, 127
Polardarstellung (komplexer Zahlen), 21
Polarkoordinaten (komplexer Zahlen), 20
positiv, 14

Potenzreihe, 50

Potenzreihen, gliedweise Ableitung, 147
Potenzreihen, Stetigkeit, 72
Produktregel, 86

Produktzeichen, 11

Projektion, stereographische, 137
punktweise konvergent, 70

Quantor, 5
Quotientenkriterium, 52
Quotientenregel, 86

Rand, 26

Randpunkt, 25
Reaktionsgeschwindigkeit, 85
Realteil, 17

rechtsseitig differenzierbar, 102
rechtsseitig stetig, 102
rechtsseitige Ableitung, 102
reelle Zahlen (Axiome), 14
Reihe, 43

Reihe, arcsin, 151

Reihe, arctan, 149

Reihe, binomische, 150
Reihe, cos, 98

Reihe, cosh, 99

Reihe, exp, 52

Reihe, log, 149

Reihe, sin, 98

Reihe, sinh, 99

Rekursion, 10
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Rekursionsanfang, 10
Rekursionsschritt, 10
Riemann-Integral, 111
Riemann-Integral, uneigentliches, 128
Riemann-integrierbar, 111
Riemannsche Zahlenkugel, 23
Riemannsumme, 113

Satz v. d. majorisierten Konvergenz, 55
Satz vom Maximum, 70

Satz von Bolzano-Weierstraf}, 32, 47
Satz von der dominierten Konvergenz, 55
Satz von der monotonen Konvergenz, 58
Satz von Heine-Borel, 35

Satz von Taylor, 143
Schwingungsgleichung, 96, 105
Sekantensteigung, 84

Sinus, 98

Sinus, hyperbolischer, 98
stereographische Projektion, 23, 137
stetig, 64, 68

Stetigkeit (Potenzreihen), 72

Stetigkeit, gleichméaBige, 77

Stetigkeit, Lipschitz-, 78
Substitutionsregel, 120

Summe iiber Indexmengen, 62
Summenzeichen, 11

summierbare Majorante, 55
Supremum, 15

Tangentengleichung, 86
Tangentensteigung, 84

Taylorformel, 143

Taylorpolynom, 144

Teilfolge, 47

Topologie, 29

topologischer Raum, 29
Treppenfunktion, 109

trigonometr. Funktionen, Ableitung, 96

Umgebung, 27

Umgebung (e-), 24
Umordnung von Reihen, 60
Umordnungssatz, grofler, 62



und (Junktor), 4

uneigentliches Riemann-Integral, 128
unendliche ferne Punkte, 23

untere Schranke, 15

Vielfachheit, 132

vollstéandige Induktion, 9
Vollstandigkeitsaxiom, 15, 23
Volumen von Rotationskérpern, 126

Wachstumsgeschwindigkeit, 82
Wachstumsrate, 85

Wahrheitstabelle, 4
Wurzelkriterium, 53

Zahlenkugel, 23
Zwischenwertsatz, 74
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