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Blatt 4 — Hausaufgaben

H4.1 Teilraumtopologie.

(a) Esseien (X, T) ein topologischer Raum und A C X. Zeigen Sie, dass durch T4 :={UNA|U € T}
eine Topologie auf A definiert wird. Sie wird die Teilraumtopologie, synonym Relativtopologie, auf
A bzgl. T genannt. Die Elemente von T4 werden offen relativ zu A genannt.

(b) Nun sei zusitzlich eine Menge B C A gegeben. Zeigen Sie: Ist A dicht in (X, 7) und ist B dicht
in (A, 7Ta), so ist B auch dicht in (X, 7).

H4.2 Zerschneiden offener Mengen mit Uberdeckungen. Gegeben sei ein topologischer Raum (X, 7).

(a) Essei (U;)ier eine offene Uberdeckung von X, d.h. U; € T fiir alle i € I und Uier Ui = X. Zeigen
Sie fiir alle Y C X die Aquivalenz der beiden folgenden Aussagen:
i.YeT,
ii. Viel: YNU; € Ty,, wobei Ty, die Teilraumtopologie auf U; bzgl. T bezeichnet.
(b) Esseien A, B C X abgeschlossen beziiglich 7', und es gelte AUB = X. Zeigen Sie fiir alle Y C X
die Aquivalenz der beiden folgenden Aussagen:
L.YeT,

ii. YNA€T4und Y NB € Tg, wobei T4 bzw. Tg die Teilraumtopologie auf A bzw. B bzgl. T
bezeichnet.

H4.3 Quotiententopologie.

(a) Esseien (M, T) ein topologischer Raum und ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Weiter sei k : M —
M/~, k(x) = [z]~ die kanonische Abbildung von M in den Quotientenraum M /~. Zeigen Sie,
dass durch T := {U C M/~| k='[U] € T} eine Topologie auf M/~ definiert wird. Sie wird die
Quotiententopologie zu T bzgl. ~ genannt. Erinnerung: k=[U] = {z € M| k(x) € U} bezeichnet
das Urbild von U unter k.

(b) Nun seien (M, d) ein halbmetrischer Raum und (M/~,d’) der durch Verkleben von Punkten mit
Abstand 0 entstehende metrische Raum aus Beispiel 1.9 im Skript. Zeigen Sie: Die Quotientento-
pologie (74)~ auf M/~ zu der von der Halbmetrik d erzeugten Topologie T4 stimmt mit der von
der Metrik d’ erzeugten Topologie Ty auf M/~ iiberein.

H4.4 Produkttopologie mit zwei Faktoren.

(a) Gegeben seien zwei topologische Riume (M, 71) und (Ma, T3). Zeigen Sie, dass durch
T={UCM xMy|VeeU3IU,€T1V€Tz: €U xUy CU}

eine Topologie auf dem kartesischen Produkt M := M; x M5 definiert wird. Sie wird die Produkt-
topologie zu (M, T1) und (Ms, T2) genannt.
Bemerkung: Die Produkttopologie mit endlich vielen statt zwei Faktoren wird analog definiert.
(b) Nun seien zusiitzlich Halbmetriken dy und dy auf M7 bzw. My gegeben, die die Topologien T; bzw.
T2 erzeugen. Weiter bezeichne d : M x M — R, d((x1,x2), (y1,y2)) = max{ds (z1,y1),d2(x2,¥2)},
die Produkthalbmetrik aus Aufgabe H1.2. Zeigen Sie, dass d die Produkttopologie T erzeugt.
Bemerkung: Analoges gilt fiir die Produkttopologie und die Produkthalbmetrik bei endlich vielen
statt zwei Faktoren.

(c) Nun sei speziell (M1, 71) = (M2, 72) = (R,7},)) der Raum der reellen Zahlen, versehen mit der
Standardtopologie. Zeigen Sie, dass die zugehorige Produkttopologie auf R x R = C mit der aus
der Analysis 1 bekannten Standardtopologie auf C iibereinstimmt.

Bitte wenden!



H4.5 Approximation Riemann-integrierbarer Funktionen durch stetige Funktionen.
Es sei (R([a, ], K), (-, -)) der Préhilbertraum der Riemann-integrierbaren Funktionen aus Beispiel 1.17.2
im Skript. Zeigen Sie, dass C([a,b],K) dicht in (R([a,b],K), || - ||2) ist. Zeigen Sie dazu zuerst, dass
sich jede Indikatorfunktion 1; eines Intervalls I C [a,b] in der 2-Norm beliebig genau durch stetige
Funktionen approximieren ldsst. Betrachten Sie dazu die Funktionen

fn(x) := max{l — ndist(z,I),0} fir n € N,z € [a,],

wobei dist(x,I) = inf{|x —y| |y € I} den Abstand von z zu I bezeichnet. Folgern Sie daraus, dass
jede Treppenfunktion im Abschluss von C([a,b],K) in (R([a,b],K), | - ||2) liegt. Zeigen Sie dann, dass
der Raum der Treppenfunktionen dicht in (R([a,b],K), || - ||2) liegt.

H4.6* p-adische Topologie auf Z. Es sei p eine Primzahl und d,, die p-adische Metrik auf Z aus Beispiel 1.2.3.
im Skript.

(a) Beweisen Sie, dass fiir alle k € Z und m € Ny die Menge k 4+ p™Z = {k + p™z|z € Z} offen und
abgeschlossen beziiglich d), ist.

(b) Weiter sei eine nicht durch p teilbare Zahl a € N gegeben. Zeigen Sie, dass die Menge aZ =
{az|z € Z} dicht in Z beziiglich d,, ist.
Hinweis: Aus der elementaren Zahlentheorie diirfen Sie als bekannt voraussetzen, dass fiir alle
z,y € N gilt: {ggT(x,y)z| z € Z} = {an + ym| m,n € Z}, wobei ggT(x,y) den grofiten gemein-
samen Teiler von  und y bezeichnet. Zum Beispiel gilt ggT(a,p™) = 1 fiir alle m € Ny.

Abgabe: Bis spitestens Dienstag, den 23.05.2017, 10:15 Uhr.
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T4.1 Abgeschlossene Kugeln und Abschluss offener Kugeln. Es sei (M, d) ein halbmetrischer Raum,
x € M und r € R*. Zeigen Sie, dass Bé(x) := {y € M| d(x,y) < r} eine abgeschlossene Menge mit
Bd(x) D Ud(x) ist. Zeigen Sie an einem Gegenbeispiel, dass Bd(z) # Ud(z) gelten kann. Zeigen Sie
jedoch, dass in einem halbnormierten Raum Bl(x) = Ud(z) gilt.

T4.2 Iterierter Abschluss und iteriertes Inneres. Es sei (M, T) ein topologischer Raum und N C M.
Zeigen Sie:

(a) N ist genau dann abgeschlossen, wenn N = N gilt. Folgern Sie: N = N.
(b) N ist genau dann offen, wenn N = N° gilt. Folgern Sie: N°° = N°.

T4.3 Stetige Abbildungen reilen Beriihrpunkte nicht ab. Zeigen Sie, dass eine Abbildung f :
(M, Ta) = (N, Ty) zwischen zwei topologischen Rdumen genau dann stetig in @ € M ist, wenn
fiir alle Mengen A C M, die x als Beriihrpunkt bzgl. T; besitzen, gilt: f(x) ist ein Berithrpunkt von
f[A] bzgl. Ty . Folgern Sie: f : (M, Ta) — (N, Tn) ist genau dann stetig, wenn fiir alle Mengen A C M

gilt: f[A] C f[A]
T4.4 (Nicht-)Dichtheit von R™ in (P. Zeigen Sie, dass der Raum

R®™ = {(a;) en € RY| a;j = 0 fiir alle bis auf endlich viele j € N}

dicht in (¢?(N,R), || - ||,) fiir 1 < p < oo, aber nicht dicht in (¢>°(N,R),| - ||co) ist.



