Zentraler Grenzwertsatz

fiir i.i.d. Zufallsvariablen
mit endlicher Varianz

Es sei (X,,)nen eine Folge von i.i.d. Zufallsvariablen auf (€2, .4, P) mit endlicher, positiver
Varianz: 0 < Varp(X;) < co. Es sei

Sa=Y_Xi, (1)
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Weiter sei Z eine standardnormalverteilte Zufallsvariable. Dann gilt fiir alle Intervalle I C
R (gleichgiiltig, ob beschrénkt oder unbeschrénkt, offen, abgeschlossen oder halboffen):
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Bemerkungen.

e Das gibt eine Rechtfertigung fiir das hdufige Auftreten der Normalverteilung fiir
zuféllige Schwankungen, wenn diese sich als eine Summe von sehr vielen unabhéngi-
gen gleichartigen Beitragen ergeben.

e Es gelten noch allgemeinere Varianten des Zentralen Grenzwertsatzes, bei denen
man auf die identische Verteilung aller X} verzichten kann, solange die einzelnen
Summanden “nur wenig” zur gesamten Summe beitragen. Selbst die Unabhéngig-
keitsvoraussetzung kann man etwas abschwéchen. Solche Varianten werden in héher-
en Stochastikvorlesungen prézise formuliert und bewiesen.

Wir fithren den Zentralen Grenzwertsatz auf die folgende Variante zuriick:

Satz 0.1 Es sei f: R — R dreimal stetig differenzierbar und beschrankt mit beschrank-
ten Ableitungen bis zur 3. Stufe (Notation dafiir: f € CZ(R).) Dann gilt mit den Bezeich-
nungen und Voraussetzungen von oben:

Ep[f(Z.)] =% Ep[f(2)].

Beweis: Ohne Beschriankung der Allgemeinheit gelte Ep[X,,] = 0 und Varp(X,,) = 1;
sonst ersetzen wir die Zufallsvariablen X,, durch ihre standardisierten Versionen

X, — Ep[X,)]

X
O'p(Xn)



Weiter existiere ohne Beschrankung der Allgemeinheit auf dem gleichen Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, A, P) eine i.i.d. Folge (Y, )nen standardnormalverteilter Zufallsvariablen,
unabhéngig von der Folge (X, )nen. (Wenn notig ersetzen wir hierzu die Folge (X,,)nen
durch eine andere i.i.d. Folge mit der gleichen Verteilung auf einem anderen Wahrschein-
lichkeitsraum, z.B. einem Produktraum.) Dann gilt:

1 n
7, = %;Xk.

Weiter ist
1 n
=%
=
standardnormalverteilt, denn aus der Faltungseigenschaft der Normalverteilung folgt:

Yi,...,Y, sind i.i.d. standardnormalverteilt
n
= Z Y} ist normalverteilt mit Erwartung 0 und Varianz n
k=1

1 n
= — Z Y} ist standardnormalverteilt. (4)
k=1
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Wir miissen also zeigen:

1 < 1 «
— X — Y,
Hierzu zerlegen wir diese Differenz in eine Teleskopsumme, indem wir sukzessive einen
Summanden X nach dem anderen durch das entsprechende normalverteilte Y}, austau-

Ep — Ep 0. (5)

schen. Fiir den [-ten Austauschschritt, [ = 1,...,n, bezeichne
1 -1 1 n
Lui=—2=3 Yit 2= 3 X
vn k=1 vn k=l1-+1
die Summe derjenigen Summanden, die gerade nicht ausgetauscht werden. Es gilt also
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und wir erhalten
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n X; Y,
= Z Ep [f(Tnl + %) f(Tnl %)] <7>

Wir entwickeln f nach Taylor mit zwei verschiedenen Darstellungen des Restglieds: Fiir
alle ¢, x € R existieren 6o, 03 € [0, 1] mit

Ft2) = F(0) + () + 070+ 5 7+ o), )
Ft4+2) = £+ (0 + 5 P/ + 5 (7 + 6ar) — 1700, )

also
Ft+2) = 1)+ 2f () + () + r(t.2) (10)

mit einem Restterm r(t, z), der

3
[7(t, )| < min {x2 sup | £ (¢)], |I— sup \f”’(t)|} < ¢y min{a?, |z|*} (11)
teR 6 ter
erfiillt, wobei
1
ep = max {sup (), g sup |71 }. (12)
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Es folgt fiir die Bestandteile des I-ten Summanden in der Zerlegung (7):
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und ebenso
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Bilden wir die Differenz:
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Nun ist 7;,; beziiglich o(Y1,...,Yi—1, X141, ..., X,) meBbar und folglich unabhéngig von
X; und Y;. Wir schlie3en:

X ! 1 /
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wegen Ep[X;] =0 und
Xl2 " 1 2 " 1 "
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wegen Ep[Y?] = 1. In (15) eingesetzt bleiben auf der rechten Seite nur die Restterme

iibrig, und wir erhalten
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wobei wir die Restgliedabschidtzung (11) verwendet haben und im letzten Schritt die
Zufallsvariablen X; bzw. Y; durch X; bzw. Y], die jeweils die gleiche Verteilung haben,
ersetzt haben. Eingesetzt in die Teleskopsumme (7) haben wir fiir alle n Summanden die
gleiche Abschétzung:

1 — 1 —
/(wg) ()
< Z Ep [f(Tn,l + %) — f(Th + %)} ‘

=1

<n- %f <Ep {min {Xf, %H + Ep {min {Yf, |§15 }D =20, (21)

Ep

——
denn es gilt fiir alle X € £%(Q, A, P) (und damit auch fiir X = X; und X = Y}):
X 3 n—oo
Ep {min {X2, %H ¥ Epl0] = 0. (22)

Die letzte Aussage (22) folgt aus dem Satz von der dominierten Konvergenz. Seine Vor-
aussetzungen sind hier erfiillt:

e Einerseits gilt punktweise Konvergenz:

Vw € Q: min {X(w)2, |X%)|3} =20

e Andererseits haben wir die integrierbare Majorante
X

NG

Die Abschétzung (21) zeigt genau die Behauptung des Satzes. O

Ein Punkt a € R heifit Stetigkeitspunkt einer Funktion F' : R — R, wenn F stetig an
der Stelle a ist.

Der Zentrale Grenzwertsatz folgt nun aus der Implikation 2)=-3) im folgenden Satz:

Ogmin{XQ, } < X?e LY A P).

Satz 0.2 Es sei (Z,)nen eine Folge von reellwertigen Zufallsvariablen und Z eine weitere
reellwertige Zufallsvariable. Z besitze die Verteilungsfunktion F. Dann sind dquivalent:

1) Fiir jede beschrénkte stetige Funktion f : R — R gilt

Eplf(Z)) = Ep[f(Z)]. (23)
2) Fiir jedes f € C3(R) gilt
Eplf(Zy)) == Ep[f(Z)]. (24)

3) Fiir jedes Intervall I = [a,bl,]a,b], [a,b] oder ]a,b] mit a,b € RU {+o0}, so dass a
und b Stetigkeitspunkte von F' oder £oo sind, gilt:

P|Z, e I)" =3 P|Z €I (25)



Bemerkung. Ist Z standardnormalverteilt, so ist F' stetig. In diesem Fall liefert die
Einschrankung in 3) auf Stetigkeitspunkte von F' keine Bedingung.

Sprechweise: Falls die dquivalenten Bedingungen 1)-3) des Satzes gelten, sagt man:
“Z, konvergiert in Verteilung gegen Z” oder auch “Z,, konvergiert schwach gegen 2.

Wir beweisen hier nur die Implikation 2)=-3) des Satzes, die wir im Beweis des Zen-
tralen Grenzwertsatzes brauchen:

Beweis zu 2)=3): Nach der Stetigkeitsvoraussetzung von F' an den Grenzen a,b des
Intervalls I gibt es ein offenes Intervall I; D [a,b] N R und ein abgeschlossenes Intervall
I, Cla, b] mit

PlZel,|-PlZell<e und P|[Ze€l]-PlZel)]<e. (26)
Wir wéhlen fl: f2 R — [0, 1] mit fl, f2 S CE(R) und
Ip > 2112 fo 21,

Solche f; und f, existieren.! Dann gilt aufgrung der Voraussetzung 2):

PlZ, € 1) < Ep[fi(Z,)] "= Ep[fi(2)| < PlZe )< P[Z e +e,  (27)
PlZ, € 1) > Eplfo(Z,)] =% Epfo(Z2)| > PlZ € L) > P[Z eI —c.  (28)

Weil € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung 3):

P[Z, e 1) =% P[Z € I]. (29)

I'Man kann f; und f» sogar unendlich oft differenzierbar wihlen, wenn man will. Hierzu eine Illustration
im Beispiel I = [a,00] mit @ € R, I} =]a — §,00[, Iz = [a + §, o0[: Setzen wir

e

exp —- fir0<z<1
0 fir £ € R\]0, 1]

g:R—=>R, g(x)=
so ist g beliebig oft differenzierbar, also auch ihre Stammfunktion
hiR R, M@:/ o(t) dt.

Normieren wir noch h mittels h* := h/lim;_,o h(t), so gilt: h* € C®°(R), 0 < h* <1, h*(z) =0 firz <0
und A*(x) =1 fiir x > 1. Dann leisten

fi(z)
f2(2)

h((x —a —4)/9),
h((x — a)/6)

das Gewdlinschte.



