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Die Analysis 2 und 3 sind gewissermaflen parallel zur Analysis 1 aufgebaut: Erst Topologie,
dann Differentialrechnung (in der Analysis 2), schlielich (in der Analysis 3) Integralrech-
nung. Dabei werden die meisten Begriffe, die Sie in der Analysis 1 kennengelernt haben,
weitgehend verallgemeinert und abstrahiert, insbesondere auf hohere Dimensionen. Na-
turgeméafl brauchen wir bei der analytischen Arbeit in hoherdimensionalen Vektorrdumen
Hilfsmittel aus der Linearen Algebra.

1 Metrische und topologische Raume

1.1 Definition metrischer und normierter Riume

In der Analysis 1 spielte der Abstand |z — y| zweier reeller oder komplexer Zahlen x und
y sowie die dafiir geltende Dreiecksungleichung

[z =zl <o —yl+ly -2 (2,9,2€C)

eine zentrale Rolle, z.B. bei Konvergenz- und Stetigkeitsargumenten. Die meisten dieser
Argumente lassen sich auch auf folgenden verallgemeinerten Abstandsbegriff anwenden:

Definition 1.1 (Halbmetrische und metrische Rdume) Es sei M eine Menge. Eine
Abbildung d : M x M — R heifit Halbmetrik (synonym: Semimetrik) auf M, wenn gilt:

1. Nichtnegativitit: Ve,y € M = d(z,y) > 0.
2. Symmetrie:Vr,y € M : d(z,y) = d(y, x).
3. Dreiecksungleichung: Va,y,z € M : d(x,z) < d(z,y) + d(y, z).
4. Selbstabstand Null: Vo € M : d(z,z) = 0.

Das Paar (M, d) heifit dann ein halbmetrischer Raum (synonym: semimetrischer Raum).
Die Zahl d(z,y) wird Abstand zwischen den zwei Punkten z und y in M beziiglich d
genannt.

Gilt zusatzlich

5. Ve,y e M : (d(z,y) =0=x =y),
so nennen wir d eine Metrik auf M und das Paar (M, d) einen metrischen Raum.

Beispiel 1.2 1. Ist M =R oder M = C, so wird durch den in der Analysis 1 verwen-
deten Abstand d : M x M — R, d(z,y) = |z — y|, eine Metrik auf M definiert. Wir
nennen sie die “Standardmetrik” auf R bzw. auf C.

2. Bezeichnet

arctanx fiir x € R,
fiir x = +o00,
5 fiir v = —o0
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Arctan : RU {£o0} — 5 5], Arctanz =



die auf R U {400} stetig fortgesetzte Arcustangensfunktion, so wird durch
d: (RU{£oo}) x (RU{£oo}) = R, d(z,y) := | Arctan x — Arctan y|
eine Metrik auf R U {00} definiert.

3. p-adische Metrik auf Z. Ist p eine Primzahl und k& € Z \ {0}, so bezeichne
v,(k) € Ny die Vielfachheit, mit der p in der Primfaktorzerlegung von k vorkommt.
Das bedeutet: k kann in der Form k = p”®)m mit einer Zahl m € Z, die nicht
durch p teilbar ist, geschrieben werden. Zum Beispiel besitzt die Zahl 360 die Prim-
faktorzerlegung 360 = 23 - 32 - 5! also ist v5(360) = 3, v3(360) = 2, v5(360) = 1 und
v,(360) = 0 fiir alle anderen Primzahlen p. Wir setzen noch formal v,(0) := oo und
p~ > := 0. Durch

dy:7Zx 7 —R, dy(x,y) =p r@¥

wird eine Metrik auf Z gegeben, die p-adische Metrik genannt wird. Diese Metrik
spielt in der Zahlentheorie eine wichtige Rolle. Um die Dreiecksungleichung in diesem
Beispiel einzusehen, beachte man, dass fiir a,b € Z gilt:

vp(a +b) > min{v,(a), v,(b)},

denn wenn jede der Zahlen a und b mindestens v-mal durch p teilbar ist, so ist auch
a + b mindestens v-mal durch p teilbar. Es folgt

pf’Up(CLer) S max{pi’up(a) , pivp(b)}

und damit fiir x,y, 2z € Z die “verschérfte Dreiecksungleichung”, auch “ultrametri-
sche Ungleichung” genannt:

dp(, 2) < max{dy(x,y), dp(y, 2)} < dp(,y) + dp(y, 2)
fiir x,y, 2 € Z.

Im Folgenden steht das Symbol K stets entweder fiir R oder fiir C. In Verallgemeinerung
des Absolutbetrags iiber K fithren wir den Begriff der Norm iiber einem Vektorraum iiber
K ein:

Definition 1.3 (Halbnormen und Normen) Es sei V' ein Vektorraum {iber K = R
oder iiber K = C. Eine Abbildung

-1V =R,z
heiit Halbnorm (synonym: Seminorm) auf V', wenn gilt:
1. Nichtnegativitit: Yo € V o |jz|| > 0,

2. Homogenitit: Ve € VYA € K: || Az|| = |\ ||z]],
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3. Dreiecksungleichung: Vx,y € V : ||z +y| < ||lz]| + ||yl

In diesem Fall nennen wir das Paar (V|| - ||) auch einen halbnormierten Raum.
Gilt zusétzlich

4. Ve eV: (|Jz| =0=2=0),

so nennen wir die Abbildung || - || : V' — R eine Norm auf V. In diesem Fall heifit das
Paar (V.| - ||) ein normierter Raum.

Ahnlich, wie der Absolutbetrag zur Definition der Standardmetrik auf K verwendet wird,
erzeugt eine Halbnorm eine Halbmetrik:

Lemma 1.4 (von einer Norm erzeugte Metrik) Ist || - || eine Halbnorm auf V', so
wird durch

d:VxV =R, dzy) =|z—y

eine Halbmetrik auf V' gegeben. Sie wird die durch || - || erzeugte Halbmetrik genannt. Die
von || - || erzeugte Halbmetrik d ist genau dann eine Metrik, wenn || - || eine Norm ist.

Beweis: Die Nichtnegativitit von d folgt unmittelbar aus der Nichtnegativitét von || - ||.
Zur Symmetrie von d verwenden wir die Homogenitét der Halbnorm wie folgt: Fiir z,y € V
gilt:

dlz,y) =z =yl =1 -1-(y =2l =[=1Ully — [l = lly — 2] = d(y, z).

Die Dreiecksungleichung fiir d folgt so aus der Dreiecksungleichung der Halbnorm: Fiir
x,y,z €V gilt:

d(z,2) = [z = 2| = I(z —y) + (y = 2)|| < |z =yl +[ly = 2[| = d(z, y) + d(y, 2).

Zum Selbstabstand 0 verwenden wir nochmal die Homogenitit der Halbnorm: Fiir x € V
gilt:
d(x,x) = [l — x|l = [|0[| = [|0- 0] = |0 ][0]} = O.

Damit ist gezeigt, dass d eine Halbmetrik ist. Ist nun || - || sogar eine Norm, so gilt fiir
z,y € V mit d(z,y) = 0 auch ||z — y|| =0, also z — y = 0 und daher x = y; also ist hier
d eine Metrik. Ist umgekehrt d eine Metrik, so folgt fiir alle x € V: mit ||| = 0 auch

d(z,0) = |lz = Ol = ||z = 0,

also x = 0. Dann ist || - || sogar eine Norm.

O

Lemma 1.5 (Variante der Dreiecksungleichung) Ist (V.| -||) einen halbnormierter
Raum und gilt x,y € V, so folgt

izl =yl < fle =yl



Beweis: Die Dreiecksungleichung liefert

]l = llyll < [l = yli

und
Iyl =Nzl < lly — l| = [l — yll,
also zusammen die Behauptung.
O

Beispiel 1.6 1. Der Absolutbetrag | - | : K — R ist eine Norm auf K, aufgefasst als
Vektorraum iiber K. Die davon erzeugte Metrik ist die Standardmetrik auf K.

2. Ist V ein K-Vektorraum und ist f : V — K eine Linearform, also eine K-lineare
Abbildung mit Werten im Korper K, so ist

V=R ] = [f(2)]

eine Seminorm auf V. Ist V' mindestens zweidimensional, so ist diese Seminorm
jedoch keine Norm. Zum Beispiel ist fir n € N mit n > 2 und 1 < ¢ < n die
Abbildung

N; K" (z1,...,2,) — |24

eine Seminorm, aber keine Norm. Zum Beispiel bildet N; den j-ten kanonischen

.....

3. Fiur n € N werden durch
[l K" = R, (2, @)1= [l

und
I [l : K* = R, ||(z1,. .., 20)||c0 := max{|z1], ..., |za|}

zwei Normen auf K" definiert. (Ubung)

4. Das folgende Beispiel ist eine abstraktere Variante des vorhergehenden Beispiels:
Statt Vektoren in K" betrachten wir Funktionen auf einem Intervall [a,b] und statt
Summen Integrale. Wir arbeiten hier also mit einem Funktionenraum, also héher
in der Mengenhierarchie als bisher. Der héhere Abstraktionsgrad ist wvielleicht ge-
wohnungsbediirftig.

Ist [a, b] ein abgeschlossenes Intervall mit reellen Zahlen a < b, so bezeichnet C([a, b], K)
die Menge aller stetigen Funktionen f : [a,b] — K. Durch

I+ Moo = C([a, B, K) = R, [[flloe := max{[f ()] [ = € [a, b]}

wird eine Norm auf C([a, b], K) definiert. Zur Wohldefiniertheit beachte man, dass
fiir jedes f € C([a,b],K) auch |f| stetig ist, also ein Maximum auf der nichtleeren
kompakten Menge [a, b] annimmt.



Lemma 1.7 Es sei || - || eine beliebige Norm auf K™, n € N. Dann gilt
Ve e K" |z]| < Ozl

wobes .
Ci=> s > 0
j=1

mit den kanonischen Einheitsvektoren e; = (8;1) k=1

Beweis: Fiir z = (24,...,2,) € K" folgt:

n
E Tj€]
j=1

)] =

.....

O

Erst spéter (in Satz 1.169 unten) werden wir sehen, dass auch umgekehrt
AC" > 0Vz e K" : ||z]loo < C'||2]|
gilt.

Ubung 1.8 (Integralversion der Dreiecksungleichung) Es seien a < b zwei reelle
Zahlen, n € N, fi,..., fu : [a,0] — K stetige Funktionen und f : [a,b] — K", f(z) =
(fe(x))k=1,...n- Wir kiirzen ab:

.....

Weiter bezeichne || - || eine beliebige Norm auf K". Zeigen Sie: Die Abbildung [a,b] > z —
|| f(z)]] € R ist stetig, und es gilt

’/abf(x)dx

Approximieren Sie dazu die Integrale durch Integrale von Treppenfunktionen, also durch
Summen und wenden Sie die Dreiecksungleichung an.

(Eine analoge Integralversion der Dreiecksungleichung gilt auch fiir Riemann-integrierbare
Funktionen.)

< / (@) da.

“Abstand 0” zu haben, ist eine Aquivalenzrelation. In der Tat:

Lemma 1.9 (Verkleben von Punkten mit Abstand 0) 1. Essei(M,d) ein halb-
metrischer Raum. Die zweistellige Relation ~ auf M, gegeben durch

rr~y s dey) =0 firz,ye M

st eine Aquivalenzrelation.



2. Bezeichnet
(2] ={y e M|y~ x}

die Aquivalenzklasse von x € M und
M/~ = {fa]| 2 € M}
den Quotientenraum von M nach ~, so ist die Abbildung
& (M/~) x (M]~) = R, d([a]., [y)) = d(z,)
wohldefiniert. Die Abbildung d' ist eine Metrik auf M/~.

3. Ist M sogar ein K-Vektorraum und wird die Halbmetrik d auf M von einer Halbnorm
| - || erzeugt, so ist N := [0]. ein Untervektorraum von M. Er wird “Nullraum” zu
|- || genannt. In diesem Fall ist [x]. = x+ N fir alle v € M ein affiner Unterraum
von M, und es wird damit M/~ = M/N.

Beweis: 1. Reflexivitit: x ~ x gilt fiir z € M wegen d(z,x) = 0.

Symmetrie: Fir z,y € M gilt x ~ y = y ~ x wegen d(z,y) = d(y, x).

Transitivitit: Es seien x,y,2 € M mit z ~ y und y ~ z gegeben. Dann folgt mit der
Dreiecksungleichung:

0 < d(,2) < d(e.y) +d(y, 2) = 0+0 =0,

also d(z,2z) =0, d. h. x ~ z.

2. Es seien z,2',y,y € M mit x ~ 2/ und y ~ ¢’ gegeben. Zur Wohldefiniertheit von
d' ist zu zeigen: d(z,y) = d(z',y'). Wir zeigen d(x,y) < d(2',y'); die umgekehrte Un-
gleichung d(2',y') < d(z,y) folgt ebenso durch Vertauschen von x,y mit z’,3. Mit der
Dreiecksungleichung und mit d(x,z") = 0 = d(y,y’) = d(vy/, y) erhalten wir:

d(z,y) < d(z,2’) +d(z',y) = d(z',y) < d(2',y) + d(y', y) = d(=',y/),

Damit ist die Behauptung d(z,y) < d(2/,y’) und damit die Wohldefiniertheit von d’
gezeigt. Nichtnegativitiat, Symmetrie, Dreiecksungleichung und Selbstabstand Null fiir d’
folgt unmittelbar aus den entsprechenden Eigenschaften von d. Also ist d’ eine Halbmetrik.
Sind nun z,y € M mit d'([z]~, [y]~) = 0 gegeben, so folgt d(z,y) = 0, also x ~ y und
daher [z]. = [y]~. Daher ist d’ sogar eine Metrik.

3. Aus der Definition von N folgt N = {z € M| ||z|| = 0}. Es ist 0 € N wegen [|0] = 0.
Weiter gilt fiir z € N und A € K auch

Az = [Allz]l =[]0 = 0,
also Ax € N. Schliellich folgt aus =,y € N auch

0 <z +yll <zl + Iyl =0+ 0=0,



also ||z + y|| = 0 und damit x + y € N. Damit ist gezeigt, dass N ein Untervektorraum
von M ist. Fir x € M ist

[zl ={ye M| |ly -2 =0t ={ye Mly—zc N} =z +N

ein affiner Unterraum von M.

O

Die kanonische Abbildung f : M — M/~ f(x) = [z]. erhilt offensichtlich den Abstand.
Man nennt sie daher auch eine Isometrie im Sinne der folgenden Definition:

Definition 1.10 (Isometrien) Es seien (M, d) und (N, d') zwei halbmetrische Rdume.
Eine Abbildung f : M — N heifit isometrisch (synonym: eine Isometrie) von (M, d) nach
(N, d’), wenn fiir alle x,y € M gilt:

d'(f(x), f(y)) = d(z,y).

Ubung 1.11 (Produktmetrik) Zeigen Sie: Sind (M;,d;), i = 1,...,n, halbmetrische
Rdaume, so wird eine Halbmetrik auf dem kartesischen Produkt M = My x ... x M, wie
folgt definiert:

d: M x M — Ra d(<x17' - axn)a (ylv' - 7yn)) = IEIIIaX dz<xzayl)

7777 n

Sind alle d; Metriken, so ist auch d eine Metrik. Sie wird Produkthalbmetrik bzw. Pro-
duktmetrik genannt.

Zum Beispiel ist die von || - || : R® — R erzeugte Metrik auf R* = R x ... x R die
Produktmetrik zur Standardmetrik auf R.

1.2 Prahilbertraume

Normierte R&ume mit besonders schonen Eigenschaften erhélt man aus Vektorrdumen mit
Skalarprodukt. Erinnern Sie sich dazu an den Begriff des Skalarprodukts aus der Linearen
Algebra:

Definition 1.12 (reelle Prahilbertriume) Es sei V' ein R-Vektorraum. Eine Abbil-
dung (-,-) : V' x V — R heift eine Bilinearform, wenn gilt:

1. Linearitdt im ersten Argument: Fiir alle z,y, 2z € V und A € R gilt:

(x+y,2) = (z,2) + (y,2),
(Az,y) = Az, 9) .

2. Linearitit im zweiten Argument: Fiir alle z,y,2 € V und A € R gilt:

(z,x+y) = (z,7) + (2,9),
(y, \z) = Ay, z) .



Eine solche Bilinearform (-,-) heifit symmetrisch, wenn fiir alle z,y € V' gilt:

(z,y) = (y,2) .

Eine symmetrische Bilinearform heifit positiv semidefinit, wenn fiir alle x € V gilt:
(x,x) > 0. Gilt sogar (z,z) > 0 fiir alle x € V \ {0}, so heifit sie positiv definit. Eine
positiv definite, symmetrische Bilinearform auf einem reellen Vektorraum wird (reelles)
Skalarprodukt genannt. Das Paar (V, (-, -)) heifit dann ein (reeller) Prdahilbertraum.

Fiir komplexe Vektorraume unterscheidet sich die Definition davon leicht durch das Auf-
treten der Komplexkonjugation, dhnlich wie man fiir z € R schreiben kann: |2]* = z - z,
fiir 2 € C jedoch nur |z]* =% - 2.

Definition 1.13 (komplexe Prihilbertrdume) Essei V' ein C-Vektorraum. Eine Ab-
bildung (-, ) : V' x V — C heifit eine Sesquilinearform (“sesquilinear” = “11-fach linear”),
wenn gilt:

1. Antilinearitdt im ersten Argument: Fiir alle x,y,z € V und A € C gilt:

(+y,2) =(z,2) + (y,2),
(Az,y) = X(z,y).

2. Linearitat im zweiten Argument: Fir alle z,y,z € V und \ € C gilt:

(z,x+y) = (2,2) + (2,9)
(y, \x) = Ay, z) .

Eine solche Sesquilinearform (-, -) heifit hermitesch, wenn fiir alle z,y € V gilt:

(z,y) = (y, 7).

Insbesondere gilt dann (x,x) € R fir € V. Eine hermitesche Sesquilinearform heift
positiv semidefinit, wenn fiir alle z € V gilt: (x,z) > 0. Gilt sogar (r,z) > 0 fiir alle
x € V' \ {0}, so heifit sie positiv definit. Eine positiv definite, hermitesche Sesquilinearform
auf einem komplexen Vektorraum wird (komplexes) Skalarprodukt genannt. Das Paar
(V,(-,-)) heiBt dann ein (komplexer) Prdahilbertraum.

In der Literatur werden auch manchmal die Rollen von 1. und 2. Argument des Skalar-
produkts vertauscht, also Linearitit des Skalarprodukts im 1. Argument, Antilinearitét
im 2. Argument gefordert. Wir verwenden diese Konvention hier nicht.

Im Folgenden sei wieder entweder K = R oder K = C. Um nicht diese beiden Fille
getrennt behandeln zu miissen, wird im Folgenden die Komplexkonjugation meist dazu-
geschrieben, auch wenn sie im reellen Fall iiberfliissig ist.



Definition 1.14 (vom Skalarprodukt induzierte Norm) Fiir eine positiv semidefi-
nite symmetrische Bilinearform bzw. positiv semidefinite hermaitesche Sesquilinearform
(-,+) auf einem K-Vektorraum V setzen wir fir z € V:

2]l = V(@ 2).
Lemma 1.15 Die Abbildung || - || : V — R aus Definition 1.14 ist eine Seminorm. Ist
(+,+) sogar positiv definit, also ein Skalarprodukt, so ist || - || eine Norm.
Beweis: Offensichtlich ist || - || nichtnegativ und wegen

Izl = VO hz) = /3 (@) = Nzl (@ € VA €K)

auch homogen. Ist (-,-) sogar positiv definit, so folgt fiir € V mit x # 0: (z,z) > 0, also
auch ||z|| = (z,2)"* > 0.

Um zu zeigen, dass || - || die Dreiecksungleichung erfiillt, verwenden wir die folgende
Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Sie ist die wichtigste Ungleichung zur Abschétzung von
Skalarprodukten und eine der wichtigsten Ungleichungen der gesamten Mathematik.

Satz 1.16 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung) Fs sei (-,-) eine positiv semidefinite sym-
metrische Bilinearform bzw. eine positiv semidefinite hermitesche Sesquilinearform auf
einem K-Vektorraum V. Dann gilt fir alle x,y € V :

|z | < iyl
Beweis: Gegeben z,y € V', setzen wir
= lyl*z — (y. z) y
und erhalten:
0 < [l2[* = (llyllPz — (y, 2) v, Hyll% —(y,@ y>
= (Il lyl*z) = (lylPPz, (v. 2y y) — (. 2) v, lylP2) + (v, ) v, (v, ) )

= llyll* (z, 2) = yll* (v, )(ff,y>—< v ) [YlI* (y. 2) + (y. ) (y, ) (y, )
= [zl Iyl = Iyl 2 ) 1* = Nyl ) 1+ gl e, ) 1

=yl Uty 1* = 1 9) 7).

Im Fall ||y|| # 0, also ||y||*> > 0, folgt hieraus die Behauptung. Indem wir die Rollen von
x und y vertauschen und | (z,y) | = | (y, z) | beachten, folgt die Behauptung auch im Fall
||lz|]| # 0. Es bleibt der Fall ||z|| = ||ly|| = 0 zu behandeln: Fir A € K gilt in diesem Fall:

+ Ay, z) + M yl> = A (2, y) + A (z,y) = 2Re(A (z,y)).
x,y) folgt:

< —(@.y) (z,9) = = (z,9) [*

0 < flz+Myll* = [lz]* + A,y

Speziell fiir A = — (y,z) = —

also
[ {z,y) | = 0= |z[/|lyll
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Geometrische Interpretation: Im Fall eines Skalarprodukts ist fiir ||y|| # 0

_ (y, )
lyl| 2z =2 — 2y
w1

die orthogonale Projektion von z auf den Orthogonalraum von .

Es bleibt die Dreiecksungleichung fiir || - || zu zeigen. Diese folgt nun fiir z,y € V aus der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung so:

Iz +ylI* = ll2l® + (2. 9) + (. 2) + Iy = [l2* + 2Re (2, 9) + lyl* < [l=[* + 2/ (=, 9) [ + [ly]*
< llll* +2llzllly + llyli* = (=l + ly])?

und damit
|z +yll < [l=]| + [[y]l-

Damit ist Lemma 1.15 gezeigt.
Beispiel 1.17 1. Durch

(@,y) =Y Ty
j=1
fiir Vektoren = = (x1,...,x,) und y = (y1,...,y,) in K* n € N, wird ein Skalar-

produkt auf K" gegeben. Es heifit euklidisches Skalarprodukt oder auch Standard-
skalarprodukt auf K". Die zugehorige Norm wird mit

2 =

bezeichnet und euklidische Norm auf K™ genannt. Sie verallgemeinert den elemen-
targeometrischen Abstand vom Nullpunkt in R? und in R3.

2. Das folgende Beispiel ist eine abstraktere Variante des vorhergehenden Beispiels in
einem Funktionenraum.
Fiir gegebene a,b € R mit a < b bezeichne V' = R([a, b], K) den K-Vektorraum der
Riemann-integrierbaren Funktionen f : [a,b] — K. Auf V' wird durch

(f.g) = / F@a()de, (f.geV)

eine positiv semidefinite symmetrische Bilinearform bzw. eine positiv semidefinite
hermitesche Sesquilinearform definiert.? Die zugehoérige Halbnorm wird ebenfalls mit

b
1l = / (@) de

2Man beachte, dass fg wieder Riemann-integrierbar ist (Ubung). Um dies zu zeigen, verwende man,
dass Riemann-Integrierbarkeit Beschrénktheit impliziert.
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bezeichnet. Sie ist jedoch keine Norm, wie das Beispiel f(x) = 1{;—q) zeigt: Hier
ist zwar f # 0, aber || f]|2 = 0. Schrinken wir das obige Skalarprodukt jedoch auf
den Untervektorraum C([a,b],K) C V der stetigen Funktionen f : [a,b] — K ein,
so wird es positiv definit und damit || - ||2 : C([a, b}, K) — R zu einer Norm. In der
Tat: Ist f : [a,b] — K stetig, aber f # 0, so finden wir ein y € [a,b] mit f(y) # 0.
Wegen der Stetigkeit von f und wegen f(y) # 0 finden wir € > 0 und ¢,d € R mit
a<c<d<b, sodass |f(zx)| > e fir alle z € [c,d] gilt. Es folgt

b d d
||f||§=/ |f(ﬂf)|2dx2/ |f<x>|2dxz/ Edr = (d— ) > 0

[

und damit || f]|s > 0.
Alternativ kann man natiirlich aus (R[a,b], (-,-)) einen Prahilbertraum machen,
indem man Funktionen mit Abstand 0 wie in Lemma 1.9 miteinander verklebt.

1.3 Die Riaume /P

Wir besprechen nun ein wichtiges, aber etwas komplizierteres Beispiel normierter Rdume.
Im Folgenden sei wieder entweder K = R oder K = C. Weiter sei I eine endliche oder
abzihlbar unendliche Menge. K! bezeichnet die Menge aller Abbildungen von I nach K.

Definition 1.18 (p-Normen) 1. Fir 1l <p < oo definieren wir:

1/p
Il K' = RU {+o0}, [If]l,:= <Z|f(i)|p> ,

el
mit der Konvention (+00)'/? := +o0.

2. Weiter setzen wir

Il : K7 RU {00}, [|fll 2= sup|£(3)].

3. Fir1 <p < oo setzen wir
(1) = {f €K' || fll, < +oo}.

Wenn nicht aus dem Kontext klar ist, welcher Grundkorper K gemeint ist, schreiben
wir auch genauer ¢P(1,K) dafiir.

Die frither definierten Normen || - ||1, || - [[2 und || - ||c auf K" sind Spezialfille hiervon.
Insbesondere gilt #({1,...,n}) =K".
Die Notation || - ||« wird durch folgende Ubung motiviert:

Ubung 1.19 Zeigen Sie firn € N und f € K":

.
11l = 1 flle-

12



Ein Ziel dieses Abschnitts ist es, zu zeigen, dass die Rédume ¢?(I) Untervektorrdume von
K sind, und dass die Einschrinkungen || - ||, : /() — R Normen sind.

Offensichtlich gilt || f|l, > 0 und f # 0 = ||f||, # 0 sowie [[Af]l, = |Alllf]l, fir f € KI
und A € K. Der Nachweis der Dreiecksungleichung fiir || - ||, braucht als wesentliche Zutat
die nun zu besprechende Hdlder-Ungleichung.

Wir nennen zwei erweitert reelle Zahlen p,q € [1,00] konjugiert zueinander, wenn gilt:
Entweder 1 < p < oo und ¢ = 1%’ also

oder p=1und ¢ = oo oder p = 0o und ¢ = 1.

Satz 1.20 (Hoélder-Ungleichung fiir /*) Es seien p,q € [1,00] konjugiert zueinander.
Dann gilt fiir alle f,g € KI:

DD 1l llglle. (1)
jel
Insbesondere ist fir f € (P(I) und g € (9(I) die Reihe auf der linken Seite in (1) endlich.
In diesem Fuall folgt:

< [I£llxllglly < oo (2)

> F()a)

jel

Im Spezialfall p = ¢ = 2 reduziert sich die Holder-Ungleichung auf die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung fiir || - ||2.
Beweis der Holder-Ungleichung: Wir betrachten zuerst den Fall 1 < p < oo. Fiir
f = 0 oder g = 0 ist die Behauptung offensichtlich. Wir diirfen also f # 0 und g # 0
und damit || f]|, > 0 und [|g||;, > 0 annehmen. Im Fall ||f|, = oo oder ||g||, = oo wird
die rechte Seite der Behauptung (1) unendlich und damit die Behauptung trivial. Daher
diirfen wir 0 < || f|l, < oo und 0 < ||g||, < 0o annehmen.
Wir zeigen nun fiir a,b € [0, ool

ab < Lar 1+ L (3)

p 4q

Dies ist klar fiir a = 0 oder b = 0. Deshalb nehmen wir nun a > 0 und b > 0 an. Weil die
Exponentialfunktion auf R konvex ist, erhalten wir mit 1/p+1/¢=1und 0 < 1/p < 1:

1 1 1 1 1 1
ab = exp (— log(a?) + — log(b? ) < —exp(log(a?)) + — exp(log(b?)) = —a? + —b7,
p (a”) . (b7) , (log(a)) . (log(b%)) 7% T g

wie behauptet.
Setzen wir in der Ungleichung (3) Folgendes ein:

G, )]
T lall,
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und summieren iiber j € I, so folgt:

Sl F @90 170 90)
el 4 HﬂbHMb
AT
; (p IIpr q llgllg
zWﬂbZ;V M|m2;w
1
== -|- - =1.

P q

Hieraus folgt die Holder-Ungleichung (1).
Beweisen wir nun die Hélder-Ungleichung (1) im Fall p = 1 und ¢ = oo. Wegen [g(j)] <
lg]loo fitr j € I folgt

Z [F (9] < Z [FIglloe = N1l oo

Ebenso, mit vertauschten Rollen von f und ¢, wird der Fall p = oo, ¢ = 1 behandelt.
Fiir beliebige konjugierte p, ¢ und || |, < oo sowie ||g||, < oo liefert die Holder-Ungleichung
(1), dass > ., [f(4)g(s)| endlich ist. In diesem Fall ist >, ; f(j)g(j) € K wohldefiniert,
und es folgt die Behauptung (2):

> flig

Jel

< D GO 1 Illglly < oo

jel

0

Ubung 1.21 (Integralversion der Hoélder-Ungleichung) Fir 1 < p < co und f €
C([a,b],K) mit a,b € R, a < b definieren wir

£l = (/ I |pdx)

Erinnern Sie sich auch an die Norm || - || : C([a,b],K) — R aus Beispiel 1.6 4. Zeigen
Sie fiir konjugierte p,q € [1,00] und fir f,g € C([a,b],K):

) dx| < || fllpllgllq-

Imitieren Sie dazu den Beweis der Holder-Ungleichung in (7.
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Korollar 1.22 (Dualitit zwischen p-Norm und ¢-Norm) Fiir konjugierte p,q € [1, 00|
und fiir f € K! gilt

1f1lp = sup { >0

jel
1y = sup{

Beweis: Wir zeigen zunichst den Teil “>" der Behauptung. Hierzu seien f € K’ und
g € 04(1) mit ||g||, < 1 gegeben. Die Holder-Ungleichung liefert

1o = 1 lllglle = > 1 (g0l (6)

Jjel

g €t'(I), gl < 1} : (4)

Fir f e P(1) gilt:

> fl)g

jeI

g€l llglly < 1} : ()

Nehmen wir hier von der rechten Seite das Supremum iiber g, folgt

[fllp = sup { > 16

J€el

g € &), gl < 1}.

Fiir gegebenes ¢g wie oben und f € (?(I), also ||f||, < oo, erhalten wir aus (6), dass
> ier F(1)g(d) € K existiert, sowie

00> [ fllp =D 1))l =

jeI

> F)gl)

jeI

Nehmen wir auch hier wieder von der rechten Seite das Supremum iiber g, folgt

> fg

jel

||pr > sup{

)| g€ ). gl < 1}.

Nun zeigen wir den Teil “<” der Behauptung.
1. Fall: 1 < p < co. Es sei f € K! gegeben. Im Fall f = 0 ist die Behauptung trivial;
deshalb diirfen wir f # 0, also || f||, > 0 annehmen. Wir betrachten

vex!, ag)={ YOI s 20 ™

Aufgrund der Annahme f # 0 gilt h # 0, also ||h]|, > 0. Weiter gilt [h| = |f|P~" und
daher

h|? = [f|P~D9 = | fP
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sowie wegen ff = |f|%
fh=1fIP=0

Insbesondere erhalten wir

LA = 1llg =D F()RG)

jeI

Wir unterscheiden nochmal zwei Félle:
1.1. Fall: f € ¢7(I). Hier folgt h € ¢9(I), so dass g. := h/||h|, € ¢4(I) wohldefiniert ist
und ||g*||, = 1 erfiillt. Wir erhalten in diesem Fall: f(j)g.(j) > 0 fiir alle j € I, und damit

> F@)g-() =D I (gD = D £ ()

Jjel jel jeI
e )
= I 2 SR = g = g el = B = Wl
jel p

Die Suprema in (4) und (5) sind also im betrachteten Fall sogar Maxima und werden an
der Stelle g = g, angenommen.
1.2. Fall: f e KI'\ ¢2(1), also || f]|, = oo Hier sei

L CLCI3C

eine aufsteigende Folge von endlichen Teilmengen von I mit (J,, .y I = 1. Es sei 1;, € K’
die Indikatorfunktion von I, (Wert 1 auf I,,, Wert 0 auf I \ I,). Nach dem Satz von der
monotonen Konvergenz fiir Reihen gilt

£ 102 =S G)PLL G) =3 Y 1 G)IP = [IFIIE = oo (8)

Jel J€el

Nun sei n € N gegeben. Wegen f1; € (P(I) wissen wir (4) schon fiir f1;, statt f:

/1, ]I, = sup { S 1)L ()9l

jel

o[ 00

jel

gGWUMwmﬁl}

QEW(meél}

Im Limes n — oo folgt hieraus der Teil “<” der Behauptung (4) fiir f wegen (8).
2. Fall: p =1, also ¢ = co. Wir setzen

;Zz; ur
pirox a0)-{ F S0 7

—|—=

0
0



so dass |g«| = 1 und fg = | f] gilt. Insbesondere folgt ||g«||cc = 1 und

1Al =D 1FO) =D F(g(d) = D 1F(G)ga

Jjel jeI jeI

Hieraus folgt “<” sowohl in (4) als auch in (5).
3. Fall: p = oo, also ¢ = 1. Wir setzen fiir k € I:

~

EZ;‘ fir j =k und f(j) 7£
fir j =k und f(j) =
fir j # k

g I =K, g (j) =

S =

Dann gilt ||gx||1 = |gx(k)] = 1 und

Z 1F()gu(5)| = Zf(j)gku) = f(k)gi(k) = | f(k)],
also

on{ St

Jel

)| g€ (D), H9H1<1} >Sup2|f 3)9x(j !—Suplf( )= 1l

JeI

und im Fall || f||le < oo ebenso

{5

jel
Ubung 1.23 (Gleichheit in der Holder-Ungleichung in () Es seien I eine abzihlbare
Menge, p,q €]1, 00| konjugiert zueinander, f € (P(I), f # 0, und g € (1(I). Zeigen Sie,
dass folgende beiden Aussagen dquivalent sind:

13 5er F()9() = I fllnllglla

2. Es gilt g = ah fiir ein o > 0 mit h € K! wie in Formel (7) im Beweis von Korollar
1.22.

> )k

g€l

= sup | (k)] = [[f]loo-
kel

g€ (D), llgll: < 1} = sup

O

Ubung 1.24 (Dualitét zwischen p- und ¢-Norm fiir stetige Funktionen) Mit den
Notationen der Ubung 1.21 seien p,q € [1,00] konjugiert zueinander und f € C(|a, b, K).
Zeigen Sie:

x)dx

171, —sup{ g€ C(la,b,K), gl < 1}. ©)

Lassen Sie sich dazu vom Beweis des Korollars 1.22 inspirieren.
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Korollar 1.25 (Dreiecksungleichung in ¢?, synonym: Minkowskische Ungleichung)
Fiir1 <p<oo und f,g € K gilt

1+ glle < 11 fllp+ llgllp-

Insbesondere ist der Raum (P(I) ein Untervektorraum von K und || - ||, : ¢#(I) = R eine
Norm.

Beweis: Es sei g € [1, 00] konjugiert zu p. Wir kiirzen ab: B := {h € ¢4(1)| ||h||, < 1}.
Mit Korollar 1.22 folgt
heB}

< sup { S IFDORG+ D l9(i))h()]

If +gllp = sup { D IG) + glnhG)

jel

hEB}

< sup{z [f RG] | h e B} + sup {Z l9G)RG)] | h e B}
= [[£llp + [lgllp-

Insbesondere ist /7(I) abgeschlossen unter Addition. Wegen 0 € (1), ||Afll, = [AIIfllp
fir A € K, f € ¢°(I) folgt: ¢P(I) C K’ ist ein Untervektorraum. Zusammen mit || f||, =
0= f=0fir f e ?(I) folgt: || - ||, : ¢*(I) — R ist eine Norm.

OJ

Ubung 1.26 (Abstraktion des Beweises der Minkowskiungleichung) Fs seien V'
ein K-Vektorraum und || - || : V' — R eine Abbildung. V' = Homg(V,K) bezeichne den
Dualraum von V', also die Menge aller linearen Abbildungen von V nach K (synonym:
Linearformen auf V). Weiter sei B C V' eine nichtleere Menge von Linearformen, und
es gelte fiir alle x € V:

||l = sup{|H ()| | H € B}.

Beweisen Sie, dass || - || eine Halbnorm auf V' ist.

Ubung 1.27 Es seien 1 < p < 0o und —oo < a < b < 0o. Beweisen Sie die Dreiecksun-
gleichung fir || - ||, : C(la, b],K) — R.
1.4 Topologie metrischer Ridume

In der Analysis 1 spielten e-Umgebungen und offene Mengen eine fundamentale Rolle
bei der Einfiihrung von Konvergenz und Stetigkeit. Diese Begriffe lassen sich analog auf
halbmetrische Rdume iibertragen:
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Definition 1.28 (e-Umgebungen und offene Mengen) Es sei (M, d) ein halbmetri-
scher Raum. Fiir x € M und € > 0 nennen wir

Ul(z) == {y € M| d(z,y) < e}

die e-Umgebung von x in (M, d). > Wir nennen eine Teilmenge U C M offen (beziiglich
d), wenn gilt:
Vo e U 3e>0:Ux) CU.

Zum Beispiel sind e-Umgebungen U%(z) offen. Um dies zu sehen, sei y € U%(z) gegeben.
Dann ist d(z,y) < ¢, also 6 := ¢ — d(x,y) > 0. Es folgt U(y) C U4(x), denn fiir beliebig
gegebene 2 € Ud(y) folgt: d(y, z) < 4, also

d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) < d(z,y) +0=¢

und damit z € U4(x).
Erinnern Sie sich an den Begrift der Topologie:

Definition 1.29 (Topologie) Ein Mengensystem 7 C P(M) iiber einer Menge M heifit
eine Topologie (iiber M), wenn gilt:

1.0eT und M eT.

2. Abgeschlossenheit unter endlicher Durchschnittsbildung:

vOVeT :UNnVeT.

3. Abgeschlossenheit unter beliebiger Vereinigungsbildung: Fiir jede Familie (U;);er von
Mengen U; € T gilt:

U U, eT.
Das Paar (M, 7T) nennen wir dann einen topologischen Raum . Die Elemente U € T einer

Topologie T werden offen (in (M,T)) genannt.

Lemma 1.30 (von einer Halbmetrik erzeugte Topologie) Ist (M,d) ein halbmetri-
scher Raum, so bildet das Mengensystem

Ta:={U C M| U ist offen bzgl. d}

aller in (M,d) offenen Mengen eine Topologie iber M. Sie wird die von d erzeugte Topo-
logie genannt.

Beweis:

3Wenn klar ist, welche Halbmetrik d gemeint ist, schreiben wir auch U (z) statt Ud(z).
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1. 0 € T und M € T, folgen unmittelbar aus der Definition.

2. Es seien U,V € T gegeben. Um U NV € T; zu beweisen, miissen wir zeigen:
VeeUNV Ie>0: Ul(z) CUNV.

Hierzu sei x € U NV gegeben. Wegen = € U finden wir ein § > 0 mit Us(z) C U.
Ebenso finden wir wegen x € V ein n > 0 mit U,(z) C V. Wir wéhlen e :=
min{d,n} > 0. Es folgt

U(z) =Us(z)NU,(z) CUNV.
3. Es sei eine Familie (U;);c; von offenen Mengen U; € T; gegeben. Wir miissen zeigen:
Vo e | JUiFe >0 Uz) S| U
iel iel

Hierzu sei z € (J,c; U; gegeben. Wir finden also ein j € I mit x € U;. Weil U; offen
in (M,d) ist, finden wir ein € > 0 mit U.(x) C U;. Mit U; C |J,.,; U; folgt hieraus
die Behauptung U(z) € U,¢; Us-

i€l

O
Wird eine Metrik d auf einem K-Vektorraum V' von einer Halbnorm || - || erzeugt, so nen-
nen wir 7 := 73 auch die von der Halbnorm erzeugte Topologie.
Beispiel 1.31 Der Absolutbetrag | - | : K — R erzeugt die aus der Analysis 1 bekannte

Topologie auf K. Wir nennen sie die Standardtopologie Tx auf K. Die in Beispiel 1.2 2.
betrachtete Metrik auf R U {£oo} erzeugt die in der Analysis 1 eingefihrte Topologie auf
R U {£o0}.

Ubung 1.32 Geben Sie eine Metrik auf CU{oo} an, die die aus der Analysis 1 bekannte
Topologie auf CU {oo} erzeugt.

Ubung 1.33 Es sei (M, d) ein halbmetrischer Raum und a € RT. Zeigen Sie, dass durch

d(z,y)

dIZMXM%R, dl(m?y):a—f—d—(q;y)

und durch
do: M x M — R, dy(z,y) =min{d(z,y),a}

Halbmetriken auf M gegeben werden, die die gleiche Topologie wie d erzeugen.
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In der Analysis 1 haben Sie schon zahlreiche topologische Begriffe am Beispiel der Radume
R, RU{#o00}, C und CU{oo} kennengelernt. Wir wiederholen hier einige wichtige dieser
Begriffe in allgemeinerem Rahmen:

Es sei ein topologischer Raum (M, T) gegeben.

Definition 1.34 (abgeschlossene Mengen) Fine Menge A C M heifit abgeschlossen
(in (M, T)), wenn ihr Komplement M \ A offen (in (M, T)) ist.

In Analogie zu Definition 1.29 erhalten wir:

Lemma 1.35 (Fundamentale Eigenschaften der Abgeschlosenheit)
1. O und M sind abgeschlossen.

2. Abgeschlossenheit unter endlicher Vereinigungsbildung: Sind A, B C M abgeschlos-
sen, so ist auch AU B abgeschlossen.

3. Abgeschlossenheit unter beliebiger Durchschnittsbildung: Fir jede Familie (A;)ier
abgeschlossener Mengen A; € M st (\,c; Ai beziiglich T abgeschlossen.

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus den Definitionen 1.29 und 1.34 durch Komplement-
bildung unter Verwendung der de-Morganschen Regeln

AUB=M\((M\ AN (M\B)),
(A =M\ Jr\ 4).

iel icl

O

Definition 1.36 (Grundlegende topologische Begriffe) Es sei (M, T) ein topologi-
scher Raum und N C M.

1. Die Vereinigung aller offenen Mengen, die Teilmengen von N sind, heifit Inneres von
N und wird mit N° bezeichnet. Die Elemente von N° werden innere Punkte von N
genannt. Die Menge N heifit eine Umgebung von einem Punkt z € M, wenn x ein
innerer Punkt von N ist.

2. Der Durchschnitt aller_ abgeschlossenen Mengen A C M_mit N C A heifit Abschluss
von N und wird mit N bezeichnet. Die Elemente von N werden Berihrpunkte von
N genannt. Gilt N = M, so nennen wir N dicht in M.

3. Der Rand ON von N wird durch
ON:=NNnM\N

definiert. Die Elemente von N werden Randpunkte von N genannt.
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Bemerkung 1.37 1. Aus_ der Definition folgt unmittelbqr: N° C N C N. Weiter
sieht man leicht ON = N\ N° und M \ N° = M \ N. (Ubung)

2. Mit Definition 1.29 und Lemma 1.35 folgt: Das Innere N° von N ist offen, und der
Abschluss N ist abgeschlossen.

3. Wird die Topologie T = T4 von einer Halbmetrik d erzeugt, so erhélt man folgende
“metrische Charakterisierung” der topologischen Grundbegriffe: Fiir x € M und
N C M gilt:

r€N° < 3e>0: Ulxr) CN,
re€N&VYe>0: Ullz)NN #£0.
Ubung 1.38 Zeigen Sie, dass € M genau dann ein Berithrpunkt von N C M ist, wenn

jede Umgebung von z die Menge N trifft: U NN = (). Zeigen Sie auch, dass N C M genau
dann dicht in M ist, wenn fiir jede nichtleere offene Menge U C M gilt: U N N # ().

Ubung 1.39 Es sei (M, T) ein topologischer Raum und N C M. Zeigen Sie:
1. N ist genau dann abgeschlossen, wenn N = N gilt. Folgern Sie: N=N.
2. N ist genau dann offen, wenn N = N° gilt. Folgern Sie: N°° = N°.

Ubung 1.40 Es sei (M, d) ein halbmetrischer Raum, z € M und r € R*. Zeigen Sie,

dass B%(z) := {y € M| d(z,y) < r} eine abgeschlossene Menge mit Bd(x) O Ud(x) ist.

Zeigen Sie an einem Gegenbeispiel, dass BY(z) # Ud(z) gelten kann. Zeigen Sie jedoch,
dass in einem halbnormierten Raum Bé(x) = Ud(x) gilt.

Ubung 1.41 Es seip eine Primzahl und d, die p-adische Metrik auf Z aus Beispiel 1.2.3.
Beweisen Sie, dass fir k € 7 die Menge k+ pZ = {k+ pz|z € Z} offen und abgeschlossen
beztiglich d, ist.

Ubung 1.42 Es sei I eine abzihlbar unendliche Menge und K € {R, C}. Zeigen Sie, dass
der Raum

CY = {()jer € K!| aj = 0 fiir alle bis auf endlich viele j € I}
dicht in (¢*(1,K), || - ||,) fiir 1 < p < oo, aber nicht dicht in (¢>°(1,K), || - ||o) ist.

Ubung 1.43 (Approximation Riemann-integrierbarer Funktionen durch steti-
ge Funktionen) Es sei (R([a, b],K), (-, -)) der Prihilbertraum der Riemann-integrierbaren
Funktionen aus Beispiel 1.17. Zeigen Sie, dass C([a, b], K) dicht in (R([a, b],K), || - ||2) ist.
Zeigen Sie dazu zuerst, dass sich jede Indikatorfunktion 1; eines Intervalls I C [a,b] in
der 2-Norm beliebig genau durch stetige Funktionen approximieren lédsst. Betrachten Sie
dazu die Funktionen

fo(z) == max{1l — ndist(x, I),0} fir n € N,z € [a, b],
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wobei dist(z,I) = inf{|z — y| |y € I} den Abstand von = zu I bezeichnet. Folgern Sie
daraus, dass jede Treppenfunktion im Abschluss von C([a,b],K) in (R([a,b],K),| - ||2)
liegt. Zeigen Sie dann, dass der Raum der Treppenfunktionen dicht in (R([a, b], K), || - ||2)
liegt.

1.5 Konvergente Folgen und Stetigkeit
Erinnern Sie sich aus der Analysis 1 an den Konvergenzbegriff bei Folgen:

Definition 1.44 (Konvergenz von Folgen) Eine Folge (a,),en in einem topologischen
Raum (M, T) heifit konvergent in (M, T) gegen einen Grenzwert x € M, in Zeichen
an =37 x oder auch kurz a, —3 z, wenn es zu jeder Umgebung U von z in (M,T)
ein m € N gibt, so dass fiir alle n > m gilt: a, € U. Ist der Grenzwert x einer konver-
genten Folge (a,)nen eindeutig bestimmt, schreiben wir auch x = limz oo On, Oder kurz
r = lim,,_, a,, dafiir.

Konvergenz in einem halbmetrischen Raum (M, d) oder halbnormierten Raum (V|| - ||)
wird als Konvergenz beziiglich der zugehorigen Topologie T bzw. 7). verstanden.

Lemma 1.45 (Metrische Charakterisierung der Konvergenz) Es seien (M,d) ein
halbmetrischer Raum, (ap)nen €ine Folge in M und x € M. Dann sind dquivalent:

n—oo

1. a, — 1,7
2. lim, . d(x,a,) =0, d.h. Ve >03Im € NVn >m : d(z,a,) < €.

Beweis: Die Richtung “1.= 2.” ist trivial, da jede e-Umgebung U¢(x) von z auch eine
Umgebung von x beziiglich 7; ist. Zu “2.= 1.”7: Es gelte 2., und es sei U eine Umgebung
von z beziiglich 7. Dann gibt es ein € > 0 mit U%(z) C U. Wegen 2. finden wir ein m € N,
fiir das gilt:

Yn >m: aneUg(x)gU.

Es folgt a, =51, .
O

In allgemeinen topologischen Rdumen oder auch in halbmetrischen Rdumen, die keine
metrischen Raume sind, braucht der Grenzwert = nicht eindeutig zu sein. Als ein Beispiel
diene die triviale Topologie T'= {0, M'} auf M: Beziiglich dieser trivialen Topologie kon-
vergiert jede Folge in M gegen jeden Punkt in M. Die folgende Eigenschaft topologischer
Réume garantiert jedoch die Eindeutigkeit von Grenzwerten:

Definition 1.46 (Hausdorffeigenschaft) Ein topologischer Raum (M, 7T") heifit Haus-
dorffraum, wenn es zu je zwei verschiedenen Punkten x,y € M, x # y, eine Umgebung U
von x und eine Umgebung V' von y beziiglich 7 mit U NV = () gibt.

Lemma 1.47 (Eindeutigkeit des Limes in Hausdorffraumen) Der Grenzwert kon-
vergenter Folgen (an)nen in einem Hausdorffraum ist eindeutig bestimmit.
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Beweis: Gilt sowohl a, — x als auch a, — y und sind U und V' Umgebungen von
bzw. von y, so enthélt sowohl U als auch V' alle a,, fiir geniigend grofle n € N. Insbesondere
folgt U NV # ). Da dies fiir beliebige Umgebungen U von z und V' von y gilt, folgt z =y
wegen der Haussdorffeigenschaft.

O

Lemma 1.48 (Hausdorffeigenschaft bei metrischen Ridumen) FEs sei (M, d) ein halb-
metrischer Raum. Dann sind dquivalent:

1. (M,d) ist ein metrischer Raum.

2. (M, Ty) ist ein Hausdorffraum.

Beweis: “1. = 2.”: Ist d eine Metrik und sind x, y zwei verschiedene Punkte in M, so ist
€ :=d(z,y)/2 > 0. Dann sind U.(z) und U.(y) disjunkte Umgebungen von z bzw. y. In
der Tat: Wére z € Uc(x) N U.(y), so folgte der Widerspruch

2¢e =d(z,y) < d(z,2) +d(y,z) < e+ €= 2e.

“2. = 1.7: Ist (M, 7T3) ein Hausdorffraum und sind z,y € M mit d(x,y) = 0, so folgt
y € U.(x) fiir alle ¢ > 0. Da jede Umgebung von z eine geeignete e-Umgebung von x
enthélt, ist dann y in jeder Umgebung von x enthalten. Trivialerweise ist y aber auch
in jeder Umgebung von y enthalten. Die Punkte z und y besitzen also keine disjunkten
Umgebungen. Aus der Hausdorffeigenschaft folgt = y. Also ist d eine Metrik.

OJ

Lemma 1.49 (Beriihrpunkte in halbmetrischen Riumen) Fs seien (M, d) ein halb-
metrischer Raum, x € M und N C M. Dann sind dquivalent:

1. x ist ein Berihrpunkt von N in (M, Ty).

2. Es gibt eine gegen x bzgl. Ty konvergente Folge (ay,)nen in N.

Beweis: “1. = 2.7: Ist x ein Beriihrpunkt von N, so ist fiir alle n € N die Menge
Ui/n(x) NN nichtleer. Wir kénnen dann (mit dem Auswahlaxiom) eine Folge (ap)nen in
N auswihlen, so dass fiir alle n € N gilt: a,, € Uy/n(x) N N. Gegeben € > 0, finden wir
m € N mit 1/m < e. Fiir alle n > m erhalten wir:

d(an,x) <

< < €.

1
m

S|

Damit ist a, — z gezeigt.
“2. = 1.7: Konvergiert (a,)neny € NV gegen z € M und ist U eine Umgebung von x, so
enthélt U NV alle a, fir geniigend grofie n. Insbesondere ist U N N nichtleer. Es folgt
x € N.

OJ
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Bemerkung: In allgemeinen topologischen Rédumen, die nicht von einer Halbmetrik d
erzeugt werden, gibt es keine analoge Charakterisierung von Beriihrpunkten mit kon-
vergenten Folgen. Das Analogon zu “2. = 1.” bleibt zwar (inklusive Beweis) allgemein
richtig, aber das Analogon zu “1. = 2.” kann falsch werden.

Erinnern Sie sich an den Stetigkeitsbegriff aus der Analysis 1:

Definition 1.50 (Stetigkeit) Es seien (M, Ty) und (N, Ty) topologische Rdume und
f: M — N eine Abbildung.

1. f heifit stetigin x € M (bzgl. der Topologien Ty, und Ty), wenn fiir jede Umgebung
U von f(x) in (N, Ty) das Urbild f~![U] eine Umgebung von x in (M, Ty;) ist.

2. f heiBit stetig (bzgl. der Topologien Ty; und Ty ), wenn fiir jede offene Menge U in
(N, Tx) das Urbild f~![U] offen in (M, Tyy) ist.

Notation: Wir schreiben auch kurz daftr: “f : (M, Ty) — (N, Ty) ist stetig (in z).”
Stetigkeit fiir Abbildungen zwischen (halb-)metrischen oder (halb-)normierten Réumen
ist als Stetigkeit beziiglich der zugehorigen Topologien zu verstehen.

Es ist leicht zu sehen, dass eine Abbildung f genau dann stetig ist, wenn sie stetig in allen
Punkten ihres Definitionsbereichs ist.

Ubung 1.51 Zeigen Sie, dass eine Abbildung f : (M, Ty) — (N, Tn) genau dann stetig
inx € M ist, wenn fiir alle Mengen A C M, die x als Berihrpunkt bzgl. Ty besitzen,
gilt: f(z) ist ein Berihrpunkt von f[A] bzgl. Ty. Folgern Sie: f : (M, Tar) — (N, Ty) ist

genau dann stetig, wenn wenn fir alle Mengen A C M gilt: f[A] C f[A].

Ubung 1.52 Zeigen Sie, dass eine Abbildung f : (M, Ta) — (N, Tn) zwischen zwei to-
pologischen Rdumen genau dann stetig ist, wenn fir alle bzgl. Ty abgeschlossenen Mengen
A C N das Urbild f~'[A] abgeschlossen bzgl. Ty ist.

Wie in der Analysis 1 fithren wir noch folgende praktische Sprechweise ein:

Definition 1.53 (Konvergenz fiir x — x4) Es seien (M, Ty) und (N, Ty) topologische
Rdume, xo € M, U eine Umgebung von xq, f: U\ {zq} — N eine Abbildung und y € N.
Wir sagen, f(x) konvergiert gegen y fiir & — xo, in Zeichen f(z) == y, wenn es eine in
20 stetige Fortsetzung F': U — N wvon f in den Punkt xy mit dem Wert F(zo) =y gibt.
Ist (N,Tn) ein Hausdorffraum, so kann es nur hichstens ein solches y geben; in diesem
Fall schreiben wir auch lim,_,,, f(x) = y.

Beachten Sie, dass es hierbei nur auf die Werte von f in einer beliebigen Umgebung von
o ankommt; daher braucht f nicht auf dem ganzen Raum M definiert zu sein.
Genau wie in der Analysis 1 erhalten wir:

Lemma 1.54 (Stetigkeit der Komposition stetiger Abbildungen) FEs seien (M, Ty),
(Ms,Ts), und (Ms,T3) topologische Riume und f : My — My, g : My — Msz Abbildungen.
Dann gilt:
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1. Ist f + (M, Ty) — (M2, T2) inx € My und ist g : (Ms,Tz) — (M3, T3) stetig in f(x),
so ist auch go f: (My,Ty) — (Ms,T3) stetig in x.

2. Sind f: (M, T1) = (M3, T3) und g : (My,Ts) — (Ms,T3) stetig, so ist auch go f :
(M, Th) = (M3, T3) stetig.

Beweis:

1. Ist U eine Umgebung von g(f(z)) in (M3, 7T3), so ist ¢ '[U] eine Umgebung von
f(x) in (My,T3), da g stetig in f(z) ist. Dann ist (g o f)7'[U] = f~[g ![U]] eine
Umgebung von z in (M;,T7), da f stetig in x ist.

2. Dies folgt unmittelbar aus Teil 1. Alternativ folgt es direkt so: Ist U offen in (M T3),
so ist g7 U] offen in (My, T3), da g stetig ist. Dann ist (g o f)7'[U] = f~'[¢7[U]]
offen in (My,T7), da f stetig ist.

0

Ebenso wie in Analysis 1 erhalten wir:

Satz 1.55 (Metrische Charakterisierung der Stetigkeit) Esseien (M, d) und (M’ d')
halbmetrische Raume, f : M — M’ eine Abbildung und x € M. Dann sind dquivalent:

1. fist stetig in  (bzgl. Ty und Ty ).
2.Ve>030>0Vy e M: [dz,y) <d = d(f(x), f(y)) <€

n—oo

3. Fiir jede Folge (2, )nen in M mit z,, =3, z folgt f(z,) — 1, f(z). (Hierzu sagt
man auch: “f ist folgenstetig in z”.)

Beweis: “l. = 2.7: Es sei f stetig in . Weiter sei ¢ > 0 gegeben. Weil U := U% (f(x))
eine offene Menge ist, die f(x) enthélt, ist U eine Umgebung von f(z) bzgl. Ty. Wegen
der Stetigkeit von f in z ist f~![U] eine Umgebung von z bzgl. Ty, besitzt also Ug(x) fiir
ein geeignetes § > 0 als Teilmenge. Fiir beliebige y € M mit d(z,y) < §, d.h. y € Ud(x) C

U], folgt f(y) € U, also d'(f(y), f(x)) <.

“2. = 3.”7: Es gelte 2. und z, TH—°>on x. Weiter sei € > 0 gegeben. Mit 2. wihlen wir ein
0 > 0 mit

VyeM: [dz,y) <d = d(f(x), f(y)) <e].
Wegen z, =37, x folgt d(z,x,) < § und damit d'(f(z), f(z,)) < € fiir alle geniigend
grofilen n € N. Damit ist gezeigt: f(z,) n_%oo%, f(z).

“3. = 1.”7: Kontraposition. Angenommen, f ist unstetig in x. Dann finden wir eine Um-
gebung U von f(z) in (M’,Ty), deren Urbild f~'[U] keine Umgebung von z in (M, Ty)
ist. Insbesondere gilt U} /n( x) € f7HU] fiir alle n € N. Wir wihlen eine Folge (z,,),en aus,
so dass x, € Uld/n( x) \ f7YU] fiir alle n € N gilt. Dann folgt einerseits z, TH—°>°7Q x, da
jede Umgebung von z eine 1/n-Umgebung von X fiir geeignetes n € N enthélt. Anderer-
seits gilt nicht f(x,) TH—O>O7-d, f(z), denn die Umgebung U von f(x) enthélt kein einziges
Folgenglied f(z,), n € N. Unsere Annahme impliziert also das Gegenteil von 3.
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Beispiel 1.56 (Nichtiquivalenz von Stetigkeit und Folgenstetigkeit in allgemei-
nen topologischen Riumen) Fiir Abbildungen zwischen allgemeinen topologischen
Réumen ist die Stetigkeit manchmal nicht &quivalent zur Folgenstetigkeit. Zur [llustration
ein Gegenbeispiel: Es sei M eine {iberabzahlbare Menge und S die Menge aller Teilmengen
von U C M, fiir die gilt: U = () oder M \ U ist abzihlbar. Weiter sei 7 die Potenzmenge
von M. Sowohl S als auch T sind Topologien auf M. Eine Folge (x,,)nen in M konvergiert
genau dann gegen ein x € M, wenn sie schlieflich den Wert x annimmt, d.h. wenn fiir
alle geniigend groflen n € N gilt: z,, = z; dies gilt sowohl beziiglich S als auch beziiglich
T. Also ist die Identitét id : (M,S) — (M, T), id(z) = z, folgenstetig (in jedem Punkt).
Andererseits ist id : (M,S) — (M, T) nicht stetig, da T keine Teilmenge von § ist.

GleichméBige Stetigkeit wird ebenfalls ganz analog wie in der Analysis 1 definiert:

Definition 1.57 (Gleichmiflige Stetigkeit) Eine Abbildung f : M — N zwischen
zwei halbmetrischen Raumen (M, d) und (N,d') wird gleichmafig stetig genannt, wenn
gilt:

Ve>030>0Ve,ye M: (d(z,y) <o = d(f(zx), f(y)) <e).

GleichméBig stetige Abbildungen sind offensichtlich stetig. Die Umkehrung davon gilt im
Allgemeinen nicht, wie aus der Analysis 1 bekannt ist.

Beispiel 1.58 Man beachte, dass gleichméflige Stetigkeit ein metrischer und kein topo-
logischer Begriff ist. Bezeichnet z.B. d : R x R — R die Standardmetrik auf den reellen
Zahlen und d' : R x R — R, d'(x,y) = |arctanz — arctan y| die Metrik auf R analog zu
Beispiel 1.2.2., so erzeugen d und d' die gleiche Topologie. Dennoch ist zwar die Identitét
id: (R,d) = (R,d'), id(z) = x gleichmé&Big stetig, id : (R,d") — (R, d) jedoch nicht.

Wir zeigen nun die (gleichméflige) Stetigkeit einiger wichtiger Abbildungen. Der Grundkorper
K € {R,C} wird dabei stets mit der Standardmetrik und der Standardtopologie Tk ver-
sehen.

Lemma 1.59 (Gleichmifige Stetigkeit der (Halb-)norm) Ist (V,||-||) ein halbnor-
mierter Raum, so ist || - || : V — R gleichmdfig stetig.

Beweis: Es sei € > 0 gegeben. Wir setzen 0 := e. Dann gilt fiir beliebige z,y € V mit
[l =yl <o
Nzl = llyll| < lle -yl <d=e

0
Lemma 1.60 (Gleichmiflige Stetigkeit der (Halb-)Metrik) FEs sei (M, d) ein halb-

metrischer Raum. Weiter sei M x M mit der Produkthalbmetrik d' zu d aus Ubung 1.11
versehen. Dann ist d : M x M — R gleichmafig stetig.
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Beweis: Es sei € > 0 gegeben. Wir setzen 0 := €/2. Dann folgt fiir beliebige (1, z2), (y1, y2) €
M x M mit

d'((x1,22), (y1,42)) <0

mit der Dreiecksungleichung:

d(x1, x9) < d(x1,y1) + d(yr1, 22) < d(@1,y1) + d(y1,y2) + d(ya, 22)

und daher

(w1, 22) — d(y1,y2) < d(w1,y1) + d(z2,y2) < 2d (21, 22), (y1,92))-

Mit vertauschten Rollen von x und y erhalten wir ebenso

d(y1,y2) — d(z1, 22) < 2d'((y1,y2), (1, 22)),

also zusammen

|d(@1,22) — d(y1, y2)| < 2d'((x1,22), (y1,v2)) < 20 = €.

Ubung 1.61 (Stetigkeit kanonischer Projektionen und Inklusionen)
Es seien (My,dy),...,(M,,d,) halbmetrische Rdume, n € N. Weiter sei das kartesische
Produkt M = M; x ... x M, mit der Produkthalbmetrik d versehen. Zeigen Sie:

1. Fur alle i € {1,...,n} ist die kanonische Projektion f; : M — M;, f(x1,...,2,) =
x;, gleichméaBig stetig.

2. Fur alle i € {1,...,n} und alle (zy,...,2,) € M ist die Inklusionsabbildung g; :

M; — M, definiert durch (g;(y)); = z; fur j € {1,...,n} mit j # i und (¢;(y)); =y
eine Isometrie und daher gleichméaflig stetig.

Lemma 1.62 (Stetigkeit der Addition) Es sei (V)| - ||)) ein halbnormierter Raum
tber K. Wir versehen V- x V' mit der Produktmetrik

d: (VxV)* =R, d((z,y),(u,v)) = max{|z —ul, |y —v[l}.
Dann ist die Addition + :V x V' — V gleichmdfig stetig.

Beweis: Es sei € > 0 gegeben. Wir wihlen § := ¢/2. Dann folgt fiir alle z,y, u,v € V mit
d((z,y), (u,v)) <0

I +y) — (w0l = i@ —w) + (g = 0)l| < lle = ull + [y — o]
< 2max{]le - ull, ly - oll} = 2d((z,y), (u,0)) < 25 = c.
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Insbesondere ist die Addition + : K x K — K gleichméfig stetig.
Fiir lineare Abbildungen wird der Stetigkeitsbegriff besonders einfach:

Lemma 1.63 (Charakterisierung der Stetigkeit linearer Abbildungen) FEs seien
Vol v), Wil -llw)) zwei halbnormierte Riume tiber K und f :V — W eine lineare
Abbildung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. f ist gleichmdfsig stetig,
2. f ist stetig,
3. f st stetig in 0,
4. 3C>0Vz eV [|f(x)lw < Cllzllv.
Beweis: 1. = 2. = 3. ist trivial. Zu 3. = 4.: Ist f stetig in 0, so gibt es ein § > 0 mit
™ o < v (o)

Wir setzen C' := 1/§. Gegeben x € V, unterscheiden wir zwei Fille: Falls ||z||y = 0,
so gilt fur alle A € K die Aussage |[|[Az|ly = |A|||z]ly = 0 < 4, also nach Voraussetzung
@)l = M @)l = L)l < 1. Hieraus folgt. | £(z)lw = 0 = Clz]y- m Fall
|lz||y > 0 setzen wir y = a|z||;/'> fiir ein beliebiges a €]0, §[ und erhalten ||yv = o < &
und daher oz ||| £ (@) lw = | f(W)|lw < 1, also o f(2)|lw < ||z]|v. Weil & €]0, 6] beliebig
war, erhalten wir 6| f(x)|lw < ||z||y und damit die Behauptung || f(z)||w < C||z|v.

Zu 4. = 1.: Es sei C' > 0 wie in 4. fixiert. Gegeben € > 0, wihlen wir 6 = ¢/C' > 0. Dann
folgt fiir beliebige z,y € V mit ||z — y||y < ¢:

1) = FWlw = 1f(z = y)llw < Cllz —yllv < Cd =e.

Also ist f gleichméfig stetig.
O

Ubung 1.64 (Aquivalenz von Normen) Es seien || - [[4 und || - ||p zwei Halbnormen
auf dem gleichen K-Vektorraum V. Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden drei Aussagen:

1. Die Identitét id : (V)| - ||a) = (V.|| - | B), id(x) = z, ist stetig,
2 THis € T
3. IC >0Ve eV : |z|p < C|z]a.

Insbesondere erzeugen die beiden Halbnormen genau dann die gleiche Topologie, wenn
gilt:
dc>0,C >0z eV cllz|la < |zl < |z a.

In diesem Fall heiflen die beiden Halbnormen || - |4 und || - || g dquivalent.
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Ubung 1.65 Zeigen Sie fir 1 <p < g<oo,neN, K e {R,C} und z € K™
nfzllee = llzllp = l[#llq = [|2]lo-

Insbesondere sind alle Normen || - ||, auf K", 1 < p < oo, zueinander dquivalent. Spéter
werden wir sehen, dass dies sogar fiir alle Normen auf K" gilt; siehe Satz 1.169.

Beispiel 1.66 (Integraloperatoren) Es seien K € {R,C}, a,b € R mit ¢ < b und
K : [a,b] x [a,b] — K gleichm#Big stetig. (Spéter, in Ubung 1.175, sehen wir mit einem
Kompaktheitsargument, dass jede stetige Funktion auf [a, b]* auch gleichmiBig stetig ist.)
Wir versehen den Raum C([a,b],K) aller stetigen Funktionen f : [a,b] — K mit der
Supremumsnorm || f||oo = sup,ep ) |f(2)]. Fir f € C([a,b], K) definieren wir

L(f):[a,b] = K, L(f /ny y) dy fir z € [a,b].

Dann ist L(f) wieder stetig. In der Tat: Ist (x,),en eine Folge mit Werten in [a, b] mit
Limes x € [a,b], so konvergiert wegen der gleichméBigen Stetigkeit von K und der Be-
schrinktheit von f die Funktionenfolge ([a,b] > vy — K(zn,y)f(y))nen fir n — oo
gleichméBig gegen [a,b] 2 y — K(z,y)f(y). Hieraus folgt

)() /Am%y cw—f/waﬂw@:uﬁ@
Die Abbildung
L:C([a,b],K) = C([a,b],K)

ist also wohldefiniert. Sie ist auch gleichméBig stetig beztiglich der Supremumsnorm ||+ || .
Dies folgt aus Lemma 1.63, denn L ist linear und es gilt

b
IL(f)lle = sup / K(e,y)f dy\< s [ 1K ()15 dy
z€la,b] z€lab] Ja
< s [ IKG Iyl
z€[a,b]

Beachten Sie, dass

b
sup [ [K(@)ldy < (b-a) sup [K(a,y)| < oc

x€|a,b] x,y€|a,b]

gilt, da aus der gleichmifiigen Stetigkeit von K und der Kompaktheit von [a, b] auch die
Beschranktheit von K folgt.

Ubung 1.67 (Operatornorm) Es seien (V|| - ||y) und (W, || - ||w) zwei halbnormierte
Réume iiber K € {R, C} und

BV,W):={L: (V)| -|lv) = (W, |- |lw)| L ist stetig und linear}
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Fir L € B(V,W) setzen wir
|L|ly—w :=inf{C > 0| Ve € V : ||L(z)||w < C|z|v}.

Zeigen Sie, dass || - |lvow : B(V,W) — R eine Halbnorm auf B(V,W) ist. Zeigen Sie
weiter, dass || - ||y_w eine Norm ist, wenn auch || - ||y eine Norm ist. Die Norm || - ||y _w :
B(V,W) — R wird Operatornorm auf B(V, W) genannt. Zeigen Sie auch

LNl —sw = sup{ | L(z)[lw |z € V, [lz]ly <1}

.....

Kund L, : K™ — K", La(z) = Az die zugehorige lineare Abbildung. Zeigen Sie

n m
2D il

i=1 j=1

| Lallgm—xn <

fiir die Operatornorm von Ly : (K™, [ - [l2) — (K", || - ||2). (Hinweis: Cauchy-Schwarz-
Ungleichung.) Zeigen Sie mit einem Gegenbeispiel, dass

n m
2.2 lawsf?

i=1 j=1

[ Lallgm g <

moglich ist.

Fiir m,n € N, seien Normen auf K” und K" und eine Matrix A € K" gegeben. Die
zugehorige Operatornorm der linearen Abbildung L, : K™ — K", La(x) = Az zu einer
Matrix A € K™ wird auch Matriznorm von A genannt.

Ubung 1.69 (Submultiplikativitit der Operatornorm) Ldsen Sie eine der beiden
folgenden Aufgaben:

(a) Es seien A € K™, B € K™ mit I,m,n € N. Zeigen Sie fiir die Matrixnormen
| - || zu beliebigen Normen auf K!, K™ und K":

[ABI[ < [lA[l]|B]|

(b) Es seien (U, || - |lv), (V,|| - [lv) und (W, || - |[w) normierte Raume. Weiter seien L :
(U, |- lv) = (Vi |- |lv) und M = (V,||-llv) = (W, ||-||w) stetige lineare Abbildungen.
Zeigen Sie, dass fiir die zugehorigen Operatornormen || - ||y, ||+ |lvow und ||« ||uv—w
gilt:

1M o Lllysw < |M|lvwl Lllo—v-

Nun beschéftigen wir uns mit der Stetigkeit von bilinearen und sesquilinearen Abbildun-
gen:
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Lemma 1.70 (Charakterisierung der Stetigkeit von Produkten) FEs seien (V.| - |v)),
(W - llw)) und (U, || ||v) drei halbnormierte Raume iber K und (-,-) : V- x W — U eine
Abbildung mit folgenden Eigenschaften:

Ve,ye VVzeW: (x+y,2)=(z,2)+ (y, 2),
Ve e VVy,ze W: (z,y+2z2) = (z,y) + (z,2),
20V eVvyeW: | (z,y) llv < Clzlviylw.

Wir versehen V- x W mit der Produktmetrik
d:(V x VV)2 =R, d((z,y), (u,v)) = max{||x — ul|v, ||y — v|]w}

Dann ist das (-,-) : V. x W — U stetig. Fir jedes r > 0 ist die Finschrankung (-,-) :
U%0,0) — U sogar gleichmifig stetig.

Beweis: Es sei C' > 0 wie in der dritten Voraussetzung gegeben. Weiter seien x € V
und y € W gegeben. Wir nehmen r > 0 so groB, dass (z,y) € U%(0,0) gilt. Nun sei
e > 0 gegeben. Wir wihlen § > 0 so klein, dass C'd(2r + §) < e gilt. Dann folgen fiir
beliebige v € V und v € W mit d((z,y), (u,v)) < 6 die Ungleichungen ||z — u|ly < d und
lly —v|lw < 6, also

[z y) = (wv) lo < [ {z,y) = (w,y) [lv + || {u, ) = {u, 0} [Ju
= [[{z —wy) llv+ [ {w,y —v)lv
< Cllz —ullv|lyllw + Cllullvly — vllw
< Collyllw + Cllullvo
< Collyllw + C([lzllv + [[u = z[lv)d
< CS(lylw + ll=llv + 0) < CS2max{||yllw, ||=]v} + 0)
= C5(2d((0,0), (z,y)) + )
< C5(2r +6) < e.

Das beweist die behauptete Stetigkeit. Weil die Wahl von § nur von r und von ¢, nicht
jedoch von z,y € U4(0,0) abhiingt, zeigt es auch die behauptete gleichmé#Bige Stetigkeit
auf U%(0,0).

O

Wir nennen eine Teilmenge N C M in einem halbmetrischen Raum (M, d) beschrinkt,
wenn die Einschriankung der Metrik d auf N x N beschréankt ist. Lemma 1.70 behauptet
also die gleichméflige Stetigkeit von (-,-) auf beschrankten Mengen.

Beispiel 1.71 Als Beispiele zu Lemma 1.70 erhalten wir die Stetigkeit und die gleichméfige
Stetigkeit auf beschréinkten Mengen der folgenden Abbildungen:

1. der Multiplikation - : K x K — K|
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2. der Skalarmultiplikation - : K x V' — V' zu einem halbnormierten Raum (V, || - ||v)
iiber K,

3. des Skalarprodukts (-,-) : V' x V' — K zu einem Prahilbertraum (V/ (-,-)) tiber K
wegen der Cauchy-Schwarz-Ungleichung,

4. der Bilinearform (-,-) : #(I) x £1(I) = K, (f,g) = >_,c; f(j)g(j) fiir konjugierte
p,q € [1,00] wegen der Holder-Ungleichung,

5. des Matrixprodukts
. Knxm % Kmxl — Knxl

wegen Ubung 1.69.

Ubung 1.72 Es sei p eine Primzahl und d, : Zx Z — R die p-adische Metrik aus Beispiel
1.2.3, sowie v,(k) € Ny U {oo} die Vielfachheit p in der Primfaktorzerlegung von k € Z.
Weiter sei d die Produktmetrik zu d, auf Z x Z.

(a) Zeigen Sie fiir k,[ € Z:
vp(kl) = vp(k) + vp(1).
Sie diirfen dabei aus der elementaren Zahlentheorie fiir ganze Zahlen m,n als be-

kannt voraussetzen, dass mn nicht durch p teilbar ist, wenn m und n nicht durch p
teilbar sind.

(b) Folgern Sie, dass die arithmetischen Operationen
+:(Zx2Z,d) = (Z,d,) und - : (Z x Z,d) — (Z,d,)
gleichméfig stetig sind.

Ubung 1.73 (GleichmifBige Stetigkeit von Auswertungsabbildungen) Essei [ ei-
ne abzdhlbare Indexmenge, j € I, 1 < p < oo und K € {R,C}. Zeigen Sie, dass die
Auswertungsabbildung 6; : (¢#(1,K), || - |,) = K, | -]), 0;(f) := f(j), gleichmé&Big stetig

1st.

Ubung 1.74 (Dualitiit zwischen ¢? und (%) Es seien p,q €]1, 00 zueinander kon-
jugiert, I eine abzdhlbare Indexmenge, e; = (d;4)ker, j € I, die kanonischen Einheits-
vektoren in ¢P(I,K) mit K € {R,C}, f : ¢*(I,K) — K eine K-lineare Abbildung und
y = (f(ej))jer- Zeigen Sie die Aquivalenz der beiden folgenden Aussagen:

Lof: (LK), |-, = (K,|-]) ist stetig,
2. y € (1K) und Vo € (P(1,K) : f(z) =, 2(5)y(j)-

Ubung 1.75 1. Esseien (M, Ty) ein topologischer Raum, (N, Ty) ein Hausdorffraum,
frg: (M, Ta) — (N, Tn) zwei stetige Abbildungen und A C M eine dichte Teil-
menge, so dass die Einschrénkungen von f und von g auf A {ibereinstimmen. Zeigen

Sie: f =g.
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2. Es seien (M, Tys) ein topologischer Raum, f,g : (M, Ty ) — R zwei stetige Abbil-
dungen und A C M eine dichte Teilmenge, so dass fiir alle z € A gilt: f(z) < g(x).
Zeigen Sie: f < g. Hinweis: Betrachten Sie das Urbild der abgeschlossenen Menge
] — 00,0] C R unter der Abbildung f — g. Zeigen Sie, dass f — g stetig ist.

1.6 Initial- und Finaltopologie

Lemma 1.76 (Initialtopologie einer Abbildung) Es seien X eine Menge, (Y, S) ein
topologischer Raum und f : X — Y eine Abbildung. Dann ist

T ={f"UIU €S} (10)

die kleinste Topologie auf X, beziiglich der f : X — (Y, S) stetig ist. Sie wird Initialto-
pologie auf X (beziiglich f : X — (Y, S)) genannt. Die Abbildung f : (X,7) — (Y,S5)

nennen wir dann initial.

Beweis:

e 7 ist eine Topologie auf X, denn ) = 7] € T, X = f~}[Y] € T, und T ist abge-
schlossen unter endlicher Durchschnittsbildung und beliebiger Vereinigungsbildung,
da § diese Eigenschaften hat und Urbildbildung mit endlicher Durchschnittsbildung
und beliebiger Vereinigungsbildung vertauschbar ist.

o f:(X,7)— (Y,S) ist nach Definition von T stetig.

e Ist 7' eine weitere Topologie auf X, so dass f : (X,7) — (Y,S) stetig ist, so
giltk 7 C 7. Inder Tat: Ist V = f7HU] € T mit U € S, so folgt V € T, da
f:(X,T) — (Y,S) stetig ist.

0
Beispiel 1.77 (Teilraumtopologie) Ist (Y,S) ein topologischer Raum, X C Y eine

Teilmenge und f : X — Y, f(x) = z, die Inklusionsabbildung, so gilt f~'[U] = UN X
fir alle U C Y. Die Initialtopologie zu f : X — (Y, S) wird also durch

T={UnX|U e S}

gegeben. Wir nennen diese Topologie auch die Teilraumtopologie oder Relativtopologie auf
X (beziiglich (Y, S)). Die Elemente von T nennen wir relativ zu X offen oder kurz in X
offen (bzgl. §). Die in der Relativtopologie abgeschlossenen Mengen nennen wir relativ zu
X abgeschlossen oder in X abgeschlossen.

Fiir Teilmengen X von Y = R mit der Standardtopologie ist Ihnen dieser Begriff aus der
Analysis 1 bekannt.
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Ubung 1.78 (Transitivitit der Dichtheit) Es sei (X,7x) ein topologischer Raum,
(Y, Ty) ein dichter Teilraum von (X, 7x) und (Z,7z) ein dichter Teilraum von (Y, Ty).
Zeigen Sie, dass (Z, Tz) ein dichter Teilraum von (X, Tx) ist.

Ubung 1.79 (Initial- und Teilraumtopologie bei halbmetrischen Riumen)

Zeigen Sie: Ist (Y,d) ein halbmetrischer Raum, X eine Menge und f : X — Y eine
Abbildung, so ist ' : X x X — R, d'(z,y) = d(f(z), f(y)) eine Halbmetrik auf X,
die die Initialtopologie zu f : X — (Y,7;) erzeugt. Insbesondere wird fir X C Y die
Teilraumtopologie auf X durch die Einschrinkung von d : Y x Y — R auf X x X erzeugt.

Betrachten wir nun statt einer Abbildung f : X — (Y,S) eine Familie (f; : X —
(Y;,S:))ier von Abbildungen in topologische Raume (Y;,S;). Im allgemeinen ist das analog
zu (10) gebildete Mengensystem

M={f'U)ie,UeS}
keine Topologie.

Lemma/Definition 1.80 (von einem Mengensystem erzeugte Topologie) Zu je-
dem Mengensystem M C P(X) iiber einer Menge X gibt es eine kleinste Topologie auf
X, die M umfasst, ndmlich das Mengensystem Top y (M) aller beliebigen Vereinigungen

Ju;
jeJ

(mit beliebiger Indexmenge J) von endlichen Durchschnitten der Gestalt
U= (\Vie» (n; €N,Vj € MU{X}).
k=1

Die Topologie Topy (M) wird die vom Mengensystem M erzeugte Topologie auf X ge-
nannt.

Beweis: Offensichtlich gilt M U{X} C Topy(M). Da jede Topologie auf X abgeschlos-
sen unter endlicher Durchschnittsbildung und beliebiger Vereinigungsbildung ist und X
enthélt, gilt Topy (M) C T fiir jede Topologie T auf X mit M C T.

Weiter ist Topy (M) eine Topologie auf X: In der Tat ist () = {J ;4 U; € Topx (M) und
X € Topyx(M). Sind nun

U=JUu;, U = | U} € Topy(M)

jed jregr
mit
Up=()Vier (nj €N, Vi€ MU{X}),
k=1

Uy =(\Vig (j €NV}, € MU{X})
k=1
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so folgt auch
vnt'= |J UNUj € Topx(M),
(4,5 eJxJ’
so dass Top y (M) abgeschlossen unter endlicher Durchschnittsbildung ist. Die Abgeschlos-
senheit von Topy (M) unter beliebiger Vereingungsbildung ist klar aus der Definition.

OJ

Ubung 1.81 Es seien (X’,77) und (X,7) topologische Réume, M C P(X) ein Men-
gensystem mit Topy(M) = T und g : X’ — X eine Abbildung. Zeigen Sie, dass
g: (X',T") = (X,T) genau dann stetig ist, wenn fiir alle U € M gilt: ¢g7'[U] € T.
Verwenden Sie dazu, dass Urbildbildung mit beliebigen Vereinigungsbildungen und end-
lichen Durchschnittsbildungen vertauscht.

Definition 1.82 (Initialtopologie einer Familie von Abbildungen) Gegeben sei ei-
ne Familie (f; + X — (Y;,S;i))ier von Abbildungen von einer Menge X in topologische
Raume (Y}, S;). Die Topologie

T :=Topx({f '[U]| i € I,U € §;})

wird Initialtopologie der Familie (f; : X — (Yi, S;))ier genannt. Die Familie (f; : (X,7) —
(Y3, S:))ier heifit dann initial.

Die Initialtopologie ist also die kleinste Topologie auf X, beziiglich der alle Abbildungen
(fi : X = (Y3, 81))ier stetig sind.

Ubung 1.83 (Initialtopologie bei halbmetrischen Riumen) 1. Esseien (Y}, d;),
i =1,...,n, halbmetrische Rdume, (X, 7") ein topologischer Raum und (f; : (X, 7)
n» initial. Zeigen Sie, dass 7 von der Halbmetrik

-----

d(z,y) = max, di(fi(x), fi(y)), =yeX

=1

erzeugt wird. Insbesondere ist die Topologie zur Produktmetrik auf Y1 x ... xY,
(siche Ubung 1.11) die Initialtopologie zu den kanonischen Projektionen.

2. Es seien (Y, d;), i € N, halbmetrische Raume, (X, 7) ein topologischer Raum und
(fi (X, T)— (Yi,Ta,))i=1.. n initial. Zeigen Sie, dass 7 von der Halbmetrik

,,,,,

d(w,y) =Y min{27 d;(fi(z), fi(y)}, wyeX

1€EN

erzeugt wird.
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Definition 1.84 Es seien (Y}, S;)ic; topologische Réume und

x=]Iv
il
deren kartesisches Produkt, also die Menge aller Familien (y;);c; mit y; € Y; fiir alle i € I.
Die Initialtopologie zu den kanonischen Projektionen (7; : X — Y;)jer, m;((¥i)ier) = yj,
wird Produkttopologie genannt.

Lemma 1.85 (Stetigkeit von Abbildungen in eine initiale Quelle) Gegeben sei ei-
ne initiale Familie (f; - (X, T) — (Y3, Si))icr von einem topologischen Raum (X,T) in

topologische Riume (Y;, S;). Auflerdem sei ein weiterer topologischer Raum (X', T") und

eine Abbildung g : X' — X gegeben. Dann ist g : (X', T") = (X, T) genau dann stetig,

wenn alle Abbildungen fiog: (X', T") — (Y;,S;), i € I stetig sind.

Beweis: Ist g : (X', T') — (X, T) stetig, so sind auch alle f;oqg : (X', T") = (Y3, S)),
i € 1, stetig, weil alle f; : (X, T) — (V;,S;) stetig sind.

Es sei umgekehrt f;og: (X', T") — (V;,S;) fiir alle ¢ € I, stetig. Dann gilt fiir alle i € [
und U € S;: g7[f; H[U]] € T'. Weil das System der Mengen“fi_l[U] mit i € I, U € §; die
Initialtopologie T erzeugt, folgt die Stetigkeit von g wegen Ubung 1.81.

O

Wir besprechen nun ein Gegenstiick zur Initialtopologie, bei dem gewissermafien alle Pfeil-
richtungen und die Rollen von “grofl” und “klein” umgedreht werden:

Lemma/Definition 1.86 (Finaltopologie) Es seien Y eine Menge, (X;, 7;)icr eine Fa-
milie von topologischen Réumen und (f; : X; — Y);es eine Familie von Abbildungen in
Y. Dann ist

T:={UCY|Viel: f'U €T}
die grifite Topologie auf Y, beziiglich der alle f; : (X;,7;) — Y stetig sind. Sie wird Final-
topologie auf X (beziiglich der gegebenen Daten) genannt. Die Familie von Abbildungen
(fi : (X3, T;) = (Y, T))ier nennen wir dann final.

Beweis:

e T ist eine Topologie: () € T gilt wegen f; '[}] =0 € T; fiir allei € I. Y € T folgt
ebenso wegen f;'[Y] = X; € T; fiir alle i € I. Sind nun U,V € T, so folgt fiir alle
i€l f7U), f7V] € T, also

fi_l[U nV]= fi_l[U] N fi_l[v] €T

und damit UNV € T. Ist schlieBlich (U;);e, eine Familie von Mengen in T, so folgt
fiir alle i € I und j € J: f7'[U;] € T;, also

Ju

jeJ

fit = U S e, (iel)

jeJ

und daher |J._,U; € T.

JjeJ
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o Alle f; : (X;,T;) = (Y, T), i € I, sind stetig. Dies folgt unmittelbar aus der Defini-
tion von 7.

e Ist S eine Topologie auf Y, beziiglich der alle f; : (X;,7;) — (Y,S), i € I, stetig
sind, so folgt S C 7. In der Tat: Ist U € S, so folgt fiir alle i € I: f; *[U] € T;, da
fi o (X5, Ti) = (Y, S) stetig ist, also U € T nach Definition von 7.

O

Ubung 1.87 (Stetigkeit von Abbildungen von einer finalen Senke) Beweisen Sie
folgendes Gegenstiick zu Satz 1.85:

Gegeben sei eine finale Familie (f; © (X, T;) — (Y, S))ier von topologischen Riumen
(X;, T;) in einen topologischen Raum (Y,S). Auferdem sei ein weiterer topologischer
Raum (Y',S") und eine Abbildung g : Y — Y’ gegeben. Dann ist g : (Y,S) — (Y',S')
genau dann stetig, wenn alle Abbildungen go f; - (X;,T;) — (Y',§'), i € I stetig sind.

Definition 1.88 (Quotiententopologie) Es sei (Y,S) ein topologischer Raum, ~ eine
Aquivalenzrelation auf Y, X = Y/~ der Quotientenraum, und f : Y — Y/~, f(x) = [z]~
die kanonische Abbildung. Die Finaltopologie 7 zur Abbildung f : (V,S) — Y/~ wird
Quotiententopologie zu Y und ~ genannt.

Beispiel 1.89 Fs sei (M,d) ein halbmetrischer Raum, ~ die Relation “Abstand 07, und
d' die auf dem Quotientenraum M/~ induzierte Metrik aus aus Lemma 1.9. Dann erzeugt
d' die Quotiententopologie auf M /~.

Beispiel 1.90 Es sei S := {z € C|;|z| = 1} der Einheitskreis und g : R — S*, g(z) =
e®. Dann ist g final. In der Tat: Ist U C S! eine Menge, so ist U genau dann offen in S?,
wenn ¢~ [U] offen in R ist. Die Richtung “=" folgt dabei aus der Stetigkeit von g, und die
Richtung “<” folgt so: Ist g~ '[U] offen in R, so ist R\ g~ [U] abgeschlossen in R. Also ist
K :=[0,27]\ ¢ '[U] = [0,27] N g ![S! \ U] abgeschlossen und beschrinkt, also kompakt.
Weil g stetig ist, ist auch g[K] kompakt, also abgeschlossen. Weil g[[0, 27]] = S, folgt
g|K] = g[[0,2n] N g7[S*\ U]] = S*\ U. Also ist U offen in S*.

Nun sei R/27Z der Quotientenraum von R modulo der Relation ~ auf R mit z ~ y :&
x—y € 217, versehen mit der Quotiententopologie. Es sei f : R — R/27Z, f(x) = x+27Z
die kanonische Abbildung und & : R/27Z — S, h(x + 27Z) := g(x) die von g induzierte
Abbildung. Offensichtlich ist & wohldefiniert, bijektiv, und es gilt ¢ = h o f. Nach Ubung
1.87 ist h stetig, da g stetig und f final ist. Umgekehrt folgt wegen f = h~'og nach Ubung
1.87 auch: A~ ! ist stetig, da f stetig und g final ist. Also ist i ein Homdomorphismus im
Sinne der folgenden Definition:

Definition 1.91 Eine bijektive, stetige Abbildung zwischen zwei topologischen Rdumen,
deren Umkehrung ebenfalls stetig ist, wird Homdomorphismus genannt. Zwei Rdume hei-
Ben homdéomorph, wenn es einen Homéomorphismus zwischen ihnen gibt.

Grob gesagt ist “Homdomorphie” der topologische Isomorphiebegriff.
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Lemma 1.92 (Finaltopologie unter Inklusionen) Essei (X, T) ein topologischer Raum
und (U;)ier eine Uberdeckung von X, also Uic; Ui = X. Wir versehen jedes U; mit der
Teilraumtopologie 7;. Dann ist die Familie der Inklusionsabbildungen (¢; : (U;, T;) —
(X, T))ier, ti(x) = z, final, wenn mindestens eine der folgenden drei Bedingungen erfiillt

1st:
1. Alle U;, i € I, sind offen;
2. I ist endlich und alle U;, 7 € I, sind abgeschlossen.

3. Alle U;, i € I, sind abgeschlossen und (U;);¢; ist lokal endlich im folgenden Sinn: Fiir
alle x € X gibt es eine offene Umgebung V' € T von z, fiir die {i € I| U; NV # 0}
endlich ist.

Beweis: Weil die ¢; stetig sind, ist nur noch unter den Voraussetzungen 1., 2. oder 3. zu
zeigen: Fiir alle U C X, fir die U N U; € T; fiir alle ¢ € I gilt, folgt U € T. Es sei so ein
U gegeben.

e Es gelte die Voraussetzung 1. Wir koénnen fiir jedes i € I wegen U N U; € 7T; nach
Definition der Teilraumtopologie ein V; € T mit V; N U; = U N U; wahlen. Dann
wissen wir V; NU; € T wegen U;, V; € T, und daher

v=un{Jui=Junu)={JVinu)eT

iel iel iel
e Voraussetzung 2. impliziert Voraussetzung 3. und wird deshalb dort mit behandelt.

e Es gelte die Voraussetzung 3., und es sei z € U gegeben. Es geniigt zu zeigen, dass
U eine Umgebung von x bzgl. T ist. Nach Voraussetzung 3. wihlen wir eine offene
Umgebung W € T von x, so dass E = {i € I| U;NW # (} endlich ist. Wir
betrachten das Komplement U¢ = X \ U von U. Fiir jedes i € I gilt: Weil U N U;
in U; offen ist, ist U° N U; in U; abgeschlossen, also auch abgeschlossen in X, da
U; in X abgeschlossen ist. Also ist W N U N U; abgeschlossen in W, und daher die
endliche Vereinigung | J,., W N U N U; abgeschlossen in W. Nach Definition von £
gilt jedoch

UWHWHM:UWﬂWﬂM:WﬂWﬂum:WﬂWﬂX:WﬂW
el el el

Damit ist gezeigt: W N U¢ ist abgeschlossen in W. Folglich ist W N U offen in W,
also offen in X, da W offen in X ist. Die Menge U ist also eine Umgebung von z in
X.

O
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Ubung 1.93 (Quotientenbildung in C U {co0}) Zeigen Sie, dass die Quotientenabbil-
dung ¢ : C x (C\ {0}) — C, ¢q(z,y) = z/y eine Fortsetzung zu einer stetigen Abbildung
Q : (CU{oo})?\ {(0,0), (c0,0)} — C U {oo}, jedoch keine Fortsetzung zu einer in
(0,0) oder in (00, 00) stetigen Funktion mit Werten in C U {oo} besitzt. Dabei werden
Teilmengen von (C U {o0})? mit der Teilraumtopologie zur Produkttopologie der Stan-
dardtopologie auf C U {oo} versehen.

1.7 Cauchyfolgen und Vollstindigkeit

Cauchyfolgen iiber halbmetrischen Rdumen sind eine naheliegende Verallgemeinerung von
Cauchyfolgen iiber R oder C, wie Sie sie aus der Analysis 1 kennen:

Definition 1.94 (Cauchyfolgen) Es sei (M, d) ein halbmetrischer Raum.

1. Eine Folge (ay,)neny mit Werten in M heifit Cauchyfolge, bzgl. d, wenn gilt:

Ve>03dn e NVE>nVI>n: dlag,a) < e

2. Der Raum (M, d) wird wollstindig genannt, wenn jede Cauchyfolge (a,)nen mit
Werten in M in (M, d) konvergiert.

Eine Teilmenge N C M heifit vollstdndig, wenn sie beziiglich der Einschrinkung von d
auf N x N vollstindig ist. Anders gesagt: N ist vollstindig, wenn jede Cauchyfolge mit
Werten in N einen Grenzwert in N besitzt.

Ubung 1.95 Zeigen Sie, dass jede konvergente Folge in einem halbmetrischen Raum eine
Cauchyfolge ist.

Ubung 1.96 Zeigen Sie, dass cine Folge (ay)neny mit Werten in M genau dann eine
Cauchyfolge ist, wenn gilt:

limsup sup d(ay,a,) =0.
n—oo m:m>n
Bemerkung 1.97 Im Gegensatz zur Konvergenz ist die Eigenschaft, Cauchyfolge zu sein,
eine metrische Eigenschaft, keine topologische Eigenschaft. Zum Beispiel erzeugen die
Standardmetrik d auf R und die Metrik &’ : R x R — R, d'(z,y) = | arctan x — arctan y|,
zwar die gleiche Topologie, doch (n),en ist zwar eine Cauchyfolge beziiglich d’, nicht
jedoch beziiglich d.

Ubung 1.98 (Vererbung der Cauchyfolgeneigenschaft) Zeigen Sie: Sind (M, d) und
(N, d") zwei halbmetrische Raume, f : M — N eine gleichméfig stetige Abbildung und
(@n)nen eine Cauchyfolge in (M, d), so ist (f(a,))nen eine Cauchyfolge in (N, d').

Ubung 1.99 (Cauchyfolgen mit konvergenten Teilfolgen) Es sei (ay,)nen eine Cauchy-
folge in einem halbmetrischen Raum (M, d), die eine gegen ein x € M konvergente Teil-
folge besitzt. Zeigen Sie, dass auch (a,)nen gegen x konvergiert.
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Aus der Analysis 1 wissen Sie, dass R und C, versehen mit der Standardmetrik, vollstéindig
sind. Vollstandigkeit vererbt sich auf Produkthalbmetriken:

Lemma 1.100 (Vererbung der Vollstindigkeit auf Produktmetriken) Sind (M;,d;),
1=1,...,n, vollstindige halbmetrische Riume, M = My x ... x M, und d: M x M — R
die Produktmetrik dazu, so ist auch (M,d) vollstindig.

Beweis: Es sei (a)ren eine Cauchyfolge mit Werten in M, ar = (a1, .., ak,). Dann
ist fiir alle ¢ = 1,...,n die Folge (ap;)ren eine Cauchyfolge mit Werten in M;. Dies
folgt aus Ubung 1.98: Bezeichnet namlich f; : M — M, die i-te kanonische Projektion,
i=1,...,n,so0 ist f; gleichméBig stetig, und es gilt f;(ax) = ax, fir alle & € N. Wegen
der Vollstandigkeit des Raums (M;, d;) konvergiert die Folge (ay;)ken fiir & — oo gegen
ein b; € M,;. Insbesondere gilt d(b;, ay;) — 0 fiir & — oco. Setzen wir b := (by,...,b,), so
folgt

d(b,ar) = max d(b;,a,;) s )

i=1,...,n
Also konvergiert die Folge (ax)ren gegen b.
O

Beispiel 1.101 (Vollstindigkeit von R™) Die Riume K" mit K € {R,C} und n €
N sind beziiglich der von der Norm || - || erzeugten Metrik vollstindig. Dies folgt mit

der Analysis 1 bekannten Vollstindigkeit von K aus dem vorhergehenden Lemma als der
Spezialfall M; =K, i =1,...,n.

Wir zeigen spiter (Satz 1.169), dass alle Normen auf R” dquivalent im Sinne von Ubung
1.64 sind. Es folgt dann, dass R™ vollstandig beziiglich jeder Norm ist. (Das Gleiche gilt
auch fiir C").

Wir besprechen nun eine Variante von Lemma 1.100 fiir kartesische Potenzen. Erinnern
Sie sich dazu an den Beschranktheitsbegrift:

Definition 1.102 (Beschrinktheit) 1. Eine Teilmenge N C M eines halbmetri-
schen Raums (M, d) wird beschrinkt genannt, wenn es ein r € Rt gibt, so dass fiir
alle z,y € N gilt: d(z,y) <.

2. Es sei I eine Menge. Eine Abbildung f : I — M heifit beschrankt, wenn ihr Wer-
tebereich f[I] beschrinkt ist. Mit M bezeichnen wir die Menge aller beschréinkten
Abbildungen f : I — M.

Fiir N # () kann man die Beschrinktheit auch dquivalent durch 3x € N Ir > 0: N C
Ud(x) charakterisieren.

Ubung 1.103 (sup-Metrik) Zeigen Sie: Ist I # O eine Indezxmenge und (M,d) ein
halbmetrischer Raum, so wird durch d : M} x MI — R, doo(f, g) = sup;e; d(fi, g;) eine
Halbmetrik auf M gegeben. Ist d sogar eine Metrik, so ist auch dy, eine Metrik.
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Lemma 1.104 (Vollstindigkeit beschrinkter kartesischer Potenzen) Ist (M, d) ein
vollstindiger halbmetrischer Raum und I eine Menge, so ist (M, dy,) ebenfalls vollstindig.

Beweis: Es sei (f,)nen eine Cauchyfolge in (M, d..). Es sei j € I gegeben. Die Auswer-
tungsabbildung &; : M} — M, 6;(f) := f(j) ist wegen

Vf.g € My : d(6;(f).0(9) = d(f(j),9(5)) < ds(f. 9)

gleichméBig stetig. Aus der Ubung 1.98 folgt damit, dass (f,,(j))nen eine Cauchyfolge in
M ist. Weil (M, d) vollstandig ist, konvergiert diese Folge gegen ein a(j) € M. Wihlen
wir fiir jedes j € I ein solches a(j) aus, so erhalten wir ein a € M!. Gegeben € > 0,
nehmen wir mit der Cauchyfolgeneigenschaft von (f,,)nen ein n(e) € N, so dass fiir alle
k,l € Nmit k, 1 > n(e) gilt: doo([fx, fi) <€, also d(fx(7), fi(7)) < € fiir alle j € I. Gegeben

k > n(e), erhalten wir wegen fi(j) H—O>O7;l a(j) und der Stetigkeit der Halbmetrik die
Aussage d(fx(7),0(4)) = limy_o0 d(fx(4), f1(4)) < € fiir alle j € I. Hieraus folgt einerseits
die Beschrinktheit von a, also a € M}, denn

sup d(a(i), (7)) < sup d(a(i), fue) () + A9 (D), fuie (4)) + dlfue (), al7)
,] 2Y)
1,)€
wegen fne) € M. Andererseits folgt doo(fr, b) < € fiir k > n(e), also f, n_)—°>°7—doo b. Damit
haben wir gezeigt: Jede Cauchyfolge (f,)nen in (M{, dy) konvergiert in (M, d..).

Beispiel 1.105 (Vollstiandigkeit von () Aus dem Lemma folgt: Ist I eine abzihlbare
Indexmenge und K € {R, C}, so ist ({>*(I,K), ||-||o0) vollstindig.* Es ist nidmlich (= (I,K) =
K! und do, die von || - ||« induzierte Metrik.

Fiir viele Anwendungen ist der Raum M zu groB. Allerdings vererbt sich die Vollstéindigkeit
auf abgeschlossene Teilrdume, wie das folgende Lemma zeigt:

Lemma 1.106 (Vollstindigkeit und Abgeschlossenheit) Jede abgeschlossene Teil-
menge N C M eines vollstdndigen halbmetrischen Raums (M, d) ist vollstandig. Ist d
sogar eine Metrik, so gilt auch umgekehrt: Jede vollstédndige Teilmenge N C M ist abge-
schlossen.

Beweis: Ist (M, d) vollstandig, N C M abgeschlossen und (ay,)nen eine Cauchyfolge mit
Werten in N, so konvergiert die Folge gegen ein x € M. Nach Lemma 1.49 ist x ein
Beriihrpunkt von NV, also x € N wegen der Abgeschlossenheit von N. Die Menge N ist
also vollsténdig.

4Wir nennen einen halbnormierten Raum vollstéindig, wenn der davon induzierte halbmetrische Raum
vollsténdig ist.
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Es sei umgekehrt N vollstéindig und d eine Metrik, sowie 2 € N ein Beriithrpunkt von N.
Nach Lemma 1.49 gibt es eine Folge (a,,)neny mit Werten in NV, die gegen x konvergiert.
Insbesondere ist diese Folge eine Cauchyfolge. Da N vollstindig ist, konvergiert sie auch
gegen ein y € N. Weil d eine Metrik ist, sind Grenzwerte von Folgen eindeutig, so dass
x =y folgt. Es folgt z € N. Also ist N abgeschlossen.

OJ

Wir nehmen nun an, dass die Indexmenge I selbst mit einer Topologie 7 versehen ist.
Wir untersuchen also einen topologischen Raum (/,7) und einen halbmetrischen Raum
(M, d). Es bezeichne Cy((I,T),(M,d)) (oder kurz Cy(I, M)) die Menge aller stetigen,
beschrinkten® Abbildungen f : I — M.

Satz 1.107 (Vollstéindigkeit des Raums stetiger beschrinkter Funktionen in
der sup-Metrik) Ist (I,T) ein topologischer Raum und (M, d) ein halbmetrischer Raum,
so ist der Teilraum Cy((I,T), (M, d)) von (M{,d.,) abgeschlossen. Ist (M, d) vollstindig,
so ist auch Cy((I,T), (M,d)) beziiglich d, vollstindig.

Beweis: Es sei (f,,)nen eine Folge mit Werten in Cy((1,T), (M, d)), die bzgl. dw gegen ein
a € M} konvergiert. Zu zeigen ist die Stetigkeit von a, also a € Cy((1,T), (M, d)). Hierzu
seien j € I und € > 0 gegeben. Wir miissen eine Umgebung U von j in (I,7) finden,
so dass fiir alle ¢ € U gilt: d(a(j),a(i)) < e. Weil (f,)nen gegen a konvergiert, finden wir
ein n € N mit doo(f,,a) < €/3. Insbesondere gilt d(f,(i),a(7)) < €/3 fir alle i € I. Weil
fn o I — M stetig ist, finden wir eine Umgebung U von j, so dass fiir alle i € U gilt:
d(fn(j), fn(i)) < €/3. Es folgt fiir diese i

. . . . . . . . € € €
d(a(j), a(@)) < d(al(); fa(5)) +d(fa(); fu(D)) + d(fald),a(@) < 3+ 3+ 3 =€
Damit ist die Abgeschlossenheit von Cy((1,T), (M, d)) gezeigt. Ist nun (M, d) sogar vollstiandig,
so folgt die Vollsténdigkeit von Cy((I,T), (M, d)) beziiglich d., hieraus mit Lemma 1.104
und Lemma 1.106.

O

Beispiel 1.108 Der Raum Cy(R,R) aller beschrinkten, stetigen Funktionen f: R — R
ist beziglich der Supremumsmetrik doo(f, g) = supger | f(x) — g(x)| vollstindig.

Ubung 1.109 (Unvollstzndigkeit von C([a, b]) beziiglich ||-[|,) Gegeben sei 1 < p <
00. Zeigen Sie, dass der Raum (C'([—1,1],R), | - ||,) aus Ubung 1.21 nicht vollstdndig ist.
Betrachten Sie dazu die Folge (f,,)neny mit f, : [-1,1] = R, f,(2) = max{0, min{1, nx}}.

Satz 1.110 (¢? ist vollstindig) FEs sei I eine abzihlbare Indexmenge, K € {R, C}, und
1 <p < oo Dann ist (?(1,K) beziiglich | - ||, vollstindig.

S« fiir “continuous”, “b” fiir “beschriankt” oder “bounded”
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Beweis: Fiir p = oo ist uns das schon aus Beispiel 1.105 bekannt. Wir diirfen also p < oo
annehmen. Es sei also eine Cauchyfolge (f,,)nen in £2(I) gegeben. Fiir jedes j € I gilt: Weil
die Auswertungsabbildung d; : #(I) — R, f + f(4), nach Ubung 1.73 gleichmBig stetig
ist, ist die Folge ( f,,(j))nen nach Lemma 1.98 eine Cauchyfolge in K, also konvergent gegen
ein a(j) € K. Wir setzen a = (a(j)),er. Zu zeigen ist nun a € (P(I) und ||f, —all, = 0
fiir n — oo. Hierzu verwenden wir das aus den Ubungen zur Analysis 1 bekannte

Lemma von Fatou fiir Reihen: Fiir alle (2, ;)nen jer € [0, 00]N!

E liminf z,, ; < liminf E T j-
n—oo n—oo

jel jel

qilt

(Im Falle konvergenter Folgen kann man natiirlich “lim” statt “liminf” schreiben.) Es
folgt damit einerseits

lally = > la()P = > lim |f,()P < limint Y| fu()P = lminf[|f]7. (1)

Jjel Jjel jel

Weil die Normabbildung || - ||, : (¢*(1),] - ||,) = (R,]-|) nach Lemma 1.59 gleichméfig
stetig ist, wird die Cauchyfolge (f,)nen nach Ubung 1.98 auf eine Cauchyfolge (|| fullp)nen
in R abgebildet. Diese ist insbesondere in R konvergent. Das bedeutet lim inf,,_, || fu|/, =
lim,, o0 || full, < 00, und wir erhalten zusammen mit (11) die Abschétzung ||a|, < oo,
also a € (P(1).

Andererseits folgt aus dem Lemma von Fatou auch fiir alle n € N:
Ifo = ally =D 1) = alDP = D 1) = Jim ()P =D lim |£a(f) = fulD)P
jel jel jel
< . . S\ -\ |p — . . o p n—oo
< %logf; [fa() = fu(DIP = liminf || £ = fiu [} =50,
J

wobei wir im letzten Schritt nochmal verwendet haben, dass (f,,)nen eine Cauchyfolge ist.
Die Folge (fy,)nen konvergiert also beziiglich || - ||, gegen a € ¢7(I).

O

1.8 Vervollstindigung

~

Definition 1.111 Es sei (M, d) ein halbmetrischer Raum. Ein Tripel (M, d, i), bestehend
aus einer Menge M, einer Metrik d auf M und einer Abbildung i : M — M, wird
Vervollstindigung von (M, d) genannt, wenn gilt:

1. i: (M,d) — (M,d) ist eine Isometrie.
2. Der Wertebereich i[M] ist dicht in (M, d).

3. Der metrische Raum (M, d) ist vollstindig.
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Beispiel 1.112 (R als Vervollstindigung von Q) Das Tripel (R, dg,i) mit der Stan-
dardmetrik dg auf R und der Inklusionsabbildung i : Q — R, i(r) = r, ist eine Ver-
vollstindigung des Raums (Q,dg) der rationalen Zahlen, versehen mit dem Standardab-
stand dg(r,s) = |r — s| firr,s € Q.

Ubung 1.113 (Dichtheit von Quadern mit dichten Seiten) Es seien (M, dy), k =
1,...,n mit n € N, halbmetrische Rd&ume mit dem Produktraum M = M; x ... x M,,
versehen mit der Produktmetrik d. Weiter sei A, C My, fiir k = 1,...,n. Zeigen Sie:

Al x ... x A, =A; x...x A,.

Folgern Sie: Ist fiir alle k = 1,...,n die Menge Ay dicht in (M, dy.), so ist auch A; x...x A,
dicht in M.

Ubung 1.114 (Vervollstiindigung von endlichen kartesischen Produkten) Es sei-
n (My,dy), k = 1,...,n mit n € N, halbmetrische Rdume mit dem Produktraum
M = M, x ... x M,, versehen mit der Produktmetrik d. Fiir jedes k = 1,...,n sei
(Mk, cZk, ix) eine Vervollstindigung von M. Es seien M := M, x ... x M, und d die Pro-
duktmetrik auf M zu dy, ..., d,, sowie i : M — M, i(x1,...,2,) = (iy(x1), ... in(zn)).
Zeigen Sie, dass (M, d, i) eine Vervollstindigung von (M, d) ist.

Satz 1.115 (Fortsetzung gleichméBig stetiger Abbildungen) Es seien (M, dy;) ein
halbmetrischer Raum, i : (M, dy) — (M, dM) eine Isometrie in einen metrischen Raum
(M, dy) mit dichtem Wertebereich i[M], (N,dy) ein vollstindiger metrischer Raum und
f:M— N eine Abbildung.

1. Ist f = (M,dy) — (N ciN) eine gleichmdpig stetige Abbildung, so gibt es eine
gleichmdfig stetige Abbildung F' : (M d) (N dN) mit f = F oi. Sie ist die
einzige stetige Abbildung F : (M,d) — (N, dy) mit f = F oi.

2. Sind die Einschrinkungen von f auf beliebige beschrinkte Mengen A C M gleichmdfig
stetig, so gibt es eine eindeutige stetige Abbildung F : (M d) — (N dN) mit
f = F oi. Fingeschrinkt auf beliebige beschrinkte Teilmengen von M st sie so-
gar gleichmafig stetig.

Insbesondere ist dieses Lemma anwendbar, wenn (M  dar, i) eine Vervollstandigung von
(M, d) ist.

Beweis: Wir definieren zunéichst F : M — N unter der Annahme, dass f gleichméBig
stetig auf beschréinkten Mengen ist. Hierzu sei y € M. Weil i[M] dicht in M ist, kénnen

wir eine Folge (7,)nen in M mit hmn M i(x,) = y wihlen. Insbesondere ist (i(z,))nen
eine Cauchyfolge in (M, dy) und daher (i,)ney eine Cauchyfolge in (M,dy), da i eine
Isometrie ist. Die gleichmiBige Stetigkeit von f : (M, dy) — (N,dy) und Ubung (1.98)
implizieren dann, dass (f(2,))nen eine Cauchyfolge in (N d N) ist. Weil (N d N) vollstandig
ist, konvergiert sie gegen ein z € N. Wir setzen F (y) := z, miissen aber noch zeigen, dass

dies wohldefiniert ist: Ist (2 )nen eine weitere Folge in M mit hmn M oi(x)) = y und
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Z = hmn_mo f(x7,), so folgt dps(n, 27,) = dp(i(zy),i(x)) — 0 fiir n — oo, also wegen

n

der Stetigkeit der Metrik dy und der gleichméfligen Stetigkeit von f:

~

(2, #) = lim d(f(z,). f(z})) = 0.

Da dy eine Metrik ist, folgt z = 2/ und damit die Wohldefiniertheit von £

Nun zeigen wir, dass das die so definierte Abbildung F' : M — N gleichméafig stetig ist.
Wegen der gleichmifligen Stetigkeit von f gibt es eine Abbildung ¢ : R™ — R, so dass
gilt:

A

Ve>0Vr,y € M : dy(x,y) <d(e) = dn(f(x), f(y)) <e

Wir zeigen, dass dann auch gilt:
Ve > 0Va,y € M: dy(z,y) < d(e) = dy(F(z), F(y)) < e.

Hierzu seien € > 0 und z,y € M mit dy(z,y) < 6(¢) gegeben. Weil i[M] dicht in M ist,
konnen wir Folgen (z,,)nen, und (Y, )nen, mit Werten in M withlen, fiir die i(z,,) — @ und
i(yn) — y fiir n — oo bzgl. dyy gilt. Weil 4 isometrisch ist, folgt mit Stetigkeit der Metrik
dMi

lim dy (2, yn) = llm Ao (i(20),i(yn)) = das(2,9) < 5(€)

n—oo

also dys(x,, yn) < d(€) fiir alle geniigend groflen n € Ny. Fiir diese n folgt

~

dn(f(xn), f(yn)) <€

also

An(F (@), F(y)) = lim d(f(ra), f(5) <

wobei wir f(z,) — F(z), f(y.) — F(y) und die Stetigkeit der Metrik dy verwendet
haben.

Nun zeigen wir f = F o 4. Hierzu sei x € M gegeben. Wir wéhlen die konstante Folge
(2 = @)pen,, fiir die offensichtlich i(x,) — i(z) in (M, dy,) gilt. Nach Definition von F
folgt F(i(x)) = lim, o f(z,) = f(z), also f = F o i, wie behauptet.

Als niichstes zeigen wir: Ist G : (M, CZM) (N,dy) eine weitere stetige Abbildung mit
Goi = f,sogilt G = F. Hierzu sei x € M gegeben. Wir wéhlen wieder eine Folge (2, )nen,
in M, fiir die i(z,) fir n — oo in (M, dy) gegen z konvergiert. Wegen der Stetigkeit von
G konvergiert dann f(z,) = G(i(xy,)) fiir n — oo in (N,dy) gegen G(z) konvergiert.
Weil f(z,) nach Definition von F' gegen F'(x) konvergiert, folgt G(z) = F(x) wegen der
Eindeutigkeit des Grenzwerts in metrischen Rdumen. Das zeigt G = F'. Man beachte, dass
dieser Nachweis von ' = G nur die Stetigkeit von F' und G, nicht jedoch gleichméfige
Stetigkeit benottigt.

Nun sei f : (M,dy) — (]\7 ,JN) eine Abbildung, deren Einschrinkungen auf beliebige
beschrinkte Mengen A C M gleichmifig stetig sind. Der Fall M = () ist trivial; deshalb
nehmen wir M # () an.

Zu jeder beschrinkten Menge B C M gibt es eine beschrankte Menge A C M, so dass
B C i[A] gilt. In der Tat: Gegeben solch ein B und ein x € M, finden wir ein r > 0
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mit B C U™ (i(z)). Setzen wir A := U%(z). Insbesondere ist A in (M, dy;) beschrénkt.
Nun sei b € B gegeben. Zu zeigen ist nun b € i[A]. Weil i[M] dicht in M ist, finden
wir eine Folge (by,)neny in M mit hmn_mo i(by) = b. Wegen dys(,by) = dp(i(z),i(by)) —
da(i(), b) < r fiir n — oo gilt du(z,b,) <1, also b, € A fiir alle gentigend grofien n.
Wegen llmn_>OO i(b,) = b folgt b € i[A] nach Lemma 1.49.

Gegeben n € N, setzen wir nun B, := U (i(z)) und A, := U (z), so folgt B, C i[A,]
nach dem eben Gezeigten. Da f eingeschrinkt auf A, gleichméafig stetig ist und i[A,,] dicht
in i[A,] ist, gibt es eine eindeutig bestimmte gleichmiiBig stetige Abbildung F,, : i[A,] — N
mit F,(i(z)) = f(z) fir v € A,. Weil auch F,,1(i(z)) = f(x) fir z € A, gllt und auch
Foy1 auf i[A,] C i[Ayq1] gleichmiBig stetig ist, folgt, dass Fqq @ i[Ap41] — N eine
Fortsetzung von F), : i[A,] — N ist.

Wir haben daher eine gemeinsame Fortsetzung F : M — N aller F), : i[A,] — N, wobei
wir M 2 U, ey i[An] 2 U, yen Bn 2 M verwenden. Insbesondere gilt Foi(x) = f() fiir alle
x € M. F ist stetig, da es eingeschriankt auf jede der Mengen in der offenen Uberdeckung
(Bn)nen stetig ist.

Die Eindeutigkeit von F' wurde schon oben gezeigt.

O

Korollar 1.116 (Hochheben von Abbildungen auf die Vervollstindigung) Es sei-
en (M,dy) und (N,dy) halbmetrische Riume mit Vervollstindigungen (M, dys,iy) und
(N,dy,iy). Weiter sei f: M — N eine Abbildung.

1. Ist f: (M,dy) — (N,dn) gleichmifig stetig, so gibt es eine eindeutig bestimmte
gleichmapsig stetige Abbildung F : (M, dy) — (N,dy) mit Foiy =iyo f.

2. Ist f : (M,dy) — (N, dy) eingeschrinkt auf beliebige beschrinkte Mengen gleichmdpig
stetig, so gibt es eine eindeutig bestimmte stetige Abbildung F' : (M dM) (N dN)
mit Foiy = iy o f. Die Abbildung F ist eingeschrdinkt auf beliebige beschrinkte
Mengen gleichmdflig stetig.

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus dem Satz 1.115, angewandt auf iy o f.
O

Korollar 1.117 (Eindeutigkeit der Vervollstindigung) Sind (M, d;,i1) und (Ms, dy, is)
zwei Vervollstindigungen des gleichen halbmetrischen Raums (M,d), so gibt es eine ein-
deutige isometrische Bijektion j : (My,dy) — (M, ds) mit j oiy = is.

Beweis: Weil iy : (M,d) — (]\}[2,0?2) isometrisch, also auch gleichméfig stetig ist, und
weil (M, dy,i1) eine Vervollstindigung von (M, d) ist, gibt es nach dem Satz 1.115 eine
eindeutig bestimmte stetige Abbildung j : (Ml, dl) (MQ, dg) mit joi; = iy. Ebenso — mit
vertauschten Rollen von “1” und “2” — gibt es eine eindeutig bestimmte stetige Abbildung
k - (Mg,cig) — (Mg,dg) mit k oy = i;. Es folgt ko joiy = koiy =i =idy, oi;. Es folgt
koj=idy,, weil i;[M] dicht im metrischen Raum (M, d,) ist. Mit vertauschten Rollen
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von “1”7 und “2” folgt ebenso j o k = idy,. Die Abbildungen j und k sind also invers
zueinander, also Bijektionen. Da 4y und i isometrisch sind, folgt fiir alle x,y € M:

A

da(j(i1(2)), §(i1(y))) = dalia(2),i2(y)) = d(z,y) = di(ir(2), 81 (y))-

Die Einschriankung von j auf i;[M] ist also isometrisch.

Wir betrachten nun die Abbildung f : M; x M; — R, f(z,y) = da2(j(x),j(y)). Da j und
dy stetig sind, ist auch f stetig, und auf der dichten Teilmenge i, [M] x i;[M] von M,y x M,
(siehe Ubung 1.113) stimmt f mit d; iiberein. Mit Ubung 1.75 folgt f = dy. Also ist Ji
eine [sometrie.

O

Wir beschéftigen uns jetzt mit der Existenz von Vervollstdndigungen.
Die Hauptarbeit der Konstruktion steckt in folgendem Lemma:

Lemma 1.118 (Raum der Cauchyfolgen) FEs sei (M,d) ein halbmetrischer Raum und
CFys die Menge aller Cauchyfolgen auf (M, d).

1. Durch
dCF . CFM X CFM — R7 dCF((xn)neNa (yn)neN) = nh_{gO d<xm yn)

wird eine Halbmetrik auf CFy; definiert.
2. Der halbmetrische Raum (CFyr, dcr) ist vollstindig.

3. Die Abbildung i : (M,d) — (CFy,der), i(x) = (T)pen, die jedem x € M die
konstante Cauchyfolge mit dem Wert x zuordnet, ist eine Isometrie.

4. Der Wertebereich i[M] ist dicht in (CFr, dcr).

Beweis:

1. Sind = = (2)neny und ¥y = (yn)nen Cauchyfolgen in (M, d), so ist ((zn, Yn))nen eine
Cauchyfolge im Raum M x M beziiglich der Produktmetrik, also (d(x,, yn))nen
eine Cauchyfolge in R, da d gleichméfig stetig ist. Also existiert lim,, o d(x,, yy),
so dass dcp wohldefiniert ist. Weiter gilt dep(z,y) = dor(y, ) > 0, weil d(z,, y,) =
d(Yn, x,) > 0 fir alle n € N gilt. Ist z = (25, )nen €ine weitere Cauchyfolge in (M, d),
so folgt die Dreiecksungleichung

n—o0

Damit ist gezeigt, dass dcp(x,y) eine Halbmetrik ist.
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2. Der folgende Beweis der Vollstandigkeit von (CFyy, der) ist der komplizierteste Teil
des Lemmas:

Es sei (z;)jen eine Cauchyfolge in (CFys, dep). Wir schreiben z; = (2;,)nen fiir
jedes j € N. Zu zeigen ist nun, dass die Cauchyfolge (z;),en in (CFas, dor) gegen
ein y € CF); konvergiert.

Weil () en eine Cauchyfolge in (CFyy, dor) ist, konnen wir eine Funktion J : Rt —
N wahlen, so dass

Ve > 0V, 5 > J(€) : dop(zj,x5) < e. (12)
Insbesondere gilt
Ve > 00,0 €10,€¢| : der(z(s), ) < €. (13)
In der Tat: Es seien € > 0 und §,¢" € |0, €] gegeben. Dann gilt nach der Wahl von J
im Fall J(0) < J(¢'):
dCF<IJ(5), xj((;/)) <0<e
und im Fall J(§) > J(¢):

der (), T ) <0 < e

Da z; = (zjn)nen fir jedes j € N eine Cauchyfolge in (M, d) ist, kénnen wir eine
Funktion N : N x R* — N wihlen, so dass gilt:

VjeNVe>0Vn,n' > N(j,e): d@jn,xjn) <e. (14)
Da fiir alle j, j' € N gilt:
imd(jm, wjrm) = dor (25, 25),
konnen wir eine Funktion K : N x N x R"™ — N wiihlen, so dass gilt:

Vi, 7 € NVe>0Vm > K(j,5',€) : |d(x)m,xjrm) — dor(z;, x5)| < €. (15)

Weiter sei (€, )qen eine gegen 0 konvergente Folge positiver Zahlen, z.B. ¢, = 1/n.

Wir definieren nun die Folge y = (¥ )neny mit Werten in M durch folgenden “Dia-
gonalfolgenansat?”:

Yn = TJ(en),N(J(en) en) (16)
Wir zeigen nun, dass y eine Cauchyfolge in (M, d) ist, d.h. dass gilt:

Ve >03ng € NVn,n' > ng: d(yn, yn) < €.
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Hierzu sei € > 0 gegeben. Wir wéhlen ny € N so grof}, dass gilt:

Nun seien n,n’ > ngy gegeben. Insbesondere gilt hierfiir €, <
kiirzen ab: j := J(e,), 7' := J(€x) und setzen

3 und €, < 7. Wir

€

m = max{N(j, ), N(j, en), K(j, 5, Z)}‘

Dann gilt:
A(Yns Ynr) < d(Yn, xjm) + d(xj,ma xj’,m) + d(xj’,ma Yn')-

Wir schétzen die drei Summanden auf der rechten Seite einzeln ab: Fiir den ersten
Summanden erhalten wir wegen (14) und der Wahl von m:

€
d(yn7$j,m) = d(ajj,N(j,en):xj,m) < €p S Z
Das gleiche Argument liefert fiir den dritten Summanden

I

d(yn’7$j’,m> = d(xj/,N(j',en/)u xj’,m) < €En’ <

Den zweiten Summanden schétzen wir mit (15) unter Verwendung von m > K(j, j', §)
ab:

€
A(Zjms Tjrm) < dop(Tg, 2j0) + |d(Tjm, Tjrm) — der (), 25)| < dop(xj, 250) + 2

Weiter erhalten wir mit (13), angewandt auf €/4 statt € und €,, €, fir J, 8"

1 m

dor (25, 2) = der (T 5(e,)s Tage,)) <

Zusammengefasst:

€ € € €
d N<—Fot—t-=c

Damit ist y € CF); gezeigt.

Wir zeigen nun, dass die Folge (z;);jeny im Raum (CFys, derp) gegen y konvergiert.
Zu zeigen ist also
Ve>0d7 € NVI > j:dep(z,y) < e

Hierzu sei € > 0 gegeben. Wir setzen j = J(€/6). Nun sei I € N mit [ > j gegeben.
Insbesondere gilt wegen (12):

dCF(QZl, SC]') <

D™

Wir erhalten

€
dor(z1,y) < dep(xy, 25) + dop(z),y) < G + der(zj,9). (17)
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Weil limy, 0 d(%j 5, Yn) = der (24, y), finden wir ein ny € N, so dass gilt:
Wi 2 ng : | y) — der(e;,9)| <
Wir wihlen n € N so grof3, dass gilt:
(a) n > n,
(b) n> N(j,§),
(c) en <3

Dann gilt

€
dCF(xja y) S |d(xj,n7yn) - dCF(xja y)| + d<xj7n7 yn) < 6 + d(xj,’myn)a

also in (17) eingesetzt:

€ € €
der(z1,y) < 6 + 6 + d(Tjn,Yn) = 3 + d(Tj,, Yn)-

Wir setzen j' = J(€,), n' = N(j',¢,) und
m = max{N(j, ), K(j. 7, )}

Insbesondere gilt y,, = x;/,,» nach der Definition (16) von y. Wir erhalten
A( i, Yn) = AT, Tyrr) < A(Tjims Tjm) + A(@jms Tyrm) + A g7, )

Schatzen wir die drei Summanden auf der rechten Seite einzeln ab:
€

6
gilt wegen (14) und n,m > N(j, 5); siehe (b). Ebenso gilt

d(Ij,na Ij,m) <

€
AT ms Tjr ) < €p < 6

wegen m,n’ > N(j',¢€,), (14) und (c). SchlieBlich gilt
A(jm; Tjtm) < Nd(Tjm, Tjrm) — dor (25, )| + dor (25, 250).
Wir schétzen auch hier die Summanden auf der rechten Seite einzeln ab: Aus (15),
angewandt auf /6 statt e, folgt
€
|A(@gm, 2jrm) = der (2 2p)] < &

wegen m > K(j,j',¢/6). Wegen (13), angewandt auf €/6 statt ¢ und €/6, ¢, € ]0, /6]
statt 9, 0’, folgt

der (2, 25) = der(Ti(e/6), Ta(en)) <

D™
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Fassen wir alle Abschétzungen zusammen:

€ € €

d imy Tjtm) < = P
(jm» Tjr,m) 6+6 3
+

2
A(Tjns Yn) < d(Zj0, Tjm)

€ € €
d imy Lj'm d i'm, i) < = T 5T = = €,
(Tjms Tjrm) + A(Zjrns Tjt ) 6+3+6 35

€ € 2
der(71,y) < 3 + d(Tjn, Yn) < 3 + 36T ¢
Damit ist bewiesen, dass die Folge (x;) eny im Raum (CFy/, der) gegen y konvergiert.
Also ist (CFyy, deor) vollstandig.

3. Es seien z,y € M und i(x),i(y) € CF) die konstanten Folgen mit Wert x bzw. y.
Dann gilt:

Also ist i : (M,d) — (CFy, der) eine Isometrie.

4. Um zu zeigen, dass i[M] dicht in (CFy/, dcr) ist, sei © = (2,)neny € CFpy gegeben.
Wir zeigen, dass die Folge (i(x,,))nen in (CFypy, dCF) gegen x konvergiert. In der Tat:

n—oo

dep(i(z,),z) = lim d(z,,x,) < sup d(zp, x,) — 0

m—+0o m: m>n

folgt mit Ubung 1.96, weil (2,)ney eine Cauchyfolge ist.
]

Im Allgemeinen ist jedoch dcr jedoch keine Metrik, selbst dann nicht, wenn d eine Metrik
ist. Daher ist (CFj,dcr, %) noch nicht ganz die gesuchte Vervollstandigung. Sind zum
Beispiel z und y zwei konvergente Folgen (M, d), die gegen den gleichen Grenzwert kon-
vergieren, so gilt dep(z,y) = 0, obwohl z und y i.A. verschieden sein kénnen. Um aus
(CF s, der, i) eine Vervollstédndigung von (M, d) zu gewinnen, verkleben wir noch Punkte
mit Abstand 0:

Satz 1.119 (Existenz der Vervollstindigung) Ist (M,d) ein halbmetrischer Raum,
so gibt es eine Vervollstindigung (M, d,1) von (M,d).

Beweis: Es sei (M,d) der nach Lemma 1.9 durch Verkleben von Punkten mit Abstand
0 aus dem Raum (CF 7, dep) gewonnene metrische Raum und ¢ : (CF gy, dep) — (M, d)
die kanonische Abbildung (“Verklebeabbildung”). Die Abbildung ¢ ist surjektiv und iso-
metrisch. Insbesondere ist eine Folge (z,)nen in (CFyr, dor) genau dann eine Cauchy-
folge, wenn ihr Bild (:(x,)) eine Cauchyfolge in (M,d) ist, und genau dann konvergent
in (CFy,der), wenn (u(2))nen in (M, d) konvergiert. Damit erbt der Raum (M, d) die
Vollsténdigkeitseigenschaft von (CFy, der). Nun sei i @ (M, d) — (CFy,dor) die Isome-
trie aus Lemma 1.118. Wir setzen 7 := 0 : (M, d) — (M, d). Dann ist auch i eine
Isometrie, und das Bild 2[M] ist dicht in (M,d), weil i[M] dicht in (CFy, der) und ¢
surjektiv ist. Also ist (M .d, 1) die gesuchte Vervollstéindigung.
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Weil die Vervollstandigung bis auf eine eindeutige bijektive Isometrie eindeutig ist, spre-
chen wir ab nun von “der” Vervollstandigung eines Raumes (M, d) statt von “einer”
Vervollstandigung. Trotzdem ist es in manchen Anwendungen niitzlich, eine “konkretere”
Realisierung der Vervollstindigung als die “abstrakte” Konstruktion mit Aquivalenzklassen
von Cauchyfolgen zur Verfiigung zu haben.

Der Fall, dass d selbst eine Metrik auf M ist, ist besonders wichtig. Hier ist 7 : (M, d) —
(M d) eine isometrische Injektion. In diesem Fall identifizieren wir ab jetzt jedes x € M
mit 2(z) € M und fassen somit M als eine Teilmenge von M und d als eine Fortsetzung
von d auf.

Beispiel 1.120 (Konstruktion von R) Als Beispiel erhalten wir die Menge der reel-
len Zahlen (R,dg) versehen mit der Standardmetrik als Vervollstindigung (Q,dg) der
Menge der rationalen Zahlen (Q,dg) mit der Standardmetrik. Allerdings enhélt diese
Konstruktion der reellen Zahlen als Aquivalenzklassen von rationalen Cauchyfolgen noch
einen kleinen Zirkelschluss, weil wir bei der Konstruktion der Vervollstéindigung an einigen
Stellen schon reelle Zahlen verwendet haben, z.B. in der Definition der Cauchyeigenschaft
einer Folge (a,)nen € QM:

Vee R" In e NVE, I >n:|ap —a] <e.

Dieser Zirkelschluss lédsst sich aber leicht auflosen, indem man die Verwendung von re-
ellen Zahlen vermeidet, bevor sie konstruiert sind, zum Beispiel unter Verwendung der
dquivalenten Definition

Ve e Q" In e NVE, I >n:|ax —a <e.

Die arithmetischen Operationen +, - : R x R — R erhélt man durch Hochheben der ent-
sprechenden Operationen +, - : QQ x Q — Q nach Korollar 1.116. Man beachte hierbei, dass
+ und - auf Q gleichméssig stetig auf beschrankten Mengen sind. Die arithmetischen Ge-
setze (Kommutativgesetze, Assoziativgesetze, Distributivgesetz etc.) vererben sich nach
Ubung 1.75 mit Dichtheits- und Stetigkeitsargumenten von Q auf R. Ebenso wird die
Ordnungsrelation <C Q x Q durch Abschlussbildung in R x R von @ auf R hochgehoben.

Wir verzichten hier auf die Ausfithrung der Details.

Beispiel 1.121 (Vervollstindigung (halb-)normierter Réume) Ist (V, ||||) ein nor-
mierter Raum iiber K € {R,C}, so wird die Vervollstandigung V' von V wieder zu ei-

nem normierten Raum (V, || - ||), indem man die Vektorraumoperationen + : V x V,
- KxV — V und die Norm || - || : V' — R mittels Korollar 1.116 zu entsprechenden
Operationen + : V x V, - : KxV — Vund || - || : V — R hochhebt. Dazu verwen-

det man die gleichméBige Stetigkeit dieser Operationen auf beschrinkten Mengen; siche
Beispiel 1.71. Die Regeln fiir die Vektorraumoperationen (Kommutativ- und Assoziativ-
gesetz fiir + etc.) und fiir die Norm (siehe Definition 1.3) vererben sich mit Dichtheits-
und Stetigkeitsargumenten wie in Ubung 1.75 auf die Vervollstindigung.
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Beispiel Dreiecksungleichung: D = {(z,y) € V x V| |lz|| + |lyll = |z + y|| > 0} ist
abgeschlossen, denn es ist das Urbild der abgeschlossenen Menge [0, oo[ unter der stetigen
Abbildung V x V 3 (z,y) — ||lz|| + lyl| — |z + y|| € R. Weiter enthiilt D die dichte
Teilmenge V' x V, da die Dreiecksungleichung in (V, || - ||) gilt. Also ist D =V x V, d.h.
die Dreiecksungleichung gilt in (V]| - ||).

Die Vervollstandigung eines normierten Raums liefert also einen vollsténdigen normierten
Raum.

Ist (V,(-,-)) sogar ein Préhilbertraum, so hat auch das Skalarprodukt eine eindeuti-
ge Fortsetzung zu einem Skalarprodukt auf der Vervollstdndigung. Die dabei benétigte
gleichméBige Stetigkeit des Skalarprodukts auf beschrankten Mengen gilt ndmlich nach
Beispiel 1.71.

Die Vervollstéandigung eines Prihilbertraums liefert also einen vollstédndigen Prahilbertraum.

Definition 1.122 (Banachraum, Hilbertraum) Ein vollstdndiger normierter Raum
wird Banachraum genannt. Ein vollstandiger Prahilbertraum heifit Hilbertraum.

Die Vervollstandigung eines normierten Raums bzw. eines Préahilbertraums liefert also
einen Banachraum bzw. einen Hilbertraum.

Beispiel 1.123 (R™ als Banachraum; die Riume L?([a,b])) Fir n € N und K €
{R,C} ist K" beziiglich jeder Norm darauf ein Banachraum. Ebenso ist fiir 1 < p < oo
und jede abzihlbare Menge I der Raum ¢P(I,K) ein Banachraum beziiglich || - [|,; die
Vollstindigkeit gilt nach dem Satz 1.110. Fiir p = 2 wird ¢*(I,K) und K" mit dem
Standardskalarprodukt sogar zu einem Hilbertraum. Fiir 1 < p < oo und a < b ist
(C([a,b],K), ]| - ||,) nach Ubung 1.109 jedoch unvollstindig. Vervollstindigung davon lie-
fert einen Banachraum, der (L*([a, b], K), ||-||,) genannt wird. Im Fall p = 2 erhélt man aus
(C([a,b],K),(-,-)) durch Vervollstindigung sogar einen Hilbertraum (L?(|a,b],K), (-,-)).
In der Analysis 3 werden wir eine “konkrete” Realisierung von L?([a, b], K) als Funktio-
nenraum mit Verkleben besprechen. Insbesondere ist LP([a, b], K) grofer als der Raum der
Riemann-integrierbaren Funktionen R([a, b], K).

Ubung 1.124 (Approximation einer Sprungfunktion durch stetige Funktionen)
Es seia > 0und f, : [—a,a] = R, f,(z) = min{1, max{0,n(a/2 — |z|)}} fiir n € N. Zei-

gen Sie, dass die Folge (f,)nen in (L?([—a,a],K),| - ||2) gegen ein f € L?*([—a,al,K)

konvergiert. Zeigen Sie || f|l2 = v/a.

Ubung 1.125 Es seien 1 < p < 0o, a > 0, und f, : [0,1] = R, f,(z) = min{n, 2=} fiir
n € N, wobei wir formal 0~% := 400 setzen. Bestimmen Sie, fiir welche Werte von p und

a die Folge (fy)nen in (LP([0, 1], K), || - ||,) konvergiert.

Ubung 1.126 Zeigen Sie fiir a < b, dass die Menge M = {f € C([a,b],K)| f(a) = f(b)}
dicht in (C([a,b],K), | - ||2) und in (L*([a, b],K), || - ||2) ist.
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Beispiel 1.127 (p-adische ganze Zahlen) Es sei p eine Primzahl und d, die p-adische
Metrik auf Z aus Beispiel 1.2.3. Die Vervollstéindigung (Z,,d,) von (Z,d,) wird Menge
der p-adischen ganzen Zahlen genannt. Nach Ubung 1.72 sind die arithmetischen Opera-
tionen +, - : Z x Z — Z beziiglich d,, gleichmé&Big stetig, konnen also nach Korollar 1.116
zu gleichmiflig stetigen Operationen +, - : Z, x Z, — Z,. hochgehoben werden. Mit dem
Stetigkeits- und Dichtheitsargument aus Beispiel 1.75 vererben sich auch die Assoziativ-
gesetze, Kommutativgesetze, das Distributivgesetz und Eigenschaften von 0 und 1 von
(Z,+,-) nach (Z,,+,-). Damit wird (Z,, +,-) zu einem kommutativen Ring mit 1.

Ubung 1.128 (p-adische Zahlendarstellung) Es sei p eine Primzahl und (ay,)ney eine
Folge mit Werten in {0, 1,...,p — 1}. Zeigen Sie, dass die Reihe

)
k=0 neN

Ubung 1.129 (—1/4 als Element von Zs) Wir setzen
xr = Z 5",
k=0

wobei die Konvergenz der Reihe in (Zs, 655) gemeint ist. Zeigen Sie: 4r = —1. In diesem
Sinn ist —1/4 € Zs.

in (Z,,d,) konvergiert.

1.9 Der Banachsche Fixpunktsatz

Ubung 1.130 Geben Sie eine beliebige Zahl « in Thren Taschenrechner ein und driicken
Sie immer wieder (im Bogenmaf-Modus) die Cosinus-Taste. Wiederholen Sie das Experi-
ment mit anderen Zahlen. Beschreiben Sie, was Sie beobachten.

Definition 1.131 (Fixpunkt) Es sei M eine Menge und f : M — M eine Abbildung.
Ein Punkt x € M heit Fizpunkt der Abbildung f, wenn f(x) = z gilt.

Wir beschéftigen uns in diesem Abschnitt mit einem hinreichenden Kriterium, dass eine
Abbildung f : M — M einen eindeutigen Fixpunkt besitzt.
Hierzu definieren wir:

Definition 1.132 (Kontraktion) Es sei (M, d) ein halbmetrischer Raum. Eine Abbil-
dung f : M — M heifit eine Kontraktion, wenn es eine reelle Zahl K < 1 gibt, Kontrak-
tionskonstante genannt, so dass fiir alle z,y € M gilt:

d(f(x), f(y)) < Kd(z,y).
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Achtung, hiufige Fehlerquelle: Die Kontraktionskonstante A muss unabhéngig von z
und y sein, also gleichmdfiig in z und y gewéhlt werden. Um zu zeigen, dass f: M — M
eine Kontraktion ist, ist es nicht hinreichend, fiir alle z,y € M mit x # y die Aussage
d(f(x), f(y)) < d(z,y) zu zeigen. Zum Beispiel gilt diese Aussage zwar fiir die Cosinus-
funktion auf R beziiglich der Standardmetrik (Ubung: warum?); dennoch ist cos : R — R
keine Kontraktion. (Warum nicht?)

Beispiel 1.133 Die Cosinusfunktion bildet [—1,1] in [—1,1] ab, und fiir K :=sinl < 1
gilt: cos : [—1,1] — [—1,1] ist eine Kontraktion. In der Tat gibt es nach dem Mit-
telwertsatz der Differentialrechnung fiir alle z,y € [—1,1] ein £ zwischen z und y mit
|cosz — cosy| < [sinél||z —y| < K|z —y.

Der folgende Satz ist das wichtigste Werkzeug der Mathematik zur Losung von
Gleichungen und Gleichungssystemen, nicht nur iiber R, sondern z.B. auch in R”
und in Funktionenrdumen. Auf ihm beruhen nicht nur viele theoretische Existenzbeweise,
sondern auch zahlreiche numerische Verfahren.

Satz 1.134 (Banachscher Fixpunktsatz) Ist f : M — M eine Kontraktion auf einem
nichtleeren vollstindigen metrischen Raum (M, d), so besitzt f genau einen Fixpunkt x*.

Ist x € M ein beliebiger Punkt und definiert man rekursiv:

xo:=x, Tpi1 = f(x,) firn € Ny,

so qilt ©, == x*. Bezeichnet K < 1 eine Kontraktionskonstante von f, so gilt fiir alle

n e No.'

n

1_ Kd(l’o,l’l) (18)

a-priori-Abschitzung: d(x,,z") <

K
a-posteriori-Abschitzung: d(xpi1,2") < ﬁd(xn, Tnt1) (19)

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass es hochstens einen Fixpunkt von f geben kann. Hierzu
seien z* € M und yx € M mit f(z*) = z* und f(y*) = y* gegeben. Dann folgt
d(a®,y") = d(f(2"), f(y")) < Kd(z", y")
also
(1—K)d(z",y") <0.
Wegen K < 1 folgt d(z*,y*) <0, also z* = y*.

Nun seien € M ein beliebiger Punkt und die Folge (2,)nen, hierzu wie oben definiert.
Grob gesagt beruht der Beweis auf einem Vergleich von Absténden zwischen Folgenglie-
dern mit einer geometrischen Summe. Genauer gesagt zeigen wir nun:

1—K™
- 1-K

A

Vn,m € No : d(xy, Tpim)

d(xp, Tpit) (20)
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Hierzu sei n € Ny gegeben. Wir zeigen nun die Ungleichung in (20) fiir alle m € Ny durch
vollstéandige Induktion iiber m.
Induktionsanfang, m = 0: Es gilt

1-K°
1-K

d(ZL’n7 xn—l—O) =0= d(xna xn-l—l)-

Induktionsvoraussetzung: Es sei m € Ny gegeben und es gelte

1—K™
1-K

d($n7 xn—i—m) S d(mna xn—i—l)-

Induktionsschluss, m ~» m + 1: Aus der rekursiven Definition der Folge (z)ken,, der
Kontraktionseigenschaft von f und der Induktionsvoraussetzung erhalten wir

1—K™

A(Tpi1, Tpimer) = A(f(20), [(@npm)) < Kd(Tn, Tnpm) < K 1_ K

d(l‘n, $n+1>
und damit die Induktionsbehauptung:

L,y -Tn-i-l) + d(ajn-&-b $n+m+1>
1—-K™
1-K

1—- K™
(1 + K Tk ) d(xp, Tpat)

1-K+ K- K™t
= 1- K d(xn7xn+1)
1— Km—i—l

= ﬁd(ﬁn, xn—kl)'

d(ﬂfn, xn—i—m—i—l) S

QU X
—~

L, mn—l—l) + K d(l’n, xn—l—l)

Weiter zeigen wir
Vn € Ny : d(zp, xpi1) < K"d(xg, 27) (21)

durch vollstindige Induktion.
Der Induktionsanfang, n = 0, ist trivial, denn es gilt

d(xg, 21) = K (20, 21).
Induktionsvoraussetzung: Es sei n € Ny gegeben und es gelte
d(xp, Tper) < Kd(xg,21).
Induktionsschluss, n ~» n + 1: Es folgt die Induktionsbehauptung so:

d(Tpi1, Tpya) = d(f (), f(Tny1)) < Kd(2g, Th41) < KnJrld(xval)a
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wobei wir beim ersten “<” die Kontraktionseigenschaft und beim zweiten “<” die Induk-
tionsvoraussetzung verwendet haben.

Die Kombination der Ungleichungen (20) und (21) liefert fiir alle n, m € Ny:

1— K™ ,1— K™ K™

- < <
1— K d(xnaxn+1) = K 1 - K d([lf(),l‘l) - 1-K

A(Tns Tpgm) < d(zo, 1)

wobel wir im letzten Schritt K < 1 verwendet haben.

Mit der Ubung 1.96 folgt, dass (x,)nen, eine Cauchyfolge ist, denn

n

Kd(iﬂoa .’171) = Oa

limsup sup d(z,, Tpim) < limsup
n—oo meENy n—o00

wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dass aus 0 < K < 1 folgt: lim,,_,,o K™ = 0.
Wegen der Vollsténdigkeit von (M, d) konvergiert z,, fiir n — oo gegen ein z* € M.
Wir zeigen nun, dass z* ein Fixpunkt von f ist. Als Kontraktion ist f gleichméflig stetig,
also auch stetig. Es folgt:

¥ = lim x,,1 = lim f(z,) = f(z")

n—oo n—o0

also ist x* ein Fixpunkt von f.
Schliellich gilt wegen lim,,_, x, = x* und der Stetigkeit der Metrik fiir alle n € Ny die
Abschétzung:
1—-— K™ d(-rn’ anrl)

d(xy,z") = lim d(z,, Tpim) < lim d(Tp, Tpi1) =

Y

wobei wir (20) verwendet haben. Die a-priori Abschétzung (18) folgt hieraus mit (21) so:

d(xp, Tpyt) < K"

) <
dlon @) < =55 ST-g

d(l’o,xl),

und die a-posteriori Abschéitzung (19) so:

d(xn-&-l’x*) = d(f(xn)u f(x*)) < Kd(xmx*) <
O

Beispiel 1.135 (Fortsetzung von Beispiel 1.133) Fiir alle y € R ist z = cosy €
[—1,1]. Nun ist [-1, 1] C R bzgl. der Standardmetrik nach Lemma 1.106 vollsténdig, denn
es ist eine abgeschlossene Teilmenge des vollstiandigen Raums R. Da cos : [—1,1] — [—1,1]
eine Kontraktion ist, besitzt diese Funktion einen eindeutigen Fixpunkt z*, und Iteration
des Cosinus bei beliebigem Startpunkt y € R liefert eine gegen x* konvergente Folge.

Beispiel 1.136 (Kontrahierende Abbildungen auf Teilmengen von R, Heron-
verfahren) Ist allgemeiner M C R ein abgeschlossenes Intervall und f : M — M eine
stetige, im Inneren M° von M differenzierbare Abbildung mit K := sup,c,p. |f'(2)] < 1,
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so ist nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung die Abbildung f eine Kontrakti-
on beziiglich der Standardmetrik. Da M beziiglich der Standardmetrik vollstindig ist, ist
der Banachsche Fixpunktsatz anwendbar. Insbesondere besitzt f also einen eindeutigen
Fixpunkt.

Als ein Beispiel betrachten wir das Heronverfahren zur numerischen Berechnung von Qua-
dratwurzeln /a, a > 0. Es wird durch die Rekursionsvorschrift

1/ a
In+1:§(—+l’n), n € Ny

mit einem Startwert zy > 0 definiert.
Die Abbildung

f:RY = RT, f(m):%<%+x)

hat den Wertebereich f[R*] = [\/a, co] und die Ableitung
1 a
/
--(1-%).

Eingeschrinkt auf f[R*] = [\/a,oc0[ nimmt f* Werte in [0,1/2] an. Also ist die Ein-
schrinkung f : [\/a, co[— [\/a, o] eine Kontraktion mit der Kontraktionskonstante K =
%. Das Heronverfahren konvergiert also fiir alle Startwerte in f[R*] und daher (mit einem
Schritt zu Beginn mehr) auch fiir alle Startwerte in RT. Es konvergiert mit Startwerten
xo nahe bei y/a sogar wesentlich schneller, als es die Schranken aus dem Banachschen
Fixpunktsatz vermuten lassen. Das liegt daran, dass f'(y/a) = 0 gilt.

Ubung 1.137 Berechnen Sie mit Taschenrechnergenauigkeit die ersten drei Naherungen
T1, %, 3 an v/2 nach dem Heronverfahren mit der Startniherung z, = 2. Berechnen
Sie die a-priori-Schranke und die a-posteriori-Schranke fiir den Fehler |z, — V2|, n =
1,2, 3, die sich aus dem Banachschen Fixpunktsatz mit der Kontraktionskonstante K = %

ergibt. Vergleichen Sie (mit Taschenrechnergenauigkeit) diese Fehlerschranken mit dem
tatsdchlichen Wert des Fehlers |z, — v/2|.

Beispiel 1.138 (L6sung einer Integralgleichung) Gegeben seien K € {R,C}, zwei
reelle Zahlen a < b, eine stetige Funktion ¢ : [a,b] — K und eine gleichméafig stetige
Funktion K : [a,b] X [a,b] — K mit

b
k= sup / K (z,y)|dy < 1.
z€la,b] Ja
Wir betrachten die folgende Integralgleichung fiir eine unbekannte stetige Funktion f :
la,b] — K:
b
f(@) = [ K0 fw)dy + (o) fir o € a8 (22)
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Es sei

L (C(la, 0], K), [ - [loo) = (C([a; 0], K), [[ - [loo)

a, b],K)
b
L)) = [ Ko i@ dy fin f € Cab.K), o € o
der Integraloperator aus Beispiel 1.66. Dort wurde gezeigt:
Vf e Cla, b, K) : [[L(f)lloo < El.f]loo-
Es folgt wegen k < 1: Die Abbildung
®: C([a,b], K) = C(la,b],K),  @(f) =L(f) +g
ist eine Kontraktion, da fiir f, f € C([a,b],K) gilt:

12(f) = 2(F)lloe = IL(F) = L(F)lloe = IL(f = lloo < KIS = Fllee.

Da (C([a,b],K),| - ||) nach Satz 1.107 vollstéindig ist,® folgt aus dem Banachschen Fix-
punktsatz die Existenz einer eindeutigen Losung f € C([a,b],K) der Integralgleichung
(22), geschrieben als Fixpunktgleichung ®(f) = f.

Beispiel 1.139 (Die imaginire Einheit in Zs) Wir betrachten die Gleichung 2+1 =
0 in der Vervollstindigung (Zs, CZ5) von Z beziiglich der 5-adischen Metrik ds.

Schreiben wir die Gleichung z? + 1 = 0 in Fixpunktform f(x) = z mit der stetigen
Abbildung f : Zs — Zs, f(z) = 22 + 2 + 1. Bs sei M = 2 + 5Z5 der Abschluss in (Zs, d5)
der Menge

1
M = {z e Z| d5(x,2)§g}:2+5Z.

Insbesondere ist M beziiglich ds vollsténdig.

Es gilt f[M] C M, denn fiir x € M folgt 2> +x+1€ 22 +2+1+5Z =7+5Z =2+ 5Z.
Wegen der Stetigkeit von f folgt f[M] C M.

Nun gilt fiir alle z,y € M: 2 +y+1€ 242+ 1+ 5Z = 5Z, also vs(x +y + 2) > 1. Es
folgt

vs(f(x) = f(y) = vs((® + 2 +1) = (¥ +y + 1)) =vs((z —y)(z +y + 1))
=vs(z—y)+uvs(z+y+1) >vs(x—y)+1
und daher )
ds(f(x), f(y)) < pds(2,y).

Wegen der Stetigkeit der Metrik und der Abbildung f folgt auch fiir alle z,y € M

A A

Insbesondere ist f : (M,ds) — (M, ds), f(z) = 2%+ x + 1, eine Kontraktion. Nach dem
Banachschen Fixpunktsatz folgt: Es gibt ein eindeutig bestimmtes ¢ € M mit f(i) = i,
also mit % = —1.

6Man beachte C([a, b],K) = Cy([a, b], K).
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Ubung 1.140 (Approximation an i in Z;) Berechnen Sie ein = € {0,1,...,124} mit
ds(x,i) < 1/125, indem Sie die Rekursion aus dem Banachschen Fixpunktsatz auf die
Abbildung f : M — M aus Beispiel 1.139 mit dem Startwert x; = 2 anwenden. Stellen
Sie x und 2% + 1 in 5-adischer Darstellung Y ;_, ax5" mit ax € {0,1,2, 3,4} dar.

1.10 Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Anfangswertproble-
me

Als eine Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes beweisen wir einen Existenz- und
Eindeutigkeitssatz fiir Anfangswertprobleme zu Differentialgleichungssystemen. Dabei be-
sprechen wir nur eine einfache Variante; Verallgemeinerungen werden in der Vorlesung
“Gewohnliche Differentialgleichungen” behandelt.

Beispiel 1.141 (Schwingungsgleichung) Aus der Analysis 1 wissen Sie: Fiir gegebene
by, by € R besitzt das Schwingungsgleichungssystem

vi () = (),
vo(7) = =1 ()

mit der Anfangsbedingung

y1(0) = by,
y2(0) = by

genau eine Losung y; : R — R, yo : R — R, ndmlich

y1(z) = by cosx + bysinx,

Ya(x) = —by sinx + by cos x.
Hier ist eine viel allgemeinere Fragestellung. Wie immer sei K € {R, C}.

Definition 1.142 (Anfangswertproblem) Es sei / C R ein Intervall. Ein Gleichungs-
system fiir unbekannte Funktionen y,...,y, : I — K der Gestalt

y;((L’) = fj(xvyl(x)v s 7yn(x)) fiir j = 17 AL

mit gegebenen Funktionen f; : I x U — K, 7 = 1,...,n mit U C K" offen, wird
(gewohnliches) Differentialgleichungssystem 1. Ordnung genannt. Gegeben a € [ und
ein Vektor b = (by,...,b,) € U, nennen wir eine Bedingung der Gestalt

y]'(CL> :bj fllI'j = 1,...,77,

eine Anfangsbedingung. Die Frage nach den Losungen des Differentialgleichungssystems,
die eine gegebene Anfangsbedingung erfiillen, nennen wir ein Anfangswertproblem.
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Im Fall, dass ein Randpunkt a von I zum Intervall I gehort, ist die Ableitung bei a
natiirlich als einseitige Ableitung zu verstehen.

Folgende Kurznotation ist praktisch: Wir fassen y1, ..., y, : I — K zu einer vektorwertigen
Abbildung y = (y1,...,9n) : I = K", y(x) = (y1(2), ..., yn(z)) zusammen. Wir kiirzen

ab: y' = (y1,...,y,) und

-----

Ebenso fassen wir die f; zu einer Abbildung f = (f1,...,fn) : I x U = K", f(z,2) =
(fi(z,2),..., fulz, 2)) fir (z,2) € I x U zusammen. Damit kénnen wir das Anfangswert-
problem kurz als

y(z) = flz,y) firz € I, yla) =b

schreiben. Zur Vereinfachung beschrianken wir uns ab nun auf den wichtigsten Fall U =
K"; allgemeinere Félle werden in der Vorlesung “Gewohnliche Differentialgleichungen”
behandelt.
Im Zusammenhang mit Matrixnotationen ist es zweckméafig, sich y und f als Spaltenvek-
toren

Y1 J1

y=1 |, f=1|:

Yn J
statt als Zeilenvektoren vorzustellen. Zum Beispiel erhélt damit das Schwingungsglei-
chungssystem die Gestalt

Y

Y(z) = Ay(x), y(0)=b

() () ()

Allgemeiner nennt man ein Differentialgleichungssystem der Gestalt

mit

y(z)=Ay(r) zeR

mit einer gegebenen Matrix A € K"*” und einer gesuchten vektorwertigen Funktion y :
I — K" ein homogenes lineares Differentialgleichungssystem mit konstanten Koeffizienten.
Fiigt man noch eine gegebene Funktion g : I — K" in der Form

Y (z) = Ay(z) + g(z) z€R

hinzu, so spricht man von einem inhomogenen linearen Differentialgleichungssystem mit
konstanten Koeffizienten. Zum Beispiel fithren Schwingungen eines Massepunkts unter

dem Einfluss zusétzlicher &ulerer Storungen zu solchen inhomogenen linearen Differenti-
algleichungssystemen.

Der Schliissel zur allgemeinen Losung von Anfangswertproblemen liegt in folgender Ubersetzung
in eine Integralgleichung.
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Lemma 1.143 (Volterra-Integralgleichung) Gegeben seien I C R ein Intervall, a €
I, neN,be K" und zwei stetige Funktionen f : I x K* — K" und y : I — K". Die
Funktion y ist genau dann (komponentenweise) differenzierbar und lost das Anfangswert-
problem

y(z) = fz,y(x)) firallex €1, yla) =D,

wenn sie die folgende Integralgleichung lost:

y(x) =b+ /z f(t,y(t))dt fir alle x € I.

Diese Integralgleichung wird Volterra-Integralgleichung zu dem Anfangswertproblem ge-
nanni.

Beweis: Die Aussage des Lemma folgt unmittelbar aus dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung.

O

Wir 16sen nun das Anfangswertproblem mit dem Banachschen Fixpunktsatz, indem wir
die Volterra-Integralgleichung als eine Fixpunktgleichung fiir die unbekannte Funktion y
auffassen.

Satz 1.144 (Satz von Picard-Lindel6f) Gegeben seien ein kompaktes Intervall I C
R,ael,neN,be K" und eine stetige Funktion f : [ x K" — K". Weiter existiere eine
“Lipschitzkonstante” L > 0, so dass f Lipschitz-stetig im 2. Argument mit der Konstanten
L im folgenden Sinn ist:

Ve elVy,zeK": |f(z,y) — f(z,2)] < Llly — 2|
mit einer beliebigen Norm || - || auf K". Dann besitzt das Anfangswertproblem

y'(z) = f(z,y(x)) fir alex €, yla)=">
eine eindeutige Losung y € C(1,K").

Beweis: Wir fixieren ein M > L und und arbeiten im normierten Raum (C(1,K"), ||| rr.0)
mit der Norm

yllara == sup e ™=y (2)]).
zel

Wegen der Kompaktheit von [ ist fiir jedes stetige y : I — K" dieses Supremum endlich.
Insbesondere ist C'(I,K™) = Cy(I,K").
Die Volterra-Integralgleichung zum gegebenen Anfangswertproblem ist genau die Fix-
punktgleichung ®(y) = y zur Abildung

O Cy(1,K") — Cy(L,K"),

O(y)(x) =b+ /»’f»‘ f(t,y(t))dt fir y € Cp(1,K"),x € 1.
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Man beachte, dass ®(y) fiir alle y € Cy(I,K") sogar differenzierbar, also erst recht stetig
ist. Fir y,7 € Cp(1,K™) und t € I erhalten wir:

ly(8) = g1 < ey = Gllara,

also mit der Integralversion der Dreiecksungleichung aus Ubung 1.8 fiir z € I:7

12 (y)(2) = 2(g) (=) =

[ s a- | mf(t,@(t))dtH

/ ") — £ 5] di / At y0) — £ T dt\

<

< / L||y<t>—g<t>||dt\s / LeMt—a'uy—guM,adt'
~ x Y ~ €M|x7a|_1
= Ll = a1 lt] = Ll = o

< K|y — gllagae™,

wobei wir K := L/M € ]0, 1] gesetzt haben.
Dividieren wir durch e™!*=¢ und bilden wir das Supremum iiber = € I, erhalten wir

12(y) — 2(P)|ra < Klly = llara-

Die Abbildung & ist also eine Kontraktion mit Kontraktionskonstante K = L/M auf dem
Raum (C(1,K"), |- lr.).

Um den Banachschen Fixpunktsatz auf die Abbildung ® anwenden zu kénnen, miissen
wir uns noch von der Vollsténdigkeit des Raums (C(I,K"), || - ||ar.a) tiberzeugen. Hierzu
vergleichen wir die “gewichtete” Norm || - ||, mit der ungewichteten Norm |ly|/ :=
sup,<; ||y(x)|| mit Hilfe der Multiplikationsabbildung mit eI'=? gegeben durch

w: (Co(LLK), | - floo) = (Co(L,K"), || - [lara),
w(y)(z) = M=y () fir y € Co(I, K",z € 1.

w ist offensichtlich eine isometrische Bijektion beziiglich der angegebenen Normen. Weil
(Co(I,K™), || - ||o) nach Satz 1.107 vollsténdig ist (denn (K™, || - ||) ist vollstéandig), folgt,
dass auch (Cy(1,K™),|| - ||a.a) vollstandig ist.

Damit liefert der Banachsche Fixpunktsatz, dass die Abbildung ® genau einen Fixpunkt
y € Cy(I,K™) besitzt. Die Volterra-Integralgleichung ®(y) = y und damit das gegebene
Anfangswertproblem besitzen also eine eindeutige Losung .

O

"Zur Vereinfachung kann man sich 2 > a vorstellen, da in diesem Fall die Absolutbetriige weggelassen
werden konnen.

64



Ubung 1.145 (Fehlerabschitzung im Iterationsverfahren nach Picard-Lindelsf)
Mit den Bezeichnungen von eben sei

(m)

(y )meNo

die wie im Banachschen Fixpunktsatz rekursiv definierte Folge mit der konstanten Start-

funktion
yO(z)=bfirzel

und dem Rekursionsschritt
y ) = ®(y™) fiir m € Ny.

Es sei C' = sup,¢; || f(z,b)||. Zeigen Sie fiir alle x € I und m € Ny:

m—+1
m+1) () _ ()| < ol T =A™
) -y o)) < com 2

Folgern Sie fiir den Fixpunkt y von ®, x € I und m € Ny im Fall L > 0:

o0 k
o (m) r—1lT —al
ly(@) -y @) <C Y poEE

k=m+1

C | toa N~ Lz —a)*) _
:Z<€ |_ZT>_C

k=0

/ [L(z —t)| oLlt—al gg|

m!
Hinweis: Verwenden Sie die Lagrange-Darstellung des Taylor-Restglieds.

Beispiel 1.146 (Lineare homogene Differentialgleichungssysteme mit konstan-
ten Koeffizienten) Es sei A € K"*" eine n x n-Matrix und b € K". Wir 16sen das
Anfangswertproblem

y'(x) = Ay(z), y(0)=10 (23)
mit dem Iterationsverfahren aus dem Beweis des Satzes von Picard-Lindelof:
Yy (z) =0,

y(m+1)(x) = b+ / Ay(m)(t) dt fiir z € R,m € Ny.
0

Wir zeigen induktiv fiir alle z € R und m € Njy:
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Das ist offensichtlich fiir m = 0. Als Induktionsvoraussetzung nehmen wir an, dass die
Behauptung fiir ein gegebenes m € Ny und alle x € R gelte. Dann folgt fiir z € R:

x m ztk;
(m+1) _ YAk v k+1
y (a:)—b+/0 Aytm dt—b+AZ/ Abdt—b+;/o o At AT

m+1 m+1

tk tk
k+1 k1 k
—b+2 A b= b+£ Ab k'Ab
k=0

wie behauptet.

Nun ist die Multiplikationsabbildung mit A, L4 : K" — K", L4(u) := Au Lipschitz-stetig,
denn es gilt ||Lau—Lav|| = [[A(u—0)| < ||All[Ju—v] fiir u,v € K™ mit der Operatornorm
|A|| von A; vgl Ubung 1.67. Der Beweis des Satzes von Picard-Lindelof liefert, dass

1 = 1
R — K" = li — —
VRS )= i 3 At =3
das obige Anfangswertproblem l6st.

In Verallgemeinerung der Exponentialfunktion auf C definieren wir

Definition 1.147 (Matrix-Exponentialfunktion) Fir A € C**" sei

et = exp(A i kl
k=0

wobei die Konvergenz in der Standardtopologie auf C"*"™ gemeint ist.

Wegen || AF|| < ||A||F (vgl. Ubung 1.69) wird die Matrix-Exponentialreihe durch die
gewohnliche Exponentialreihe dominiert:

l ! |AF LAl
kz SZI | ZH I

fiir m < [, so dass die Konvergenz der Matrix-Exponentialreihe aus der Vollstéindigkeit von
(K™ || - ||) und der Cauchyfolgeneigenschaft der gewhnlichen Exponentialreihe folgt.
Fassen wir zusammen:

Satz 1.148 (L6sung linearer homogener Differentialgleichungssysteme mit kon-
stanten Koeffizienten) Das Anfangswertproblems (23) besitzt die eindeutige Lisung

y(x) = e, z€R.

Wir haben nédmlich diese eindeutige Losung zunéchst auf beliebigen kompakten Intervallen
I 50, also auch auf ganz R.
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Beispiel 1.149 (Drehungen in R?) Fiir das Schwingungsgleichungs- Anfangswertproblem

y'(z) = Ay(z), y(0) =1
()

A'=1d, A=A, A’=-1d, A3=-A, A'=1d

errechnen wir

und daher
A2k — (—l)kld, A2k+1 — (_1)kA

fir alle £ € Ny. Wir erhalten fir z € R:

o

2k 224 — . o cosz Ssinx
Id—i-z 2k A= (cosz)Id+(sinz)A = ( ) ,

p —sinx cosx

und daher die eindeutige Losung

y(x):< cos ¥ sinx)b

—SsSImmx Ccosx

Natiirlich ist uns diese Losung léngst bekannt.

Berechnung der Matrix-Exponentialfunktion. Wir besprechen nun, wie man e”

fiir Matrizen A € C™*" berechnen kann. Der einfachste Fall ist der einer Diagonal-

matrix A = diag(ay,...,a,) mit Diagonaleintrigen as,...,a, € C. Hier erhalten wir
A* = diag(ak, ..., a") fiir alle k € Ny, also

= 1
Zk:_ jag(a¥, ... a¥) = diag(e™, ..., e™).
k=0

Ein weiterer einfacher Fall betrifft die nilpotente Matrix

0100 ...0
0010 ...0
0001 ...0

N = - e Ccm,
00 0O 1
00 0O 0
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die Einsen in der ersten oberen Nebendiagonale und sonst Nullen als Eintrédge besitzt. Die
Matrix N* besitzt fiir k& € Ny mit k& < n Einsen in der k-ten oberen Nebendiagonale und
Nullen sonst fiir k& < n. Fiir k£ > n ist N¥ = 0. Es folgt fiir z € R:

1z 2%/2! 23/30 ... 2" '/(n—1)!
01 =z 222! ... 2"?/(n—2)!
n=l g 00 1 r ... 2"3/(n—3)!
N =Y Nt = L . [y , (24)
k=0
0 0 0 1 x
0 0 0 0 1

also (e™);; = 0 fiir 4,5 € {1,...n} mit i > j und (e*);; = 2777/(j —)! fiir 4,5 €
{1,...n} mit i <j.

Ubersetzt in die Sprache von Anfangswertproblemen bedeutet das: Das Anfangswertpro-
blem

y' =Ny, y(0)=0b
fiir die obige nilpotente Matrix IV, also

Yi =Yir1, yi(0) =0b; firi=1,....n—1,
Yo =0, yn(0) = by

besitzt die eindeutige Losung

j—i
yi(a:):Zhbj firi=0,...,nund z € R.

j=i
Natiirlich ist uns y; langst als Taylorpolynom bei gegebenen Ableitungen

dz’—l
W?Jl(f)

=0

und y;(z) fir i = 2,...,n als dessen (i — 1)-te Ableitung bekannt.
Kompliziertere Fille behandeln wir durch Zusammensetzen aus den einfachen Féllen.
Dazu brauchen wir

Lemma 1.150 (Funktionalgleichung fiir die Matrix-Exponentialfunktion) Sind A, B €
C»™ n e N, zwer Matrizen mit

AB = BA,
so gilt

Achtung, Fehlerquelle:
Wenn AB # BA, gilt die Funktionalgleichung im allgemeinen nicht!
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Beweis der Funktionalgleichung: Der Beweis verlduft ganz analog zum Beweis der
Funktionalgleichung fiir die gewthnliche Exponentialfunktion; daher beschrinken wir uns
hier auf eine Beweisskizze.

Wie im Beweis der binomischen Formel sieht man

(A+B)" = zn: (Z) AFBrE,

k=0

wobei man hier die Vertauschbarkeit AB = BA braucht. Es folgt:
_ - 1 . k pn—k n—k
zaz( Jarmt =33 LAt
n=0 k=0
— 1 A B
DN OW LD

k=0

wobei die Umordnung der Reihen nach dem Satz von der dominierten Konvergenz, ange-
wandt auf die einzelnen Matrixeintrage, zuléssig ist, da wir die Majorante

ZZ T e

=0 k=0
o0 1 oo
Z o | Al* Z 0 ||B||l elAlllBl 5o

haben; hier ist die Umordnung der Reihen nach dem Satz von der monotonen Konvergenz
erlaubt.

1

Bnk

=0 k

O
Als Beispiel berechnen wir %/, wenn J ein “Jordan-Kistchen” der Gestalt
A1 00 ... 0
0 A 10 0
00 X1 ...0
J=Ad+N=| . . . . . . |eC™™
0000 . 1
00 00 ... A

mit der nilpotenten Matrix N von oben und A € C ist. Wegen [d N = N = N Id folgt

exJ _ e:c/\Id +zN _ 6z)\ldexN — ex)\exN

Y

denn e*Md = 2 [d. Hierbei wird e durch Gleichung (24) gegeben.
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Der Fall A = —1, der zum Differentialgleichungssystem
yi=vyi—y firi=1,...,n—1
Yn = —Yn

gehort, besitzt eine schone anschauliche Interpretation:

In einem Reaktionsgefafl befinden sich n chemische Substanzen, indiziert mit ¢ = 1,... n.
In einem (kleinen) Zeitintervall [z, x + t], ¢ > 0, wandelt sich ein Teil y; 11 ()t + o(¢) fir
t — 0 der (i + 1)-ten Substanz in die i-te Substanz um, ¢ = 0,1,...,n, wobei die 0-te
Substanz ein nicht mehr betrachtetes Abbauprodukt ist:

n—-mn—-1)—>n-2)—...52—-1—-0

Der Term y;4+1 in ¥} = y;+1 — y; modelliert also den zuflieffenden Strom von der (i + 1)-ten
Substanz zur i-ten Substanz, wiahrend der Term —y; den wegflieffenden Strom von der
i-ten Substanz zur (i — 1)-ten Substanz modelliert. Betrachten wir nun die Anfangsbedin-
gung y,(0) = 1, y;(0) = 0 fiir alle anderen i, die besagt, dass zu Beginn nur eine Einheit
der Ausgangssubstanz, aber noch keine Reaktionsprodukte vorhanden sind. Wir wenden
nun Satz 1.148 mit b = (0,...,0,1)" und A = —Id+N an und erhalten aus der letzten
Spalte in (24) mal e~*: Der Anteil e‘”k—'; der Ausgangssubstanz hat zur Zeit x genau k
Reaktionsschritte durchlaufen. Anders gesagt: Die Wahrscheinlichkeit, dass ein zur Zeit
0 vorgegebenes Molekiil der Ausgangssubstanz zur Zeit © > 0 genau k& Reaktionen hinter
sich hat, betréigt e*xi—l,@. Die zugehorige zufillige Dynamik heif3t Poissonprozess und spielt

eine wichtige Rolle bei der Modellierung zufélliger Vorgénge.

Besitzt eine Matrix A € C"*" Block-Diagonalgestalt

Ji0]...]0
0|Ja]...]0
A=1"T. :
010]...]J;
mit Diagonal-Blocken J; € C"*™ fiir ¢t =1,..., 7, wobei 25:1 n; =n, so gilt
el 0 [...] 0
xJo
A _ 0 |e . 0
0 0 |...]e™%
wie mit Hilfe der Matrix-Exponentialreihe und
JELo ...l 0
i 0|Js|...] 0
AY = T T ; fiir k € Ny
010 JJ’-’c
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unmittelbar folgt. Insbesondere konnen wir damit e®* berechnen, wenn A in Jordan-
Normalform ist, d.h. wenn alle Diagonalbloécke J; Jordan-Késtchen sind. Der Fall, dass A =
diag(A1, ..., A,) eine Diagonalmatrix ist, ist der einfachste (und wichtigste) Spezialfall: In
diesem Fall sind alle Jordan-Késtchen 1 x 1-Matrizen (\;).
In der Linearen Algebra lernen Sie, dass jede Matrix A € C™" in Jordan-Normalform
gebracht werden kann:

A=TBT™!

mit einer invertierbaren Matrix T € C™" und einer Matrix B € C™" in Jordan-
Normalform.
Im wichtigsten Spezialfall, dass A diagonalisierbar ist, ist B eine Diagonalmatrix mit den

Eigenwerten Ay,..., A, von A in der Diagonalen und 7T eine Matrix mit einer Basis von
C™ aus Eigenvektoren von A in den Spalten, aufgezéhlt in der zu Ay, ..., \, passenden
Reihenfolge.

Nun gilt allgemein:

Lemma 1.151 Fir alle Matrizen B,T € C*"", n € N, so dass T invertierbar ist, gilt
fiir A= TBT";
=TePT™!
Beweis: Aus
AP =TB*T ! fiir k € Ny
folgt zunéchst
Lok SN R

>t (S g

k= k=0
und damit durch Limesbildung (mlt der Stetigkeit der Matrixmultiplikation)

iki =T (i %B’“) 7' =TBFT 1.
k=0

Insbesondere koénnen wir damit e* fiir # € R berechnen, wenn eine Transformation
A = TBT~! mit B in Jordan-Normalform bekannt ist.

Beispiel 1.152 (nochmal Schwingungsgleichung) Betrachten wir die Schwingungs-
gleichung

y'(z) = Ay(z), y(0)=b

()

unter diesem Aspekt: Die Matrix A besitzt die Eigenwerte ¢ und —i mit den zugehorigen
Eigenvektoren (1) und (_lz) Die aus den Eigenvektoren in den Spalten gebildete Matrix
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besitzt die Inverse

1 /1 —i
-1 _
= 2 ( 1 > '
Damit wird A wie folgt diagonalisiert:
1 1 i 0ON1/1 —i
A‘(i —z’)(O —@')5(1 z)

Wir erhalten fiir x € R wieder die bekannte Drehmatrix:

A _ 1 1 e '0 l 1 —3

- 0 e® Jo\ 1 )

1 e+ e je — e\ cosT sinx

T o\ e —jeT® g ~\ —sinz cosx /°
Ubung 1.153 Diese Aufgabe setzt Kenntnisse aus der Linearen Algebra zur Berechnung

einer Diagonalisierung bzw. einer Jordan-Zerleqgung voraus.
Berechnen Sie die Losung des Anfangswertproblems

Y (z) = Ay(z), y(0)=beR"

fiir folgende Félle:

-2 2
a) nz?,Az(_6 5),

1 -2 4
b)n=3 A= 0 20
~1 -1 3

Ubung 1.154 Es seien n € N, b € C* und A € C™" eine hermitesche Matrix, d.h.
A* = A, wobei A* das hermitesch Konjungierte von A, also das komplex Konjugierte der
Transponierten von A bezeichnet. Weiter sei y : R — C" die Losung des Anfangswertpro-
blems y'(z) = iAy(x), y(0) = b. Zeigen Sie ||y(z)||2 = ||b]|2 fiir alle z € R, indem Sie die
Ableitung L ||y(x)||3 berechnen.

Ubung 1.155 (gedimpfte Schwingungen) Eine punktférmige Masse hingt an einer
Feder (Federkonstante 1). Zusétzlich zur Federkraft, die die Masse zur Gleichgewichtslage
zuriicktreibt, wirkt noch eine bremsende Reibungskraft proportional zur Geschwindigkeit.
Wir beschreiben dieses Modell durch die Differentialgleichung 2. Ordnung

Yl (t) = —yi(t) — pyi(t)

oder dquivalent durch das System

yi(t) = y2(t);
yo(t) = =y (t) — pya(t)
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mit einem “Reibungskoeffizienten” p > 0. Berechnen Sie die Losung dieses Differential-
gleichungssystems fiir gegebene Anfangsbedingung y,(0) = by, y2(0) = by. Fiir welche
Werte von p ist die zum Differentalgleichungssystem gehorende Matrix diagonalisierbar?
Fiir welchen Wert von p braucht man ein 2 x 2-Jordankéstchen?

1.11 HAaufungspunkte

Im Folgenden sei (X,7) ein topologischer Raum, x € X und (a,),en eine Folge mit
Werten in X. Wie in der Analysis 1 definieren wir:

Definition 1.156 (Haufungspunkte) Der Punktx € X wird Hiufungspunkt einer Fol-
ge (an)nen genannt, wenn fir jede offene Umgebung U von x gilt:

YmeNIn>m: a, €U,
d.h. wenn jede Umgebung von x unendlich viele Folgenglieder enthilt.

Lemma 1.157 (Charakterisierung von Haufungspunkten) Ist d eine Halbmetrik
auf X mit T =Ty, so sind dquivalent:

1. Der Punkt x ist ein Haufungspunkt der Folge (ap)nen-

2. Die Folge (a,)nen besitzt eine gegen x konvergente Teilfolge.

Beweis: “1. = 2.” Wir wéhlen rekursiv fiir alle £ € N ein n; € N aus, so dass gilt:
e ng, >n; fir allel € Nmit £ > [.
® ap, € lq§k<x)'

Eine solche Wahl ist moglich, da Uf/k () unendlich viele der Folgenglieder enthélt. Dann
ist (an, )ken offensichtlich eine gegen z konvergente Teilfolge von (ay)nen.

“2. = 1.7 Die Folge (a,)nen besitze eine gegen z konvergente Teilfolge (ay, )ren. Dann
kénnen wir zu jeder offenen Umgebung U von z ein ky € N wéhlen, so dass fiir alle £ > k
gilt: a,, € U. Ist nun m € N gegeben, so wihlen wir & € N so grof}, dass k > k¢ und
n = np > m gilt. Es folgt a,, € U. Der Punkt x ist also ein Haufungspunkt der Folge
(an)neN-

OJ

Man beachte, dass der Beweis von “1. = 2.” die Halbmetrik d verwendet, der Beweis
von “2. = 1.” jedoch nicht. Die Implikation “2. = 1.7 gilt daher auch in beliebigen
topologischen Rdumen. Die Aussage “1. = 2.” ist allerdings in manchen topologischen
Réaumen falsch.
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1.12 Kompaktheit

Erinnern Sie sich an den Kompaktheitsbegriff aus der Analysis 1:

Definition 1.158 (Kompaktheit und Folgenkompaktheit) Gegeben sei eine Teil-
menge K C X eines topologischen Raums (X, T).

1. K heiBt kompakt (in (X,T)), wenn jede Uberdeckung (U;)ic; von X mit offenen
Mengen U; € T eine endliche Teiliiberdeckung (U;);cg, E C I endlich, besitzt.

2. K heifit folgenkompakt (in (X, 7)), wenn jede Folge (x,),eny mit Werten in K eine
konvergente Teilfolge (x,, )ren mit einem Limes a € K besitzt.

Kompaktheit und Folgenkompaktheit in allgemeinen topologischen Rdumen sind nicht
dquivalent: Es gibt kompakte topologische Ridume, die nicht folgenkompakt sind, und
folgenkompakte topologische Raume, die nicht kompakt sind.

Aus der Analysis 1 ist bekannt: Eine Menge K C R reeller Zahlen ist genau dann kompakt,
wenn sie abgeschlossen und beschrénkt ist. Diese Charakterisierung léasst sich zwar auf
R"™ und auf C" verallgemeinern, wie wir unten sehen werden, nicht jedoch auf allgemeine
metrische Rdume, wie das folgende Beispiel zeigt:

Ubung 1.159 (Beispiel einer abgeschlossenen und beschrinkten, aber nicht
kompakten Menge) Es sei K = {f € (*(N,R)| ||f||2 < 1} der abgeschlossene Ein-
heitsball in ¢?(N). Zeigen Sie, dass K nicht kompakt ist. Zeigen Sie dazu, dass die
offene Uberdeckung (Uy)y3(7))zex von K mit den offenen Kugeln U, 5(z) = {y €
2(N)| |ly — z||2 < 1/v/2} keine endliche Teiliiberdeckung besitzt, indem Sie zeigen, dass
keine der Mengen U, , 5(z) mindestens zwei “kanonische Einheitsvektoren” e,, n € N,
enthélt, wobei e,,(j) = d0,,,; (Kronecker-Delta).

Als einen “Ersatz” fiir die Beschranktheit fithren wir den Begriff der Totalbeschrdnktheit
ein:

Definition 1.160 (Totalbeschrinktheit) Eine Teilmenge N C M eines halbmetri-
schen Raums (M, d) heiit totalbeschrdnkt, wenn es fur jedes € > 0 eine endliche Teilmenge
E C M gibt, so dass gilt:

N C U Ud(z).

zel

Anschaulich gesprochen besagt das, dass man die Menge N mit endlich vielen Kugeln mit
beliebig kleinem Radius iiberdecken kann.

Ubung 1.161 Zeigen Sie, dass der Begriff der Totalbeschrinktheit sich nicht #ndert,
wenn man in der Definition statt “E C M” fordert: “E C N”.

Ubung 1.162 (Totalbeschriinktheit von Z in der p-adischen Metrik) Es sei p eine
Primzahl. Zeigen Sie, dass Z beziiglich der p-adischen Metrik aus Beispiel 1.2.3 totalbe-
schrankt ist.
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Ubung 1.163 (Totalbeschrianktheit impliziert Beschrinktheit) Zeigen Sie, dass je-
de totalbeschrinkte Menge in einem halbmetrischen Raum auch beschréankt ist.

Uber R™ gilt auch die Umkehrung hiervon:

Beispiel 1.164 (Beschrinktheit in R” impliziert Totalbeschréinktheit) In (R, || - |/)
gilt: Jede beschrinkte Teilmenge N C R™ in (R™,|| - ||s), n € N, ist totalbeschrinkt.

Begriindung: Wegen der Beschrénktheit gibt es ein m € N mit N C [-m,m]|". Gegeben
€ > 0, setzen wir E = ([-m, m| N eZ)". Dann ist E endlich, und es gilt beziiglich der von
|| - loo erzeugten Metrik d:

Nc | Ud).

zelk
Also ist N totalbeschrankst.

Ubung 1.165 Zeigen Sie analog, dass jede beschriinkte Teilmenge von C” totalbeschrankt
ist, wobei C™ mit der von || - ||o induzierten Metrik versehen wird.

Aus der Analysis 1 wissen Sie, dass folgende drei Aussagen fiir eine Teilmenge K C R
dquivalent sind: 1. K ist kompakt; 2. K ist folgenkompakt; 3. K ist abgeschlossen und
beschriankt. Zwar kann diese Aussage nicht wortlich auf allgemeine halbmetrische Raume
verallgemeinert werden, doch folgende Variante davon gilt allgemein:

Satz 1.166 (Metrische Charakterisierungen der Kompaktheit) Ist K C X in ei-
nem halbmetrischen Raum (X, d), so sind beziiglich Ty dquivalent:

1. K st kompakt,
2. K st folgenkompakt.

3. K st vollstindig und totalbeschrinkt.

Beweis: “1. = 2.”: Es sei K kompakt und (z,,),en eine Folge mit Werten in K. Wir zeigen
indirekt, dass diese Folge mindestens einen Haufungspunkt in K besitzt. Angenommen,
das wére nicht der Fall. Dann kénnen wir fiir jedes x € K eine offene Umgebung U,
auswahlen, die nur endlich viele der Folgenglieder enthélt. Da wegen der Kompaktheit
von K besitzt die offene Uberdeckung (U, ).cx eine endliche Teiliiberdeckung (U,).ck,
E C K endlich. Dann enthélt auch die endliche Vereinigung (J, . U, nur endlich viele
der Folgenglieder von (z,),en, im Widerspruch zu z,, € K C UIE g Uy fir alle n € N.

Ist nun z € K ein Haufungspunkt von (z,),en, so gibt es eine gegen = konvergente Teil-
folge (xn, )ken nach Lemma 1.157.

“2. = 3.7 Es sei K folgenkompakt. Wir zeigen zunéchst, das K vollstéandig ist. Hierzu sei
(an)nen eine Cauchyfolge mit Werten in K. Wegen der Folgenkompaktheit von K besitzt
sie eine gegen ein x € K konvergente Teilfolge (a,, )ren. Aus der Ubung 1.99 folgt, dass
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dann auch die Folge (a,)nen gegen = konvergiert. Also ist K vollstandig.

Nun zeigen wir, dass K totalbeschréankt ist. Hierzu sei € > 0 gegeben. Wir gehen indirekt
vor und nehmen daher an, dass fiir jede endliche Menge E C K die Familie (U(2)).cg die
Menge K nicht tiberdeckt. Mit dieser Annahme kénnen wir rekursiv eine Folge (x,,)nen
mit Werten in K wie folgt wéhlen: Ist n € N und sind x; fiir £ € N mit £ < n nach Re-
kursionsvoraussetzung schon gegeben, so iiberdeckt die endliche Familie (Ue(zk))k=1, . n—1
die Menge K nach unserer Annahme nicht. (Fiir n = 1 ist das natiirlich die leere Familie.)
Wir konnen also ein x,, € K mit

va ¢ | Uudan)

auswéhlen. Insbesondere gilt d(xy, z,,) > € fiir alle & < n. Die so rekursiv definierte Folge
(2 )nen besitzt keine Cauchyfolge als Teilfolge, da je zwei verschiedene Folgenglieder min-
destens den Abstand € besitzen. Also besitzt sie erst recht keine konvergente Teilfolge, da
jede konvergente Teilfolge auch eine Cauchyfolge wire. Dies widerspricht der angenom-
menen Folgenkompaktheit von K.

“3. = 1.” Es sei K vollsténdig und totalbeschrankt und (V});e; eine offene Uberdeckung
von K. Wir gehen wieder indirekt vor. Nehmen wir also an, dass es keine endliche
Teiliiberdeckung zur Uberdeckung (V;);e; von K gibt. Wir konstruieren nun rekursiv
eine Folge (z,,)neny mit Werten in K, verwenden die Abkiirzung

K, ={ye K|VYmeNm<n: dly,z,) <1/m}

und beweisen simultan durch Induktion fiir alle n € N die folgende

Aussage ®(n): Fir jede endliche Teilmenge E von I iiberdeckt (V;);ep die Menge K,
nicht, und es gilt z,, € K,, fiir alle m € N mit m < n.

Man beachte, dass die Definition von K, und die Aussage ®(n) nur die z,, mit m < n
verwenden.

Induktionsanfang: Die Aussage ®(1) ist nach unserer obigen Annahme richtig, denn K; =

K.
Nun sei n € N fixiert.

Rekursionsvoraussetzung und Induktionsvoraussetzung:

Die Folgenglieder z,, fir m € N mit m < n seien schon gegeben, und es gelte die Aussage
o (n).

Rekursionsschritt und Induktionsschritt:

Wir miissen x,, so definieren, dass auch die Aussage ®(n + 1) gilt. Als Teilmenge der
totalbeschrankten Menge K ist K, totalbeschrankt. Es gibt also eine endliche Teilmenge
A, von K, so dass (Ufl/n(x))xeAn die Menge K, iiberdeckt. Kénnten wir fiir jedes z € A,
eine endliche Menge E, C I wihlen, so dass K, N Uld/n(:c) C Ujeg, Vi so folgte

€A, TEA, €A, JEE,

76



so dass K, von den endlich vielen V; mit j € (J,. 4, Ex iiberdeckt wiirde, im Widerspruch
zur in der Induktionsvoraussetzung angenommenen Aussage ®(n). Wir konnen also ein
r, € A, auswihlen, so dass K,,.1 = K, N Uld/n(mn) nicht von endlich vielen Vj}, j € I,
iiberdeckt wird. Wegen A, C K, folgt z, € K,, C K. Mit dieser rekursiven Wahl von z,,
ist also auch die Aussage ®(n + 1) erfiillt.

Dies beendet die rekursive Definition der Folge (z,),eny und den induktiven Beweis der
Aussage ®(n).

Weil z,, € K, fiir alle n € N gilt, wissen wir insbesondere Vn,k € Nk < n: d(x,,x) <
1/k, woraus folgt, dass (z,,),en eine Cauchyfolge ist. Weil K nach Voraussetzung vollstéindig
ist, konvergiert die Cauchyfolge (z,),en in K gegen ein z € K. Nun gibt es ein ¢ € I mit
z € Vi, da (V;)er die Menge K iiberdeckt. Da V; offen ist, gibt es ein € > 0 mit U%(z) C V;.
Wiéhlen wir nun n € N so grof, dass 2/n < € gilt. Wegen der Stetigkeit der Metrik und
wegen Z,, —s z folgt d(xp, 2) = limy, oo d(Tp, Ty) < 1/n, da d(x,,z,,) < 1/n fir alle
m € N mit m > n gilt. Fiir alle y € K, erhalten wir d(y, x,) < 1/n nach der Definition

von K, 1, also

1 1
d(y, z) < d(y,z,) + d(x,, 2) < - + ~ <€

Es folgt K11 C Uf(z) C V;. Die Menge K, 1 wird also schon von einem einzigen V;
iiberdeckt, im Widerspruch zur oben gezeigten Aussage ®(n + 1).

Damit ist indirekt gezeigt, dass K kompakt ist.
O

Man beachte, dass alle Teile des eben dargestellten Beweises metrische Begriffe verwen-
den. Das Lemma lésst sich daher nicht auf allgemeine topologische Rdume {ibertragen. In
der Tat gibt es kompakte topologische Rdume, die nicht folgenkompakt sind, und folgen-
kompakte topologische Rdume, die nicht kompakt sind.

Korollar 1.167 (Charakterisierung der Kompaktheit in R") Es seien n € N und
K € {R,C}. Fine Teilmenge K von K" ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen
und beschrankt beziglich der von || - ||« erzeugten Metrik d ist.

Beweis: Weil K" vollstdndig und d eine Metrik ist, ist die Abgeschlossenheit von K
dquivalent zur Vollstindigkeit nach Lemma 1.106. Nach den Ubungen 1.163 und 1.165
und dem Beispiel 1.164 ist die Beschrénktheit von K dquivalent zur Totalbeschranktheit.
Damit folgt die Behauptung aus dem Satz 1.166.

OJ

Beispiel 1.168 Die “Einheitssphire” A = {z € K"| ||z||oc = 1} beziiglich || - || st
kompakt in (R™,|| - ||oc), denn sie ist abgeschlossen als Urbild der abgeschlossenen Menge
{1} unter der Normabbildung, die stetig ist. Auch ist sie wegen A C [—1,1]™ beschrinkt.
Also ist A kompakt.

Erinnern Sie sich an folgende wichtige Eigenschaften stetiger Funktionen auf kompakten
Mengen aus der Analysis 1:
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e Bilder kompakter Mengen unter stetigen Abbildungen sind kompakt.

e Stetige Funktionen mit Werten in R auf nichtleeren, kompakten Mengen nehmen
ihr Minimum und ihr Maximum als Wert an.

Erinnern Sie sich, dass zwei Normen auf dem gleichen K-Vektorraum aquivalent genannt
werden, wenn sie die gleiche Topologie erzeugen. Das ist genau dann der Fall, wenn die eine
Norm durch konstante Vielfache der anderen Norm nach unten und nach oben abgeschétzt
werden kann; siche Ubung 1.64.

Satz 1.169 (Aquivalenz aller Normen auf R") Firn € N und K € {R,C} gilt: Alle
Normen auf K™ sind dquivalent.

Beweis Es sei || - || : K* — R eine Norm. Wir zeigen die Aquivalenz der Normen | - || und
| [|oo- Mit Lemma 1.7 folgt fiir x = (21,...,2,) € K™

n n
> zjes|| <zl X llegll,
j=1 j=1

wobei e; den j-ten kanonischen Einheitsvektor in K" bezeichnet. Aus Ubung 1.64 folgt
damit: Die Identitat id : (K, ||-||c) — (K", ||-||), id(x) = =, ist stetig. Mit der Stetigkeit der
Normabbildung || - || : (K", || - ||) = (R,|-|) nach Lemma 1.59 folgt durch Komposition:
Die Normabbildung || - || : (K" || - [|o) — (R,]-|). ist stetig. Es bezeichne A = {z €
K" |||l = 1} die “Einheitssphéire” bzgl. || - ||oo. Wegen 0 ¢ A gilt ||z]| > 0 fur alle
x € A. Weil die “Einheitssphére” A = {2 € K"| ||z||cc = 1} nichtleer wegen e; € A und
kompakt nach Beispiel 1.168 ist, nimmt die Norm || - || auf A ein Minimum m > 0 und
ein Maximum M < oo an. Hieraus folgt

)l =

Ve e K" : mllz|e <lz] < M|z (25)

Dies sieht man so: Es sei x € K". Im Fall x = 0 ist die Behauptung klar. Wir diirfen
also z # 0 und damit ||z||. > 0 annehmen. Setzen wir y := x/||z||c, so folgt ||yl =
l2||oo /]| %]l o = 1, also y € A und damit m < ||y|| < M. Wegen ||y|| = ||z]|/||z| folgt die
Behauptung 25, also nach Ubung 1.64 die Aquivalenz der Normen || - || und | - ||co.

0]
Ubung 1.170 (Kompaktheit der euklidischen Einheitssphire) 1. Fir n € N

sei S™ = {x € R"| ||z||2} = 1 die euklidische Einheitssphire. Zeigen Sie: S™ ist
kompakt in der Standardtopologie auf R™.

2. Folgern Sie, dass fiir jede stetige Funktion f :R3 — R die Menge
M = {f(ma?%Z)l x7y7z € R, $2+y2+22 fd 1}

ein Minimum und ein Maximum besitzt.
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Ubung 1.171 (Stetigkeit linearer Abbildungen auf R™) Es seien K € {R,C}, m,n €
N, || - || eine beliebige Norm auf K™ und || - || eine beliebige Norm auf K™. Weiter sei
L : K™ — K" eine K-lineare Abbildung. Zeigen Sie, dass L : (K™, | - ||) = (K™, | - |")
stetig 1st.

Ubung 1.172 (Charakterisierung kompakter Einheitskugeln) Es sei (V|- ||) ein
normierter Raum tiber K € {R, C}. Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden beiden Aus-
sagen:

1. V ist endlichdimensional.

2. Die abgeschlossene Einheitskugel B1(0) = {z € V| ||z|| < 1} ist kompakt.

Ubung 1.173 Zeigen Sie: Ist (M,dy) ein totalbeschrénkter halbmetrischer Raum und
f:(M,dy) — (N,dy) eine gleichméBig stetige Abbildung mit Werten in einem halbme-
trischen Raum (N, dy), so ist auch das Bild f[M] in (NN, dy) totalbeschrankt.

Ubung 1.174 Zeigen Sie:

1. Der Abschluss A einer totalbeschriankten Teilmenge A C M in einem halbmetrischen
Raum (M, d) ist totalbeschriankt.

2. Die Vervollstandigung eines totalbeschrankten halbmetrischen Raums ist kompakt.

Aus dieser Ubung zusammen mit Ubung 1.162 folgt: Fiir beliebige Primzahlen ist die
Vervollstandigung Z, der ganzen Zahlen beziiglich der p-adischen Metrik kompakt.

Ubung 1.175 (Stetige Funktionen auf kompakten Mengen sind gleichmiBig
stetig.) Es seien (M, dys) ein kompakter halbmetrischer Raum, (V,dy) ein halbmetri-
scher Raum und f : (M,dy) — (N,dy) eine stetige Abbildung. Beweisen Sie, dass f
gleichméBig stetig ist. Lassen Sie sich dazu von dem aus der Analysis 1 bekannten Spezi-
alfall M, N C R inspirieren.

Ubung 1.176 Es sei

M ={f € C(0, 1], R)| |flloc < 1L, Va,y € [0,1] = |f(z) = f(Y)| < |z —yl}

der Raum aller durch 1 beschréankten, global Lipschitz-stetigen Funktionen mit Lipschitz-
konstante 1. Zeigen Sie, dass M in (C([0,1],R), || - ||c) abgeschlossen und totalbeschréinkt
und damit kompakt ist.

Hier ist ein einfaches hinreichendes Kriterium zum Nachweis, dass eine Abbildung f :

(X,T) — (Y,S) final ist:

Lemma 1.177 (Finaltopologie und Kompaktheit) Jede surjektive stetige Abbildung
(X, T)— (Y,S) von einem kompakten topologischen Raum (X,T) auf einen Haus-
dorffraum (Y, S) ist final.
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Beweis: Wegen der Stetigkeit von f gilt
Sc{ucy|fl[ueTh

Zum Nachweis der umgekehrten Inklusion
S2{UCY|f U] T}

sei U C Y mit f7'[U] € T gegeben. Dann ist f~Y \ U] = X\ f7'[U] in (X,T)
abgeschlossen, also kompakt, da (X,7) kompakt ist. Da f stetig ist, ist auch das Bild
/7YY \ U]] kompakt, also abgeschlossen bzgl. S, da (Y, S) ein Hausdorffraum ist. Nun
gilt f[f7'[Y\U]] =Y \U, da f surjektiv ist. Aus der Abgeschlossenheit von Y \ U folgt:
U ist offen, d.h. U € S.

O

Ubung 1.178 Es seien (M;, d;), i = 1,...,n totalbeschréinkte halbmetrische Riume und
(M, d) das kartesische Produkt davon, versehen mit der Produkthalbmetrik. Zeigen Sie,
dass auch (M,d) totalbeschrankt ist. Folgern Sie, dass (M, d) kompakt ist, wenn alle
(M;,d;) kompakt sind.

Ausblick: Allgemeiner gilt der Satz von Tychonoff: Ein beliebiges kartesisches Produkt
kompakter topologischer Rdume, versehen mit der Produkttopologie, ist kompakt. Wir
beweisen das hier nicht; der Beweis beruht wesentlich auf dem Auswahlaxiom.

1.13 Der Approximationssatz von Stone-Weierstrafl

Es sei (X, 7) ein nichtleerer kompakter Hausdorffraum und K € {R, C}.
Wir betrachten den normierten Raum (C'(X,K), || - ||») aller beziiglich 7 stetigen Funk-
tionen f : X — R, versehen mit der Supremumsnorm

[ flloe = sup |f (z)].
reX

Man beachte, dass || f|l« wegen der Kompaktheit von X endlich ist. Gegeben A C
C(X,K), besprechen wir nun ein einfaches hinreichendes Kriterium, dass A dicht in
(C(XK), || - [loo) ist.

Definition 1.179 (punktetrennend) Eine Menge A C C(X,K) stetiger Funktionen
wird punktetrennend genannt, wenn es fiir alle z,y € X mit x # y ein f € A mit

f(z) # f(y) gibt.

Wir betrachten zunéchst den Fall K = R. Einen wichtigen Schritt liefert folgender Satz:

Satz 1.180 (Satz von Kakutani-Krein) Gegeben seien ein nichtleerer kompakter Haus-
dorffraum (X, T) und eine Menge A C C'(X,R) mit den folgenden Eigenschaften:
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1. A ist abgeschlossen in (C(X,R), | - ||co)-
. Die konstante Funktion 1 : X — R mit dem Wert 1 ist ein Element von A.

. Firalle f,ge Aist f+g € A.

2

3

4. Fiir alle f € A und alle « € R ist af € A.

5. Fir alle f € Aist |f| € A, wobei |f|(x) == |f(x)| fir z € X.
)

. A ist punktetrennend.
Dann ist A = C(X,R).

Beweis: Fiir alle f,g e Aist f —g = f+ (—1)g € A. Wir definieren fiur f,g € C(X,R):

fVg. frg: X =R, (fVg)(r) :=max{f(z) g(x)} und (f A g)(z) := min{f(z),g(x)}.
Wir beobachten zunéchst: Fiir alle f,g € Aist fV g, fAgé€ A, denn

1
fvg=5f+g+If—ab
1
frg=5(f+g—If =g
Nun sei f € C(X,R) gegeben. Es geniigt zu zeigen:

Ve>0dge A: ||f —glleo <k,

denn wegen der Abgeschlossenheit von A folgt dann auch f € A. Hierzu sei € > 0 gegeben.
Wir kénnen fiir alle z,y € X ein h,, € A mit h, ,(z) = f(x) und h,,(y) = f(y) wéhlen.
In der Tat: Im Fall z = y nehmen wir die konstante Funktion h, , := f(z)1. Im Fall x # y
wihlen wir mit der Punktetrennungseigenschaft von A ein &, , € A mit k, () # ku ()
aus und setzen

f(z) f(y)
Koy () — Koy (y) Koy(y) — kay()

Nach den vorausgesetzten Eigenschaften 2.,3.,4. ist h,, € A. Die Funktion h, , leistet das
Gewiinschte.

Py = (kl‘,y - kx,y(yﬂ) + (kx,y - kx,y(fﬂ)l)'

Wir fixieren fiir den Moment ein x € X. Fiir alle y € X ist die Menge
Upy ={2 € X| hyyl(z) < f(2) +€e} CX

als Urbild der offenen Menge | — oo, €[ unter der stetigen Abbildung A, , — f offen. Weiter
gilt y € Uy, . Also ist (Us,y)yex eine offene Uberdeckung von X. Wegen der Kompaktheit

von X konnen wir eine endliche Teilmenge E, = {y1,...,y»}, n € N, von X mit
U Ve =X
m=1
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wiéhlen. Natiirlich kann n von x abhéngen, doch z ist im Moment fixiert. Man beachte,
dass F wegen X # () nichtleer ist. Wir setzen

G = hgy N N gy,

Weil A abgeschlossen unter Minimumbildung ist, folgt auch g, € A. Weiter gilt g, < f +e.
In der Tat: Gegeben z € X, finden wir ein m € {1,...,n} mit z € U,,,,. Dann folgt

9z(2) < haym(z) < f(2) +¢

wobei wir bei der ersten Ungleichung die Definition von g, und bei der zweiten Ungleichung
die Definition von U, verwendet haben. Weiter gilt

gx(l“) = min{hl‘,m (x)> o gy, (37)} = f(x),

wegen hy,, (x) = f(z) firm=1,...,n.

Weil g.(x) = f(z) gilt, ist
Vo i={z € X| gu(2) > f(2) — ¢}

eine offene Umgebung von z, denn V. ist das Urbild der offenen Menge | — €, oo unter der
stetigen Abbildung g, — f.

Nun lassen wir z € X variieren. Die Familie (V,)qcx ist eine offene Uberdeckung von X,
besitzt also wegen der Kompaktheit von X eine endliche Teiliitberdeckung (V,.),cr mit
endlichem, nichtleerem F = {z,..., 2y} C X. Analog zum Obigen setzen wir

G =0z, V...V Gry.

Dann ist auch g € A, da A abgeschlossen unter Maximumbildung ist. Weiter gilt
f—e<g<f+e

Das sieht man so: Einerseits ist g < f+e¢,dag,,, < f+efurallem € {1,..., N} gilt. Um
andererseits g > f — € zu zeigen, sei z € X gegeben. Dann finden wir ein m € {1,..., N}
mit z € V., da die Familie (V,, ),=1.. ~ die Menge X iiberdeckt. Es folgt

.....

9(2) 2 gu,(2) > f(2) — €,

wobei wir bei der ersten Ungleichung die Definition von g und bei der zweiten Ungleichung
die Definition von V,, verwendet haben.

Damit ist bewiesen: |f(2) — g(2)| < € fur alle z € X, also auch || f — g|| < €. Das war zu
zeigen.

0

Satz 1.181 (Satz von Stone-Weierstrafl — reelle Version) Gegeben seien ein nicht-
leerer kompakter Hausdorffraum (X,T) und eine Menge A C C(X,R) mit den folgenden
FEigenschaften:
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1. Die konstante Funktion 1 : X — R mit dem Wert 1 ist ein Element von A.
2. Fiir alle f,ge Aist f+ g€ A.
3. Fiir alle f € A und alle a« € R ist af € A.
4. Firalle f,ge Aist f-ge A.
5. A ist punktetrennend.
Dann ist A dicht in (C(X,R), | - |lc)-

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass der Abschluss A von A in (C(X,R),| - ||le) die
Voraussetzungen des Satzes von Kakutani-Krein erfiillt, denn dann folgt die Behaup-
tung A = C(X,R). Nach Voraussetzung ist 1 € A C A. Nun sind die Addition + :
C(X,R) x C(X,R) — C(X,R) und die Multiplikation - : C(X,R) x C(X,R) — C(X,R)
stetig beziiglich der Supremumsnorm und der zugehoérigen Produktmetrik. Im Fall der
Addition folgt dies aus Lemma 1.62, und im Fall der Multiplikation aus Lemma 1.70
wegen

Vfg € C(X,R) : f - glloo < 1 llsollglloo-

Nun gilt nach der Ubung 1.113 A x A = A x A, also (f,g) € A x A fiir alle f,g € A.
Aus Ubung 1.51 folgt dann f +g € A+ A C A und ebenso f-g € A-A C A fiir
diese f,g. Also ist A abgeschlossen unter + und -. Wegen al € A C A fiir alle o € R
impliziert dies auch die Abgeschlossenheit von A unter der Multplikation mit Skalaren.
Weil A punktetrennend ist, ist auch A O A punktetrennend. Gegeben f € A, bleibt
noch zu zeigen: |f| € A. Das sieht man so: Weil A abgeschlossen unter “+”, “” und
Skalarmultiplikation ist und die konstante Funktion 1 enthélt, ist po f € A fiir jedes
[ € A jede Polynomfunktion p : R — R, po f(z) = >)_,axf(x)*. Aus der Analysis 1

wissen Sie: i
1
o 2 2 1 n
vl = > (n) (y" = 1)

n=0

k—o00
sup — 0.
—1<y<1

Etwas grober gesagt: Fiir alle e > 0 gibt es eine Polynomfunktion p. : R — R, so dass
gilt:

sup ||y] — pe(y)] <,
<y<1

d.h. der Absolutbetrag ldsst sich auf [-1, 1] gleichméfig durch Polynome approximieren.
Fiir das gegebene f € A nehmen wir ein M > || f||«. Insbesondere ist M > 0. Dann gilt
—1 < f(x)/M <1 fiir alle z € X, also fiir alle € > 0

50 )] = Mpepae 1 @)/M| = M sup /@M = popel S@)/MD)] < M7 =

Das bedeutet ||f — peam © flloo < € mit der Polynomfunktion p.pr : R — R, 2 —
Mpen(2/M). Wegen pearo f € A ist damit gezeigt: |f| € A = A.
Die Voraussetzungen des Satzes von Kakutani-Krein sind damit fiir A verifiziert.
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Ubung 1.182 (Satz von Stone-Weierstral — komplexe Version) Gegeben seien ein
nichtleerer kompakter Hausdorffraum (X,7) und eine Menge A C C'(X,C) mit den fol-
genden Eigenschaften:

1. Die konstante Funktion 1 : X — R mit dem Wert 1 ist ein Element von A.
2. Fir alle f,ge Aist f+g€ A.

Fiir alle f € A und alle a € C ist af € A.

Fiir alle f,ge Aist f-g e A.

Fiir alle f € Aist f € A, wobei f das konjugiert Komplexe von f bezeichnet.

A AN

A ist punktetrennend.

Zeigen Sie, dass dann A dicht in (C'(X,C), || - ||«) ist.

Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass Re A = {Re f| f € A} die Voraussetzungen der reellen
Version des Satzes von Stone-Weierstraf erfiillt, und dass {Re f| f € A} = {Im f| f € A}
gilt. Erinnern Sie sich dazu an Re f = 3(f + f) und Im f = L(f — f).

Korollar 1.183 (Approximationssatz von Weierstraf}) FEs sei K € {R,C}. Fiir alle
kompakten Intervalle [a,b] C R, a < b, ist die Menge A aller Polynomfunktionen p :
[a,b] = K dicht in (C([a, b],K), || - lloo)-

Beweis: Offensichtlich erfiillt der Raum A der Polynomfunktionen alle Voraussetzungen
des Satzes von Stone-Weierstraf3.
O

Korollar 1.184 (Approximation stetiger Funktionen auf dem Einheitskreis) Fs
sei S* = {z € C| |z| = 1} der Einheitskreis und A die Menge aller Funktionen f : S* — C

der Gestalt
f(z) = Z a2

mit beliebigem n € Ny und beliebigen Koeffizienten oy € C. A st also der von den
Funktionen ey, : S' 3 z — 2F, k € Z, aufgespannte C-Vektorraum. Dann ist der Raum A
dicht in (C(S*,C), | - [loo)-

Beweis: S! ist abgeschlossen und beschrinkt, also kompakt. Offensichtlich ist A abge-
schlossen unter Addition und Skalarmultiplikation, enthélt die Eins: 1 = eg, und wegen
er - e = epyy fiir k1 € Z ist A auch abgeschlossen unter Multiplikation. Nun gilt fiir alle
z € S! die Gleichung 7 = z~!. Es folgt &, = e_;, fiir alle k¥ € Z. Das impliziert, dass A
auch abgeschlossen unter Komplexkonjugation ist. Weil A die Identitéit idgi = e; enthélt,
ist A punktetrennend. Also sind alle Voraussetzungen der komplexen Version des Satzes
von Stone-Weierstrafl erfiillt, und es folgt die Behauptung.
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Ubung 1.185 (Beziehung zwischen Funktionen auf S' und periodischen Funk-
tionen) Eine Funktion f : R — C heifit a-periodisch, a € R, wenn fiir alle x € R gilt:
f(xz+a) = f(z). Es bezeichne

Coer(R,C) = {f : R — C] f ist stetig und 2m-periodisch}

den Raum aller stetigen, 27-periodischen Funktionen auf R. Zeigen Sie, dass die Abbildung

L (C(SY, 0] [loo) = (Coer (R, C), || - lloo), e(f) (@) = f(e™) fiir f € C(S',C) und z € R
eine bijektive lineare Isometrie ist. Folgern Sie, dass der von den Funktionen R > z + %%,

k € Z, aufgespannte C-Vektorraum dicht in (Cper(R, C), || - [|o0) ist.

Ubung 1.186 Es sei B := {z € C| |z| < 1} die abgeschlossene Einheitskreisscheibe.

1. Es sei C[z,z] die Menge der Polynomfunktionen p : B — C in der Variablen z und
ihrer komplex Konjugierten z, also Funktionen der Gestalt

p(z) = Z o 277
k,leNg

mit komplexen Zahlen aj;, von denen nur endlich viele von 0 verschieden sind.
Zeigen Sie, dass Clz,Z] dicht in (C(B,C), || - |s) ist.

2. Nun sei C[z] die Menge der Polynomfunktionen p : B — C in z, also

p(z) = Z ok
k=0

mit komplexen Zahlen oy, und m € Ny. Zeigen Sie, dass C|z] nicht dicht in (C(B,C), || - ||o0)
ist.
Hinweis: Zeigen Sie, dass

L (CBOLI ) = (€D L) =5 [ fle)da = )

eine stetige Linearform ist, die auf C[z] konstant 0 ist, die aber einen Wert f(z — 2Z) = 1
besitzt.

1.14 /(%2-Theorie von Fourierreihen

Die Approximation von stetigen Funktionen auf dem Einheitskreis durch Linearkombina-
tionen der Funktionen ey(2) = 2*, k € Z, wird viel klarer und einfacher, wenn wir statt
der Supremumsnorm || - ||« eine andere Norm || - ||z verwenden, die von einem Skalarpro-
dukt herkommt. In diesem Abschnitt untersuchen wir Approximationen im Sinne dieser
2-Norm.
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Weil fiir Anwendungen auch Funktionen mit Sprungstellen wichtig sind, lassen wir nicht
nur stetige Funktionen, sondern Riemann-integrierbare Funktionen zu. Dabei wird eine
Funktion f : S' — C Riemann-integrierbar genannt, wenn [0, 27| 2 z — f(e™) Riemann-
integrierbar ist.

Auf dem Raum R(S?*,C) aller komplexwertigen Riemann-integrierbaren Funktionen auf
dem Einheitskreis wird eine positiv semidefinite hermitesche Sesquilinearform durch

1 QW— )
()= 5= | Fegle) do
definiert. Die zugehorige Seminorm wird mit

[fll2 =V {f, f)

bezeichnet. Wir stellen uns Funktionen f, ¢ mit ||f — g|l2 = 0 im Sinne von Lemma 1.9
als miteinander identifiziert vor, so dass (-, -) nach diesem “Verkleben” zu einem Skalarpro-
dukt wird. Die Vervollstéindigung des Raums (R (S, C), ||-||2) nennen wir (L?(S*, C), || - ||2)-

Weil C(S?, C) dicht in (R(S*,C), ||-]|2) liegt (sieche Ubungen 1.43 und 1.126), ist (L?(S*,C), || -

auch die Vervollstindigung von (C(S*,C),|| - ||2). Mit dem wie in Beispiel 1.121 hochge-
hobenen Skalarprodukt wird L?(S?, C) zu einem Hilbertraum.

Lemma 1.187 (Fourier-Orthonormalititsrelation) Die Familie der Abbildungen (ey, :
St — C)rez, ex(z) = 2F, bildet ein orthonormales System beziiglich (-,-). Das bedeutet:

Vk',l €Z: <ek;€l> = 5k,l7
wobei Oy = lyx—yy das Kronecker-Delta bezeichnet.

Beweis: Fiir gegebene k,l € Z berechnen wir:

1 2T 1 2 ) ' 1 o
<ek7 €z> = _/ eikxellx dr = — efzkxezl;t dr = _/ el(lfk)x de
21 Jo 2m Jo o Jo

Fiir k = ist e/-®% = 0 = 1, und es folgt

1 2m
<€k,6k> = —/ ldx = 1.
2 Jo

Fiir k # [ erhalten wir dagegen

1 eill=k)z z=2m 1 o
(e, er) = { } = W[ezm(z " — ¢ [1—-1]=0.
0

il — k)|, _ I—k) ~ 2mi(l— k)
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Fiir m € Ny sei

Am = { i Q€L

k=—m
der von e_,,, ..., e, aufgespannte C-Vektorraum. Wir definieren
My RS, C) = Ay Tn(f) = D lex. fen.
k=—m

Offensichtlich ist II,, C-linear.
Die Orthonormalitétsrelationen spielen die wesentliche Rolle im Beweis des folgenden

Lemmas:

Lemma 1.188 1. Fiir alle f € R(S',C) und alle g € A, gilt (g, f —,,,(f)) = 0 und
I1,,(g9) = g. Anders gesagt: 11, ist die orthogonale Projektion von R(S*,C) auf A,,.

2. Fiir alle f,g € R(S*,C) gilt

m

(W (£),Tn(9)) = Y (ew, f) (exn9) »
k=—m
L (I = Xm: | (ex, f) 7.

k=—m
Beweis Zu 1. Wir beweisen die Aussage zunéchst fiir den Spezialfall g = ¢;, [ = —m, ..., m.
Hier gilt:

<€I7Hm(f)> = <€z, i <€k>f> €k> = i <€k,f> <€l,€k> = i <€k,f> 5l,k = <€z,f>
k=—m k=—m k=—m

und daher

(er, f = (f)) = {er, f) — (e, 1L (f)) = 0.
Weiter gilt

m

Mo(e) = Y (eme)en= Y e = e

k=—m k=—m

Der allgemeine Fall g = > aye; folgt hiermit so:
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(I (), Ln(9)) = < St fren S feng) > =5 T lew o) (e en)

l=——m k=—m l=—m k=—m
Z Z e, ) (ex, g 5kz Z (er, f) (ex, 9) -
l=—m k=—m k=-—m

Die zweite Behauptung ist der Spezialfall f = ¢ hiervon.

Wir erhalten:

Satz 1.189 (Besselsche Ungleichung) Fiir jedes f € R(S!,C) und alle m € Ny gilt
die folgende “Besselsche Ungleichung”

Z | {ex, ) 12 < IIFI13-

k=—m

> e NP <115

kEZ

Es folgt auch

Setzen wir F(f) := ((ex, f))x € CZ fiir diese f, so kénnen wir dies auch so ausdriicken:
F (R(Sl,(C), H ’ H2> — (gZ(Za(C)a || ’ H2)
ist eine (gleichméfig) stetige lineare Abbildung mit
V€ R(SLC): (IF(Nl2 < (1 fl2- (26)

Beweis: Aus Lemma 1.188 erhalten wir wegen I1,,,(f) € A, mit der Abkiirzung A,,(f) :==
f - Hm(f)
(W (f), Am(f)) =

Anschaulich gesprochen bedeutet das: A,,(f) = f — m( f) und II,,(f) stehen senkrecht
aufeinander. Wir erhalten:

A2 = (F, £) = (B () + T (f), A (f) + T (f))
= [An(NNZ + (A (f), Tn(f)) + (T (f)>A () + T ()13

= 1 An(HI3 + ITa(HIIE = T ()3 = Z [ {ews P57 e ) P
also die Besselsche Ungleichung. Insbesondere ist die Abbildung
F:R(SY,C) — *(z,C)
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wohldefiniert und erfiillt wegen

> ew )12 = IF(HII5 fiir f € R(S",C)

kEZ

die Version (26) der Besselschen Ungleichung. Offensichtlich ist die Abbildung F auch
C-linear. Aus der Besselschen Ungleichung und Lemma 1.63 folgt, dass

F: (R(S,C), |- 2) = (¢*(Z,C), ]| - ||2)

gleichméBig stetig ist.
O

Weil (¢2(Z,C), || - ||2) auf Grund von Satz 1.110 vollstéindig ist, kénnen wir nach Satz
1.115 die Abbildung F : (R(S*,C), ||+ ||2) = (¢/*(Z,C), || - ||2) zu einer gleichmiBig stetigen
Abbildung

F (L2(517C>7 H ) HQ) - (62(276)7 H ) ”2)

fortsetzen. Mit den Dichtheitsargumenten wie in Abschnitt 1.8 erhalten wir, dass auch
diese Fortsetzung die Besselsche Ungleichung

vf e L2(SL,C) : IF()lla < [ flle- (27)
erfiillt.

Definition 1.190 Die Abbildung F : (L*(S',C), |- |l2) = (¢*(Z,C), || - ||2) wird Fourier-
analyse genannt. Die Koeffizienten

(F( e = (e, ), keZ (28)
heiBen Fourierkoeffizienten von f € L?(S*, C).

Die Gleichung (28) gilt auch fiir alle f € L*(S',C) mit dem Dichtheitsargument aus
Ubung 1.75.
In der Version (27) der Besselschen Ungleichung gilt sogar Gleichheit:

Satz 1.191 (Parseval-Gleichung, Fouriersynthese) Die Fourieranalyse
F (L2(517C>7 H ’ HQ) - (62(276)7 H ’ H2)

ist eine unitdre Abbildung, d.h. sie ist eine lineare, bijektive Isometrie. Insbesondere gilt
die Parseval-Gleichung

Vf,g € L(S',C): (F(f). F(9)) ={f.9), (29)

speziell

vf e LS, C) - (IF(Hllz = Iz, (30)
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wobei Skalarprodukt bzw. Norm links in ¢?(Z,C) und rechts in L?*(S',C) zu verstehen
1st.

Die Umkehrung F~! der Fourieranalyse F : L?(S',C) — (*(Z,C) wird Fouriersynthese
genannt. Sie wird wie folgt gegeben:

F1:0*Z,C) — L*(S',C),

F ' (aw)hez) = agey = im Z g€k, (31)

kEZ

wobei der Limes in (L*(S',C), || - ||2) zu verstehen ist. Die Reihe }°, , cver heiBt Fou-
rierreihe .

Beweis: Wir beweisen die Parseval-Gleichung (30) fiir die Norm zunéchst fiir alle f € A,,,
m € Ny, dann fiir f € C(S?,C), und schlieBlich fiir f € L*(S*, C).
Fir f € A, gilt wegen Lemma 1.188 f = I1,,,(f), also

1115 = T (15 = Y Hew £ =D [lew £) 5= IF D3

k=—m keZ

wobei wir beim vorletzten Gleichheitszeichen verwendet haben, dass fiir f = Z?:_m aey €
A, und [ € Z\ {—m,...,m} aus der Orthonormalitétsrelation folgt:

m

(e, f) =Y axleer) =0.

k=—m

Nun betrachten wir den “Giiltigkeitsbereich der Parseval-Gleichung”

M = {f € LS ,O) Il = 17 (N2}

Die Menge M ist abgeschlossen in (L?*(S*,C), || - ||l2) als Urbild der 0 unter der stetigen
Abbildung L?(S*,C) = R, f — ||f]l2 — H}"( )13, wobei wir die Stetigkeit von F aus Satz
1.189 verwenden. Setzen wir A = J,, oy, Am, so gilt nach dem eben Gezeigten A C M.
Es folgt A C M, wobei der Abschluss in (L*(S*,C),|| - ||2) gemeint ist. Wir zeigen nun
C(S',C) C A. Die Identitit id : (C(S*,C), |- [|oc) = (C(S*,C), || -||2) ist stetig. Dies folgt
aus Lemma 1.63, denn id ist linear und es gilt fiir f € C(S*,C):

2w 27
/]2 = \//0 |f(e) 2 da < \//0 1£112 dz = V27| f |-

Nach Korollar 1.184 ist A dicht in (C(S*,C), || - ||s), also auch dicht in (C(S*,C), || - ||2),
da die stetige Abbildung id : (C(S*,C),|| - |lse) — (C(S',C),| - |l2) nach Ubung 1.51
“Beriihrpunkte nicht abreiBt”. Damit ist gezeigt: C'(S*,C) C A C M, d.h. die Parseval-
Gleichung fiir die Norm gilt auch auf C'(S*, C). Nun ist C(S*, C) dicht in (L?*(S*,C), [|-||2),
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denn (L?(S*,C), ||-]|2) ist die Vervollstéindigung von (C'(S*, C),||-|2). Es folgt L*(S*,C) C
A C M, d.h. die Parseval-Gleichung fiir die Norm gilt auf L?(S*, C).

Um die Parseval-Gleichung (29) fiir das Skalarprodukt aus der Parseval-Gleichung fiir
die Norm (30) herzuleiten, verwenden wir die folgende Bezichung zwischen Skalarprodukt
und Norm:

1 : . . :
(fr9) = 7 (If +9lls = 1f = glls+illf =gl —illf +igl5) .
die in jedem Prahilbertraum gilt. Man sieht diese Beziehung so: Zunéchst gilt

1f +gllz = £l + (f.9) + {g..f) + llgllz = £115 + 2Re (£, 9) + llgll5.

Setzen wir —g statt g ein, erhalten wir hieraus

1f = gllz = I£15 — 2Re (f.9) + llgll5.

also

(fF+9l3—=1f—9l3) -

A

Re(f,g) =
Setzen wir hier —ig statt g ein, folgt

m (f,g) = Re(—i(f.9)) = Re(f, —ig) = - (If —iglls — Ilf +igl3)

o |

und daher die Behauptung wegen

(f,9) =Re(f,g9) +ilm(f,g).

Wir erhalten hiermit mit Parseval-Gleichung fiir die Norm und der Linearitéit von F fiir
f,9€ L*(5,C):

) Flg)) == 7 IF + 95 = I7(f = 95 +illF(f = ig)lz — il F(f +ig)l)

(Lf+gll3 = IIf = gll3 +illf — gl — il f +1igll3) = {f.9)

(F

(f
1
4

Weil (L?(S*,C), || - ||l2) ein normierter Raum und
F (LQ(SI7C>7 || ’ ||2) - (62(Z7C>a || ’ ||2)

nach der Parseval-Gleichung eine Isometrie ist folgt einerseits: F ist injektiv. Andererseits
folgt hieraus, weil (L*(S*,C), || - ||2) vollstéindig ist, dass auch das Bild F[L?*(S',C)] C
(%(Z, C) vollstindig ist, also nach Lemma 1.106 abgeschlossen im normierten Raum (¢(Z, C), || - ||2)-
Nun ist das Bild F [A] des Raums A = (J,,,cn, Am = span{ex| k € Z} genau die Menge
C@® aller (ap)rez € CZ, fiir die oy # 0 hochstens fiir endlich viele k gilt. Um dies zu
sehen, beachte man, dass F(ey) fiir k& € Z der k-te kanonische Einheitsvektor in (*(Z, C)
ist. Weiter ist C® nach Ubung 1.42 dicht in ¢?(Z,C). Also ist auch F[L*(S*,C)] dicht
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in ((2(Z,C),| - |l2). Es folgt F[L*(S*,C)] = ¢*(Z,C), da F[L*(S",C)] abgeschlossen und
dicht in (¢3(Z,C), || - ||2) ist. Das bedeutet, dass F auch surjektiv ist. Damit ist gezeigt,
dass F unitér ist.

Wir zeigen nun die Giiltigkeit der Umkehrformel (31). Hierzu sei o = (ay)xez € €*(Z,C)
und o™ = (Lgjk/>my 0k Jkez € C@® fiir m € Ny. Dann gilt wegen Y okez |ag|* < oo nach
dem Satz von der dominierten Konvergenz:

la—a™l5=" > "0,
kEZ\{—m,...,m}

also auch
IF (@) = FH(a™)]3 =570,

d.h. lim,, e F (™) = F~1(a) (Limes beziiglich || - ||, gemeint), weil F unitér ist. Die
Umkehrformel (31) folgt nun wegen

FHam) = Z arer, m € Ny.

k=—m

OJ

Ausfiihrlich geschrieben lautet die Parseval-Gleichung fiir f, g € R([0,2x],C) mit f(0) =
f(27m), g(0) = g(27) und Fourierkoeffizienten

1 2 ]
= o /0 e~k f(z) da,
1 27 "
= 5o i e "g(x)dx
wie folgt:
1 2r .
o/, f@)g()de =" Fegr,
keZ
1 2
— | f@Pde=> |l
2 Jo

kEZ

Beispiel 1.192 Wir wenden die Parseval-Gleichung an auf die Funktion f : [0,27] — R
mit f(z) =1 fiir 0 <z <7 und f(z) = 0 sonst. Auf der linken Seite erhalten wir

1 27

|f (@) dx =

1
27 J, 2
Berechnen wir die Fourierkoeffizienten fy, k € Z, von f:

1 [ 1
f0=§/0 f(f’?)d33:§
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und fiir k € Z\ {0}:

L[> 1 [ 1 e hm—1
- —ikx dr = — —zk:zd - - - =
i 27r/0 e (w)du 27r/0 < YT T Tk
| (tkm)™! fir k€ 2Z+1,

- 0 fir k € 27\ {0}.

Die Parseval-Gleichung liefert

117 ) , 1 1
2" 27 ), |f(2)] d$ZZ|fk| =1 " Z (km)?

kEZ ke2Z+1

also

anders geschrieben:
2 =1
-
ke2N—1

Nun gilt

1 1 1 2 1 1 1
2p- X L E s s ik

keN ke2N—1 ke2N
Wir erhalten die erstaunliche Formel
Lo
~ k2 6
Ubung 1.193 Beweisen Sie analog
Lo
k907

indem Sie beide Seiten der Parseval-Gleichung fiir die “Dreiecksfunktion” f : [0,27] — C
mit f(z) =z fir 0 <z <7 und f(z) =27 — z fir 7 <z < 27 ausrechnen.

Ubung 1.194 Berechnen Sie die Fourierkoeffizienten der Funktionen f,, g, : S' — C,
fa(z) = (Rez)” und f,(2) = (Im2)", n € Ny.

Ubung 1.195 Es sei f : R — C eine stetig differenzierbare, 27-periodische Funktion.
Zeigen Sie, dass die Fourier-Partialsumme

k=—n
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mit n € Ny, x € R und

fr = %/0 ek f(2) da

fiir n — oo gleichmdf$ig gegen f konvergiert.
Hinweis: Integrieren Sie partiell und verwenden Sie die Besselsche Ungleichung fiir f/ und

die Cauchy-Schwarz-Ungleichung, um , _, | fix| < 0o zu zeigen.

Ubung 1.196 (Reelle Version der Fourierreihe) Es sei f : R — R eine stetige 27-
periodische Funktion. Zeigen Sie, dass die Funktionen

gn 2 [0,271] = R, gn(z) =co+ Z[ak cos(kx) + by sin(kz)]

k=1
mit
1 2m
=5 i f(z)dz,
1 2m
ap = —/ cos(kx) f(z) dx,
T Jo
1 27
by = —/ sin(kx) f(x) dx
T Jo
fiir n — oo in (C([0,27]), || - ||2) gegen f konvergieren.

Hinweis: Driicken Sie ay, b, und ¢y mit den komplexen Fourierkoeffizienten

1
o

21
Jr / e~k f(x)de, kel
0

aus und folgern Sie

gn(x) = Z fre*® fir n € Ny, z € R.
k=—n
Bemerkung: Unter der Zusatzvoraussetzung, dass f stetig differenzierbar ist, folgt aus
aus Ubung 1.195 auch gleichmdflige Konvergenz der reellen Version der Fourierreihe, also
Konvergenz in (C([0, 27]), || - ||oc)-
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2 Differentialrechnung mehrerer Variablen

2.1 Visualisierung von Funktionen mehrerer Variablen

In der Analysis mehrerer Variablen ist es essentiell, eine gute geometrische Intuition fiir
Funktionen mehrerer Variablen zu entwickeln. Doch was soll man sich unter einer Funktion
f: R™ — R™ anschaulich-geometrisch vorstellen? Fiir nicht zu grole m und n kann man
mit verschiedenen graphischen Darstellungstechniken noch gut eine anschauliche Vorstel-
lung von solchen Funktionen f gewinnen. Wir besprechen nun einige dieser Techniken zur
Veranschaulichung von Funktionen f “vom Typ R™ — R"”. Die “Typangabe” soll hier
bedeuten, dass der Definitionsbereich von f eine Teilmenge von R™ und der Wertebereich
eine Teilmenge von R" ist.

Funktionen vom Typ R — R". Funktionen f = (fi,..., fn) : R = R™ kann man sich
als Kurve im n + 1-dimensionalen Raum R"*! vorstellen, und zwar als Graph

(@, fi(x),. .., fal@))] & € R} € R

Das ist fiir n = 1,2 einfach, weil unser Anschauungsraum dreidimensional ist, wird aber
fiir n > 3 schwieriger.
Indem man die Zeit als vierte Dimension zu unserem Anschauungsraum hinzunimmt,
gewinnt man noch eine Dimension mehr fiir die Anschauung: Man stellt sich f dann mit
einem Punkt im Raum R"™ vor, der sich mit der Zeit entlang einer Kurve im Raum R”
bewegt:

R > Zeit t — Ort f(t) € R"

Das funktioniert fiir n = 1,2,3 gut und wird erst fiir n > 4 schwieriger. Dann bleibt
natiirlich immer noch die Moglichkeit, sich die Komponenten fi,..., f, einzeln oder zu
kleineren Blocken zusammengefasst vorzustellen, z.B. (fi, fo) und (fs, fy) fiir n = 4.

Funktionen vom Typ R™ — R.

Beispiel 2.1 Man kann sich die “Nordhalbkugel” und “Siidhalbkugel” der Einheitssphére
S% = {z € R3| ||z|»} = 1 als Graphen

{(z,y. fe(z,y) e R?|2* + 4> < 1}

der Funktionen

fei{(z,y) eR’® + 4> <1} = R, fo(z,y) ==V +y2 -1

vorstellen. Diese Beschreibung endet am Aquator; sie wird dort “singuldr” durch das
Auftreten vertikaler Tangentialebenen und weil Punkte (x,y) mit 22 + y*> = 1 am Rand
des Definitionsgebiets von fi liegen. Oft entfernt man diese “Singularitédten” aus dem
Definitionsbereich und arbeitet auf offenen Mengen. Natiirlich ist das nur eine Beschrei-
bungssingularitit oder Kartensingularitdt der “Erdkugel”, denn geometrisch gesehen ist
die Erde am Aquator ebenso “reguldr” wie an allen anderen Stellen auch.
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Allgemeiner: Fiir nicht zu grofle m kann man sich auch f: R™ — R als Graph
{(z, f(x)| 2 € R™} = {(z1, ..., Tm, f(z1,...,2m))| € R} Cc R™H!

vorstellen. Insbesondere stellt man sich damit Funktionen f : R? — R als Hohenprofil
eines Gebirges im Anschauungsraum R? vor. Fiir zweidimensionale Graphiken im Druck
oder auf dem Bildschirm funktioniert das auch noch mehr oder weniger gut, indem man
die Flédche perspektivisch darstellt, evtl. mit Schattierungen, z.B. in Panoramakarten.
Aus Wanderkarten kennen Sie auch eine prazisere Darstellung von Hohenprofilen durch
Hohenlinien oder Niveaulinien: Orte gleicher Hohe werden durch eine Hohenlinie mar-
kiert, zum Beispiel eine Hohenlinie pro 50 Meter Hohenunterschied. Die Wanderer unter
Ihnen wissen, dass ein Geldnde umso steiler ist, je dichter die Héhenlinien auf der Wander-
karte zusammen liegen, dass man eine gemiitliche Wanderung auf gleichem Hohenniveau
erwarten kann, wenn der Weg auf einer Hohenlinie 1duft, aber dass man einen steilen Auf-
stieg/Abstieg erwarten muss, wenn man senkrecht zu den Héhenlinien aufwérts/abwiérts
lauft.

Auch in der Wetterkunde verwendet man diese Darstellungstechnik, zum Beispiel zur
Veranschaulichung des Luftdrucks in Wetterkarten: Isobarenlinien sind die Linien glei-
chen Luftdrucks. Liegen die Isobaren dicht zusammen, hat man hohe Luftdruckgegensétze
und muss mit einem Sturm rechnen, wihrend man fast Windstille erwarten kann, wenn
die Isobaren weit auseinander liegen oder gar ein ganzes Flachenstiick zu einer Isobaren
gehort.

Formal gesehen ist die Niveaulinie N, (f) einer Funktion f : R? — R zum Niveau h € R
das Urbild

Nu(f) =[RS
also der Losungsraum der Gleichung
f(z,y) = h.
Zum Beispiel sind die Niveaulinien
fiR* =R, fx,y) =2° +y?

zu positiven Niveaus h > 0 Kreise um (0,0) mit Radius v/A. Das Niveau h = 0 ist eine
Ausnahme, eine Singularitit: Es ist keine Linie mehr, sondern nur ein Punkt. Fiir

g:R* =R, g(z,y) =2y

sind die Niveaulinien g~ '[{h}] fiir h # 0 Hyperbeln, fiir & = 0 jedoch die beiden Koordina-
tenachsen, die sich im Nullpunkt schneiden. Auch hier ist der Nullpunkt eine Singularitdt.
Fiir Abbildungen f : R* — R ist das Niveaugebilde f~'[{y}] “in reguliren Fillen” eine
(meist gekriimmte) Fliache. (Untypische, “singuldre” Ausnahmen, wie zum Beispiel bei
einer konstanten Funktion f, gibt es natiirlich auch.) Zum Beispiel ist fiir die Abbildung

f:R? 5 R, f(:v,y,z):x2+y2+22
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das Niveaugebilde f~'[{h}] zum Niveau h > 0 eine Sphiire (Kugeloberfliiche) mit Radius
V'h, fiir h = 0 jedoch keine Fliche, sondern nur der Nullpunkt. Der Nullpunkt ist also eine
“Singularitét” von f. Die Beschreibung der “Erdoberfliche” als Niveaufliche f~![{1}] ist

nun singularititenfrei — anders als oben die Beschreibung mit Nord- und Siidhalbkugel
als Graph. Fiir die Abbildung

g:R* SR, g(x,y,2) =2 —y* -2

ist die Niveaufliche g~'[h] fiir Niveaus h > 0 ein zweischaliges Hyperboloid, fiir h < 0
ein einschaliges Hyperboloid und fiir A~ = 0 ein Doppelkegel mit Spitze in (0,0,0). Am
Nullpunkt ist das Niveaugebilde also keine glatte Flédche; der Nullpunkt ist hier singulér.
Man kann sich die Niveauflichen von ¢ vorstellen, indem man die Niveaugebilde von
(z,y) — 2* — y* im dreidimensionalen Raum um die z-Achse rotiert.

Auch fiir m > 3 ist das Niveaugebilde f~'[{h}] einer Abbildung f : R™ — R, also der
Losungsraum der Gleichung

flz1,...,xm) =h

“In reguldren Fillen” ein (m — 1)-dimensionales Gebilde, “Hyperfliche” genannt. Das
Prafix “Hyper-” bezieht sich darauf, dass das Gebilde nicht zweidimensional sein muss,
sondern eine Dimension weniger als der Grundraum R™ hat, also Kodimension 1 besitzt.
Solch eine (regulére) Hyperflache nennt man auch eine (m — 1)-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit von R™.

Besonders wichtig fiir die Differentialrechnung mehrerer Variablen ist es, eine gute geo-
metrisch-anschauliche Vorstellung von Linearformen, also von linearen Abbildungen f :
R™ — R zu entwickeln. Hier sind (im “regulidren” Fall f # 0) die Niveauflachen parallele
Hyperebenen (also parallele Geraden in der Ebene fiir m = 2 und parallele Ebenen im
Raum fiir m = 3). Diese Hyperebenen liegen dquidistant zueinander, wenn man die Nive-
aus dquidistant wihlt. Man kann sich diese Hyperebenen physikalisch als Wellenfronten
einer ebenen Welle im Raum oder in der Ebene vorstellen. Eine weitere Veranschaulichung
von Linearformen erhilt man, indem man sich f in der Form f : R™ > x — (k,z) € R ge-
geben vorstellt, wobei k& € R™ und (-, -) das euklidische Skalarprodukt bezeichnet. In der
Linearen Algebra lernen Sie, dass jede Linearform auf R genau eine solche Darstellung
besitzt, denn die Abbildung R™ — (R™)" = Homg(R™,R), k — (k,-) vom Raum R™ in
seinen Dualraum (R™)’ ist ein Isomorphismus. Der “Normalenvektor” oder “Wellenvek-
tor” k steht senkrecht auf den Niveau(hyper)ebenen {z € R™|(k,z) = h} und zeigt in
Richtung ansteigender Werte. Je grofler sein Betrag, desto dichter liegen die Niveauebenen
(bei gleichem Niveauabstand) zusammen, desto “steiler” das Hohenprofil, desto kleiner
die Wellenlénge im Wellenbild.

Weitere Visualisierungsméglichkeiten von Abbildungen f vom Typ R? — R erhilt man,
indem man Funktionswerte f(z) durch Farben kodiert, z.B. durch Graustufen oder mit
einer Farbskala. Auch diese Technik kennen Sie von der Temperaturdarstellung in Wet-
terkarten: Rot fiir heifle Regionen, Gelb-Griin fiir moderat warme Gegenden und Blau fiir
kalte Gebiete. Auch in der Medizin wird diese Darstellungstechnik bei bildgebenden Ver-
fahren (z.B. Computertomographie, Kernspintomographie, Ultraschall) haufig eingesetzt.
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Eine weitere Dimension in der Darstellungsmoglichkeit gewinnt man wieder durch Hinzu-
nehmen der Zeit: Ein “Wetterfilm” zur Veranschaulichung der Temperaturdnderungen, bei
dem sich die Farbe im Bild o6rtlich und zeitlich verdndert, veranschaulicht eine Abbildung
vom Typ R? — R,

(Langengrad, Breitengrad, Zeit) +— Temperatur.

Eine Abbildung vom Typ R* — R kann man sich mit einer Schar von sich zeitlich
verandernden Niveaugebilden

N(h,t) ={(z,y,2) € R’| f(t,z,y,2) = h}

im Raum vorstellen, wobei h das Niveau und ¢ die Zeit bedeutet, oder, wenn man will,
auch als farbige Gebilde im Raum R?, die sich zeitlich verindern.®

Funktionen vom Typ R? — R? oder R? — R3. Die einfachste Moglichkeit, sich
Abbildungen f : R? — R? vorzustellen, ist es, sich jede der beiden Komponenten (fi, f3)
von f einzeln vorzustellen, z.B. indem man die Héhenlinien von f; und von f; in das
gleiche Bild zusammen einzeichnet. Diese Technik ist insbesondere in der (komplexen)
Funktionentheorie wertvoll, in der es um “analytische” oder “holomorphe” Funktionen,
also um im komplexen Sinn differenzierbare Funktionen f vom Typ C — C, also ebenfalls
vom Typ R? — R?, geht. (In der Vorlesung “Funktionentheorie” lernen Sie, dass sich die
Hohenlinien von Real- und Imaginérteil von f dann senkrecht schneiden.) Die Technik,
die Hohenlinien der drei Komponenten (fi, f2, f3) einer Abbildung f : R* — R? alle
in ein gemeinsames Bild einzuzeichnen, ist dagegen wenig niitzlich, weil das schnell zu
uniibersichtlich wird.

Man kann sich eine Abbildung f vom Typ R? — R? oder R? — R? dagegen vorstellen,
indem man sich R? wie ein Millimeterpapier als eine mit Koordinatenlinien bedruckte
Gummimembran vorstellt, die dann mit f deformiert in der Ebene R? oder im Raum R3
liegt.

Man stelle sich zum Beispiel die Erdkugel mit Léngen- und Breitengradlinien markiert
vor: Dies liefert eine Veranschaulichung der Abbildung

f:R* = R3  f(0,¢) = (sinfcos ¢,sin O sin ¢, cos ).

(¢ = Léngengrad € [0,27] und # = Breitengrad € [0, 7], etwas abweichend von der
Konvention in der Geographie.) Man beachte, dass der Nordpol (0,0, 1) und der Siidpol
(0,0,—1) bei dieser Beschreibung singulére Stellen werden, weil die Meridiane (Langen-
gradlinien) sich dort schneiden. (Natiirlich ist das nur eine Beschreibungssingularitit der

8Bedenkt man, dass der Raum aller Farben dreidimensional ist, mit den Koordinaten “Rotanteil,
Griinanteil, Blauanteil”, etwa beim Farbfernsehen, oder auch - nach einem Koordinatenwechsel - mit
den Koordinaten “Helligkeit, Séttigungsgrad, Farbton”, so kann man sich mit dieser Technik zum Spaf}
sogar noch Abbildungen vom Typ R3 — R? oder - unter Hinzunahme der Zeit - vom Typ R* — R? als
farbige, verschieden helle und verschiedene Pastellfarben verwendende, sich zeitlich veréndernde Gebilde
im Raum vorstellen, auch wenn das zugegebenermaflen schwierig ist und nicht viel niitzt.
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Erdkugel, denn geometrisch gesehen ist am Nordpol und am Siidpol die Erdoberfliche
ebenso reguldr wie an allen anderen Stellen auch.) Auflerdem verliert man einen Meridian
in der Beschreibung, wenn man zum offenen Kern ]0, [ x |0, 27[ 5 (0, ¢) iibergeht.

(Wer will, kann sich auch Abbildungen vom Typ R? — R? mit dieser Technik als zeitlich
verdnderliche Deformationen einer Gummimembran vorstellen, oder eine Abbildung vom
Typ R? — R? als eine zeitlich veréinderliche Kurve im Raum.)

Funktionen vom Typ R™ — R". Solche Abbildungen kann man sich (unter gewissen
Regularitatsvoraussetzungen) als Koordinatenwechsel vorstellen, also als Umrechnung zwi-
schen kartesischen und krummlinigen Koordinaten. Beispiele liefern die Polarkoordinaten-
darstellung vom Typ R? — R?, (r,¢) — (z,y) = (r cos ¢, rsin ¢) und die Kugelkoordina-
tendarstellung vom Typ R® — R3, (1,0, ¢) — (z,y,2) = (rsinf cos @, rsin 0 sin ¢, r cos 0).
Eine ganz andere, sehr niitzliche Veranschaulichung von Abbildungen f vom Typ R? — R?
oder R? — R? liefern Vektorfelder: Man erhilt sie, indem man sich fiir jede Stelle z den
Vektor f(x) als einen Pfeil vorstellt, der mit Fuipunkt bei z in eine Graphik eingezeichnet
wird. Diese Technik kennen Sie ebenfalls von Wetterkarten bei der Darstellung von Wind:
An jeder Stelle wird ein Pfeil in Windrichtung gezeichnet, dessen Léinge die Windstéirke an
dieser Stelle darstellt. Die gleiche graphische Darstellungstechnik wird oft in der Physik
und Elektrotechnik zur Veranschaulichung des elektrischen Feldes oder auch des magne-
tischen Feldes benutzt. (Wer méchte, kann sich so auch eine Abbildung R?* — R? oder
R* — R? als zeitlich veréinderliche Vektorfelder vorstellen.) Mit etwas abstrahierter geo-
metrischer Intuition kann man sich so auch fiir n > 3 Abbildungen f : R®” — R" als Vek-
torfelder (und f : RxR™ — R™ als zeitlich veranderliche Vektorfelder) im n-dimensionalen
Raum R" vorstellen. Jedenfalls liefert sie den Anlass fiir folgende Sprechweise:

Definition 2.2 FEs sei U C R™ mit n € N. Eine Abbildung f : U — R™ wird Vektorfeld
auf U genannt. Oft beschrinkt man sich auf den Fall, dass U offen und f stetig ist.

Die Veranschaulichung durch Vektorfelder liefert uns auch ein geometrisches Bild von
Differentialgleichungssystemen g (t) = f(y(t)) mit einem Vektorfeld f : R” — R™ und
einer Losungskurve y : R — R™: Stellen wir uns f als Vektorfeld der Windgeschwin-
digkeit im Raum (n = 3) oder in der Ebene (n = 2) vor. Nehmen wir ein “Teilchen”
(etwa eine Vogelfeder oder ein Luftmolekiil), das mit dem Wind mitgetragen wird, also
“mitflieft”. Seine mit der Zeit ¢ parametrisierte Bahnkurve ¢ — y(t), also Flusslinie, wird
dann durch eine Losung y des Differentialgleichungssystems beschrieben. Die Gesamtheit
der Losungen kann man sich dann auch als Flussabbildung & vom Typ R x R* — R",
O : (Zeitdauer ¢, Startpunkt a) — Endpunkt y(¢) vorstellen. Umgekehrt kann man dieses
“Flusslinienbild” auch verwenden, um sich Vektorfelder vorzustellen. In der Physik, ins-
besondere in der Schule, verwendet man dieses Flusslinienbild oft zur Veranschaulichung
elektrischer oder magnetischer Felder. Natiirlich enthélt es nur dann die gesamte Infor-
mation iiber das Vektorfeld, wenn man auch die Flussgeschwindigkeit graphisch darstellt,
z.B. in einem Film. Die Losungen y eines allgemeineren Differentialgleichungssystems
y(t) = f(t,y(t)) mit einem zeitabhingigen Vektorfeld f : R x R® — R™ kann man sich
ebenso als Bahnkurven von Teilchen vorstellen, die in einer Fliissigkeit oder in einem Gas
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suspendiert sind, deren Geschwindigkeitsfeld sich rdumlich und zeitlich éndert; man denke
an Filme zur Entwicklung des Winds im Wetterbericht.

Abbildungen vom Typ R" — (R"). Eine anschauliche Intuition zu Linearformen-
feldern zu gewinnen, also von Abbildungen w : R” — (R™)" von R" in seinen Dualraum,
ist schon eine echte Herausforderung an die geometrische Vorstellungskraft. Solche Ab-
bildungen werden auch I-Formen, Differentialformen 1. Grades oder Pfaffsche Formen
genannt. Sie spielen in der Differentialrechnung mehrerer Variablen eine zentrale Rolle.
Wer will, kann sich eine 1-Form als ein Feld von Niveauflichen oder “Wellenfronten” im
Raum vorstellen, das aber von Punkt zu Punkt variiert. Die Vorstellung ist auch schon
im Fall n = 2 oder n = 3 schwierig, weil Linearformenfelder ja Abbildungen vom Typ
R" x R — R, (z,y) — w,(y) kodieren, die im y-Argument linear sind: Das sind also
Abbildungen von 2n Variablen! Hilfreich ist hier die Ubersetzung von 1-Formen in Vek-
torfelder, die sich aus dem Isomorphismus R” — (R")', k — (k,-) ergibt: Dann kann man
sich 1-Formen einfach als Vektorfelder vorstellen, muss aber beachten, dass diese Vorstel-
lung an der Wahl eines Skalarprodukts héngt. Eine andere Veranschaulichung bekommt
man, wenn man sich an jeder Stelle z im Raum den Kern Kerw, = {y € R"| w,(y) = 0}
als (Hyper-)Ebene, verschoben um z und angeheftet bei x, vorstellt. Dieses “Hyperebe-
nenfeld” steht also senkrecht zum obigen Vektorfeld. Bei dieser Veranschaulichung fehlt
natiirlich die Information, wie dicht die Niveauflichen von w, zusammenliegen.

Zusammenfassung: Beschreibung von Flichen im Raum. Wir haben nun drei
verschiedene Darstellungen von Fléachen im Raum besprochen:

e als Graph einer Abbildung vom Typ R? — R (Beispiel Nord- und Siidhalbkugel),

e als Bild einer “Parameterdarstellung” vom Typ R? — R3 (Beispiel Lingen- und
Breitenkreisbeschreibung),

e als Niveaugebilde einer Abbildung f vom Typ R?® — R, also als Lésungsraum einer
Gleichung f(z,y,z) = 0 (Beispiel 2 + y* + 2% = 1).

Bei allen drei Beschreibungen sind “Singularitdten” moglich.

Allgemeiner kann man m-dimensionale “Untermannigfaltigkeiten” im n-dimensionalen
Raum, also (n — m)—kodimensionale Gebilde (unter Ausschluss von “Singularitidten”)
ebenfalls auf drei verschiedene Weisen beschreiben:

e mit “Graphen” {(x, f(x))|z € U C R™} von Abbildungen f vom Typ R™ — R"™"™

e mit “Parameterdarstellungen” als Wertebereiche von Abbildungen vom Typ R™ —
R",

e mit “Niveaugebilden” f~'[{y}] mit festem y € R"™™ von Abbildungen f vom Typ
R™ — R™ ™ anders gesagt als Losungsraum von n — m Gleichungen mit n Unbe-
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kannten x4, ..., x,, z.B. fiir y = 0 durch

fl<$1, Ce ,.fl?n) :0,
0

fg(l’l, Ce ,[En) =

fo—m(x1, ... x,) =0.

Dies wird uns spéter noch intensiv beschéftigen.

2.2 Partielle Ableitungen

Als ersten und einfachsten mehrdimensionalen Ableitungsbegriff besprechen wir die “par-
tielle Ableitung”. Hierbei handelt es sich um die Ableitung nach einer Variablen bei fest-
gehaltenen anderen Variablen:

Definition 2.3 (Partielle Ableitung) Es seien n € N, U C R", j € {1,...,n}, [ :
U — C eine Abbildung und = = (zi,...,2,) € U ein Punkt. Weiter bezeichne e; =
(0, k)k=1,..n den j-ten kanonischen Einheitsvektor in R™. Die Abbildung f heit partiell
differenzierbar in x nach der j-ten Koordinate, wenn die Abbildung {t € R|z+te; € U} >
t — f(z +e;t) in einer Umgebung von 0 definiert und an dieser Stelle differenzierbar ist.
Die Ableitung
D;f(x):= f(x—i—e] )
t=0

an der Stelle 0 wird dann partielle Ablez’tung von f an der Stelle x nach der j-ten Koor-
dinate (oder auch nach z;) genannt. Anders gesagt:

o flry, oo hxg, o ) — flaeg, . T,
D, () = tim Tt Bt Fa it n) 2 )

Ist eine Funktion nach allen Koordinaten partiell differenzierbar, so heifit sie partiell
differenzierber (ohne Zusatz). Der (Spalten-)vektor aus den partiellen Ableitungen von f
wird Gradient von f genannt:®

Dif(z)
rad f(x) = V() = | D)
D, f(x)
Fiir die partielle Ableitung sind viele andere Notationen im Gebrauch, z.B.:
Dy(r) = () = 2 () = 0,f(2) = V(&) = J,
Ox; Ox; J

9Das Symbol “V” wird als “Nabla” gelesen.
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Beispiel 2.4 Die partielle Ableitung a% f(z,y) einer Funktion f zweier Variablen be-
schreibt also, wie stark f in x- Richtung ansteigt, wihrend 8% f(z,y) beschreibt, wie stark

sie in y-Richtung ansteigt.

1. Fiir f:R? = R, f(z,y) = xy ist

Dif(5.) = 5o 0(wy) =, Daflay) = 5. fa) =

also

grad f(z,y) = ( z ) :

2. Fir x,y € R mit y # 0 ist

3. Fiir x > 0,y € R erhalten wir
0 0

— ¥ =yl ¥ = —eVlosT — pv log x.

ox oy Jy

4. Fir z = (z1,...,2,) € R"\ {0} und j =1,...,n erhalten wir

n
2(13]‘ ZEj

2wt el

k=1

0 0

-zl = 5~

an 8xj

Das Gleiche in Vektornotation:

Vilzllz = |lzll; "=

Ubung 2.5 Berechnen Sie den Gradienten der folgenden Funktionen:

1 —(a—9)?/(22),

. [ RZx R - R, f(z,y,2) = T

2. f:R" - R, f(z) = (a,x) mit gegebenem a € R", wobei (.,.) das euklidische
Skalarprodukt bezeichnet,

3. [:R"\ {0} = R, f(z) = ||z||$ mit gegebenem « € R,

4. f:R3\{0} = R, f(z) = ﬁ‘;ﬁ? mit gegebenem a € R3.
2

Die partielle Ableitung ist der Spezialfall des folgenden Begriffs der Richtungsableitung

fiir Koordinatenrichtungen:
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Definition 2.6 Esseienn € N U CR", f : U — C eine Abbildung, x = (z1,...,z,) € U
ein Punkt und a € R" so, dass I := {t € R| z+ta € U} eine Umgebung von 0 ist. Existiert
die Ableitung

d

Dof(x) == — f(z +ta)|

dt t=0
so wird sie Richtungsableitung von f in x in Richtung des Vektors a genannt. Ist allge-
meiner k : [ — U eine “parametrisierte Kurve durch z” (also I ein Intervall mit 0 € I°,
alle Komponenten von ¢ differenzierbar und £(0) = z), so wird die Ableitung (f o k)’(0)
Richtungsableitung von f in x entlang der Kurve k genannt.

Man kann sich die Richtungsableitung veranschaulichen, indem man sich f : U — R als
Hohenprofil und die Kurve k als einen Wanderweg vorstellt: (f o k)" > 0 bedeutet, dass
die Wanderung bergauf fithrt, (f o k)’ < 0 bedeutet, dass es bergab geht.

Partielle Ableitungen sind also Richtungsableitungen in Richtung der kanonischen Ein-
heitsvektoren e;, und eine Richtungsableitung in x in Richtung eines Vektors a ist eine
Richtungableitung entlang der Geraden k durch z, die mit dem Geschwindigkeitsvektor
a durchlaufen wird.

Anders als bei Ableitungen in einer Dimension folgt aus partieller Differenzierbarkeit nicht
die Stetigkeit. Hierzu ein Gegenbeispiel: Die Abbildung

-4 fur (z,y) # (0,0)
. 2 _ ] P ’ T
fR*E=R, f(z,y) {0 firr=y=0

ist partiell differenzierbar. In der Tat: Fiir (z,y) # (0,0) gilt
2

y 22y T 2xy
— D = — )
2 +y? (22 +y?)? 2f (2,9) 22 4+42 (22 +y2)?

le(l‘,y) =

Doch auch in (0,0) ist f partiell differenzierbar, denn es gilt f(z,0) = 0 = f(0,y) fiir
x,y € R und daher D; f(0,0) = 0= Dyf(0,0). Die Abbildung f ist jedoch unstetig in 0,

denn es gilt
11 1 1
li —, —)=lim - ==-#0= f(0,0).
Jim f(~, ) = lim o =5 #0=f(0,0)
Man kann sich dieses Beispiel einfacher anschaulich vorstellen, wenn man Polarkoordina-

ten x = rcos ¢, y = rsin ¢ verwendet. Fir r > 0, ¢ € R gilt

2 cos ¢ sin ¢
72(cos? ¢ + sin® ¢)

f(rcos¢,rsing) =

= cos ¢ sin ¢

Die Werte von f sind also entlang von Strahlen durch den Nullpunkt konstant, hdngen
aber von der Richtung des Strahls ab.

Partielle Ableitungen vertauschen unter recht allgemeinen Voraussetzungen mit dem Inte-
gral. Wir besprechen im Moment nur eine einfache Variante davon, spéter in der Analysis
3 jedoch eine weitgehende Verallgemeinerung davon.
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Lemma 2.7 (Vertauschung von Integral und partieller Ableitung) Ist f : [a,b]x
le,d] = C (mit a < b und ¢ < d) eine stetige, nach dem 2. Argument partiell differenzier-
bare Abbildung mit stetiger Ableitung Do f, so gilt fir alle y € ]c,d|:

d%/abf(x,y)dfvz/aba—

Beweis: Da D, f stetig ist, ist es auch gleichméBig stetig auf jedem kompakten Rechteck

la,b] x [¢,d] C [a,b] X ]c,d]. Gegeben y € e, d[, folgt nach dem Mittelwertsatz der

Differentialrechnung die folgende gleichmdfige Konvergenz:

[ = fly) o
t—y 9y

s )

sup
z€[a,b]

f(z,y)

und daher

dily/abf(x,y)dx_hm—(/ fla,t) dx—/ f(z,y) dx)

—lm/ fwtt_fxy)d :/bhmf(w,t)—f(%y)dx

t—y Y t—y t—y

:/aa—(xy)

Ubung 2.8 Berechnen Sie den Gradienten der folgenden Funktion f : R? x Rt — R,
fla,b,c) = fab e~ dz. Im Ergebnis darf zwar ein Integral, aber keine Ableitung stehen.

O

Fiir hohere partielle Ableitungen, also fiir partielle Ableitungen von partiellen Ableitungen
gibt es wieder mehrere Notationen:

o 0 o

Dib; f(x) = 0x; &c]f( *) = Ox; Ox;

flz) = ngf(x)

(analog fiir Ableitungen noch hoherer Stufe). Fiir die m-te partielle Ableitung nach der
7-ten Koordinate schreibt man auch

o™ 0 0
D} f(z) = axjmf(f) = ow o, (z)
—_———

m Ableitungen

Eine Abbildung f wird m-fach partiell differenzierbar genannt, wenn alle partiellen Ab-
leitung bis zur m-ten Stufe existieren. Sind diese partiellen Ableitungen sogar stetig, so
nennt man sie m-fach stetig partiell differenzierbar. Eine beliebig oft stetig partiell diffe-
renzierbare Abbildung nennen wir auch glatt. Der Raum der m-fach stetig partiell diffe-
renzierbaren Funktionen auf U mit Werten in K € {R, C} wird mit C" (U, K) bezeichnet;
der analoge Raum der glatten Funktionen mit C*°(U, K).
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Definition 2.9 Ist f : U — C eine in x € U zweimal partiell differenzierbare Funktion,
U C R", so wird die Matrix aus den partiellen Ableitungen

.....

die Hessematriz von f in x genannt. Ihre Spur, also die Summe der Diagonaleintrage,
heifit Laplaceoperator und wird mit

bezeichnet.

Veranschaulichung des Laplaceoperators in R?: Stellen wir uns den Graphen von f als
Fléche vor, so gibt der Laplaceoperator Af(x) an, ob die Flache in x “im Mittel” eher
nach oben (Af(xz) > 0) oder eher nach unten (Af(z) < 0) gekriimmt ist. Stellen wir uns
den Graphen als eine in einen horizontalen Rahmen eingespannte, ein wenig deformierte
Gummimembran vor, so bedeutet Af(z) < 0, dass eine Kraft die Membran an der Stelle
x nach oben driickt.

Beispiel 2.10 Uber R” gilt:
2

n 8 n n
Al =30 5 Y at =D 2 =2
k=1 j=1

j=1 J

Insbesondere ist A(z? + y?) = 4 (nach oben gedffnetes Rotationsparaboloid, nach oben
gekriimmt), A(—z? — y?) = —4 (nach unten gedffnetes Rotationsparaboloid, nach un-
ten gekriimmt), A(z? — y 0 (Hyperboloid, sowohl nach oben als auch nach unten

gekriimmt) .

Ubung 2.11 Essei f: R\ {0} = R, f(z) = ||lz]|27%. Beweisen Sie Af = 0. Insbesondere
gilt in drei Dimensionen

L 0
falla ~

Ubung 2.12 Gegeben sei die Funktion

1 ll=13
ZR"XR+—>R, r,t) = —e 2t |
/ flz,t) i

Zeigen Sie, dass f die “Wéarmeleitungsgleichung”
0 1

— t)==-A t
£ f 1) = SA S )

16st, wobei sich hier der Laplaceoperator nur auf z = (z1,...,z,), nicht jedoch auf ¢
bezieht. Versuchen Sie sich im Fall n = 1 anschaulich vorzustellen, dass f “zerflieSende
GauBsche Glocken” beschreibt, indem Sie x — f(x,t) fiir verschiedene ¢ grob skizzieren.

105



Wie schon der Name besagt, beschreibt die Warmeleitungsgleichung die zeitliche Tempe-
raturentwicklung in einem wérmeleitenden Material: Mit der Interpretation, dass f(z,t)
die Temperatur am Ort z zur Zeit ¢ beschreibt, bedeutet die Warmeleitungsgleichung
grob gesagt: “lokaler Temperaturanstieg, wenn die Umgebung im Mittel warmer als der
betrachtete Punkt ist”. Diese Gleichung und Varianten davon modellieren auch Diffusi-
onsvorginge, wie sie z.B. bei der Entwicklung von Marktpreisen auftreten. Varianten der
Wiérmeleitungsgleichung spielen daher in der Finanzmathematik bei der Bewertung von
Finanzderivaten eine wichtige Rolle.

Partielle Ableitungen konnen in Ausnahmeféllen nicht vertauscht werden. Hierzu ein
Gegenbeispiel:

Ist .

zye /Y fiir y # 0,

. T2 _

so gilt fiir x € R und y # O:

2
Dyf(x,y) = ye = — 2/,
Y
aber auch Dy f(x,0) =0, also D1 f(0,y) = y. Es folgt DyD;f(0,0) = 1. Andererseits gilt
fiir alle festen = € R: |f(x,y)| = |zye /"] < |y| fiir y — 0, also Dy f(x,0) = 0. Es folgt

DDy f(0,0) = 0 £ 1 = DyDy f(0,0).

Die partiellen Ableitungen vertauschen in diesem Gegenbeispiel also nicht.
Allerdings ist dieses Gegenbeispiel eine untypische Ausnahme. Es gilt ndmlich:

Lemma 2.13 (Lemma von Schwarz zur Vertauschbarkeit partieller Ableitungen)
Es seienm > 2, U C R" offen, x € U, f : U — R und i,j5 € {1,...,n}. Wenn die
partiellen Ableitungen D;D;f und D;D,f tber U ezistieren und in x stetig sind, so gilt
D;D;f(z) = D;D;f(x).

Etwas vergribert formuliert: Ist f zweimal stetig partiell differenzierbar, so ist die Hesse-
matriz D f symmetrisch, d.h. fiir ihre Transponierte gilt (D*f)t = D?f.

Beweis: Fiir ¢ = j ist nichts zu zeigen. Weil alle Koordinaten aufier z; und x; festgehalten
werden, diirfen wir 0.B.d.A. n =2, i =1 und j = 2 annehmen. Wir schreiben nun (z,y)
statt 2.1 Wir betrachten eine beliebige Umgebung V' C U von (z,y) und nehmen ein
Rechteck mit den Ecken (z,v), (¢/,y), (2/,y), (z,v'), das ganz zu V gehort, wobei 2’ > x
und y’ > y. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung, angewandt in 1-Richtung,
gibt es ein £ zwischen z und 2/, fiir das gilt:

- a%[f(& Y) — FE @ —a)

= Dif(&y) — Dif(& )] — )

10Man lasse sich nicht durch den Typ- und Bedeutungswechsel von z verwirren.

[f(‘rlvy/) - f(xla y)] - [f(l’,y/) - f(a:,y)]
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Nochmal mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung, diesmal angewandt in 2-Richtung,
erhalten wir fiir geeignetes 7 zwischen y und ¥/

Dif(&,y) = Dif(&y) = DaDif(§,m)(Y —y)
Zusammen erhalten wir:

f@y) — f@y) — flo,y) + f(z,y)
(2" —z)(y —v)

3¢ €z, 2] In ey, y]: = DyD1 f(&,7).

[P}

Mit vertauschten Rollen von “x” und “y” erhalten wir ebenso fiir geeignetes 1’ zwischen
y und 3’ und geeignetes &’ zwischen x und 2’:

@ y) — Fa)] - @ y) — Fley)] = a%,[f(a:', 1) — Fa W — )
=Dy f(a',n") — Dif(z, )|y —y) = DiDof (&, 7 ) (2" — 2)(y' — y)

und daher zusammen

f@y) — fy) — [ y) + [, y)

(2 —2)(y — y) = D1D2f(§/7 ).

DyDyf(€,m) =

Damit ist gezeigt, dass es fiir jede Umgebung V' C U von (z, y) zwei Punkte (£, ), (¢',7) €
V mit DyD1f(€,1n) = D1Dof(€',n') gibt. Aus der vorausgesetzten Stetigkeit von Dy Dy f
und von DDy f in (z,y) folgt damit Dy Dy f(x,y) = D1Dsof(x,y).

O

Multiindexnotation fiir h6here partielle Ableitungen. Da es bei m-fach stetig
partiell differenzierbaren Funktionen f von n Variablen (z1,...,x,) nicht auf die Reihen-
folge der partiellen Ableitungen ankommt, liegt es nahe, nur die Anzahl der Ableitun-
gen nach jeder Variablen und nicht deren Reihenfolge zu notieren: Gegeben eine Liste
a = (ai,...,a,) € Nj von Ableitungsstufen mit |o| := > 7| a; < m, setzen wir

o™ 02 oo
o ag "t an
011t O™ oz,

Dof = 1.

Die Zahl || nennen wir auch den Grad des Differentialoperators D®. Hier ein Beispiel fiir
diese Notation fiir eine 3-fach stetig partiell differenzierbare Abbildung f : R?® — R:

2

0 0
DD f(a,y, 2) = 9m 9.2 @Y%)
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2.3 Differenzierbarkeit und Ableitung

Die Kernidee der Differentialrechnung ist es, eine Funktion nahe an einer Stelle durch
eine affin-lineare Funktion zu approximieren, also zu “linearisieren”. Diese Idee kennen
Sie schon aus der Analysis 1, wo wir differenzierbare Funktionen f : R — R nahe bei
x € R durch ihre Tangente Z — f(z) + f'(z)(Z — ) approximiert haben:

f(@) = f(z)+ f'(2)(Z — z) + o(T — 2) fir T — .

Die Idee der Linarisierung lésst sich auch auf hoherdimensionale Situationen iibertragen
und ist dort ebenfalls von fundamentaler Bedeutung:

Definition 2.14 (Ableitung, Differential) Es seien (V,|-|) und (W,]:]|) zwei nor-
mierte Raume, V' # {0}, U C V offen und = € U. Eine Abbildung f : U — W wird
differenzierbar an der Stelle x genannt, wenn es eine stetige lineare Abbildung L : V — W
gibt, fiir die gilt:

@) — 1) L@ = o))

i & — |

—0. (32)

Die stetige lineare Abbildung L ist dann eindeutig bestimmt und wird Ableitung, Linea-
risierung oder auch Differential von f an der Stelle x genannt und mit

df, = df(x):=L

bezeichnet. Die Abbildung f heifit differenzierbar, wenn sie an jeder Stelle differenzierbar
ist.
Mit anderen Worten gesagt: f ist differenzierbar in x mit Ableitung L € B(V, W), wenn
es eine in 0 stetige Abbildung R : U —2z — W mit R(0) = 0 gibt, so dass fiir alle h € U —x
gilt:

f@+h) = f(z)+ L(h) + ||h]| R(h).

Die Abbildung f heif3t stetig differenzierbar, wenn sie differenzierbar ist und die Ableitung
df : U — B(V,W), x — df, stetig ist, wobei der Raum B(V, W) aller stetigen linearen
Abbildungen L : V — W mit der zugehorigen Operatornorm versehen wird.

Der wichtigste Fall ist V' = R™ und W = R". In diesem Fall kommt es auf die Wahl
der Normen nicht an, da alle Normen auf R™ bzw. R" dquivalent sind. Auch ist in diesem
Fall jede lineare Abbildung L : R™ — R” stetig, so dass man hier auf die Forderung der
Stetigkeit von L verzichten kann. In diesem Fall wird L auch durch Multiplikation mit
einer Matrix A € R™™ (m Spalten, n Zeilen) beschrieben:

L(y) = Ay fiir alle y € R™.

Ist L = df, das Differential von f bei x, so wird die zugehérige Matrix A die Jacobimatriz
von f an der Stelle x genannt und mit Df(x), Df, oder (fiir m > 1 selten) mit f'(x)
bezeichnet.
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Gelegentlich wird es zweckméfig sein, auf die Bedingung, dass U offen ist, zu verzichten,
z.B. bei der Ableitung an Punkten am Rand eines Halbraums, in Analogie zur links- und
rechtsseitigen Ableitung in der Analysis 1 am Rand von Intervallen. Im Fall, dass es eine
eindeutige Ableitung gibt, verwenden wir auch in diesem Fall die gleichen Notationen.
Fiir m = n = 1 stimmt die Jacobimatrix mit der Ableitung aus der Analysis 1 {iberein,
nun aufgefasst als 1 x 1-Matrix.

Zur Eindeutigkeit der Ableitung df,. Ist L : V — W eine stetige lineare Abbildung,
fiir die (32) gilt, so folgt fiir alle h € V'\ {0}:

i ! S im1 x — flx)| —
~lig o 00) = () — 2] = (Lot[ﬂ T th) — f(x)] L(h)}),

also

—0

1
L(h) = lim 2 [f(z + th) — f(z)].
Die Abbildung L = df, wird also durch f eindeutig bestimmt.

Lokale affin-lineare Approximation von f. Die affin-lineare Abbildung
R"> % f(z)+dfy(z —2x)= f(x)+ Df, - (T —x)
approximiert also die Funktion f wie folgt:
f(@) = f(x) + Dfo - (& — x) + o([|T — z|)) fiir T — x (33)

wobei das Landau-Symbol o(]|Z — z||) analog zur Verwendung in der Analysis 1 fiir einen
Term R(Z) steht, der ||R(Z)||/||z — x| — 0 fir £ — x erfiillt. Beim Umgang mit Matrix-
operationen, insbesondere in der Darstellung (33), fassen wir die Elemente von R™ und
von R™ als Spaltenvektoren auf; insbesondere wird Z—z in (33) als Spaltenvektor aufgefasst.
Wir identifizieren also R™ = R™ !, Die obige affin-lineare Abbildung verallgemeinert die
Beschreibung von Tangenten aus der Analysis 1 auf multidimensionale Situationen.

Beispiel 2.15 Ist f: V — W linear und stetig, so gilt df, = f fiir alle x € V. In der Tat
ist | f(z) — f(z) — f(Z—)| = 0 fiir alle Z,x = 0. Anders gesagt: Die Linearisierung einer
stetigen linearen Funktion f ist f selbst. Im Spezialfall V' = R™, W = R" bedeutet das:
Fiir jede Matrix A € R™*™ besitzt die lineare Abbildung L4 : R™ — R™, Ls(z) = Ax die
Jacobimatrix DL s(x) = A an jeder Stelle x € R™. Das verallgemeinert die Ableitungsregel
dizcwc = a aus der Analysis 1.

Ein besonders einfaches, aber trotzdem wichtiges Beispiel erhédlt man im Fall V' = R™
fiir die kanonischen Projektionen x = (xy,...,2,) — z;, 7 = 1,...,m. In der Diffe-
rentialrechnung bezeichnet man diese Projektionen oft mit dem gleichen Namen wie die
Koordinaten selbst, also mit z;(z1,...,2,) = z;. Insbesondere ist dz; an jeder Stelle x

die j-te kanonische Projektion:
dej(x) s (Y1, Ym) — Yj-
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Die zugehorige Jacobimatrix ist konstant gleich dem j-ten kanonischen Einheitszeilenvektor

Dzj(z) =€} =(0,...0, _1_,0,...,0) e R™™

~
Stelle j

Beispiel 2.16 (Verallgemeinerung der Ableitungsregel %;) = 2z.) Essei (V, (-, )
ein Prihilbertraum iiber R und f: V — R, f(z) = ||z||* = (z,z). Dann ist f differenzier-
bar in jeder Stelle x € V mit der Ableitung

df, = 2 (z,") (34)

ausfiihrlich geschrieben df,(y) = 2 (z,y) fiir y € V. Man beachte, dass diese Ableitung
eine Linearform auf V ist, also eine lineare Abbildung von V' in den Grundkorper R. In
der Tat: Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt

Ve,y e Vo [2(z,y) | < 2|lz|llyll,

also ist die lineare Abbildung 2 (x,-) : V' — R stetig. Weiter gilt fir z € V:

f@) = flx) —2(x, 2 —z) =(2,2) — (z,x) — 2(x,T — x)
=(%,7) = 2(2,2) + (z,2) = |7 — || = o(||Z — =]]) (35)

fiir £ — z, also

1f(@) — flx) —2(x,T —2)| 35

= — 0.
|7 — ||

Im Spezialfall V' = R™, versehen mit dem euklidischen Skalarprodukt, lautet die Jacobi-

matrix von f also
Df(z) = 2(xy,...,1,) = 22,

denn 2 (x,y) = 2z'y fiir y € R™. Die Transposition ist nétig, da wir den Vektor 2 durch
einen Spaltenvektor darstellen, die Linearform df (x) jedoch durch den Zeilenvektor D f ().

Die Jacobimatrix wird aus den partiellen Ableitungen der Komponenten wie folgt gebildet:

Lemma 2.17 Gegeben sei eine Funktion f: R™ D U — R™, f(z) = (f1(2),..., fn(T)),

die differenzierbar in x = (x1,...,%,) € U ist. Dann sind alle Komponentenfunktionen
fi:U—=R,i=1,...,ninx partiell differenzierbar, und es gilt:
d o d
fi GO G T (T
pfe) = () | oo
a‘rﬂ i=1,...,n;j=1,....m : : . .
Ofn Ofn Ofn
a—ﬁl(ac) 8—;;@) o %(m)
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Beweis: 0.B.d.A. arbeiten wir mit der Norm ||-|| = [|-[|cc auf R™ bzw. R". Es gilt fiir
i=1,....,nund j=1,...,m fiir t € R\ {0} nahe bei 0:

|t [ fi(w + teg) — fi(w)] = (D fa)isl = [t [f (2 + tey) = f(x) = Df, - teli]
I f(x+tey) = f(@)] = dfa(te;)]l g

< [t f(x +te;) — f(x) = Dfy - tej]|| = Ite; ] — 0
Das bedeutet o7,
5o (1) = (DS

OJ

Kiirzen wir ab: y; = fi(x), §; = fi(Z), so kénnen wir Gleichung (33) in Komponenten-
schreibweise so schreiben:

- Oy
Oxj

Ui —yi = (5 — xj) + o(Z; — ;)

=1

firi=1,...,nund 2 — .

Warnung: Ein hiufiger Anfangerfehler ist es, Zeilen- und Spaltenindizes in der Jaco-
bimatrix zu verwechseln, insbesondere im Fall m = n, also die Jacobimatrix mit ihrer
Transponierten zu verwechseln. Merken Sie sich zur Vermeidung dieses Fehlers fiir die
Eintrige a;; = 0y;/0x; der Jacobimatrix:

Linker Index ¢ = Zeilenindex = Index der Ausgabevariablen

Rechter Index j = Spaltenindex = Index der Eingabevariablen

Beispiel 2.18 Fiir die Transformation f : R*? — R?, (x,y) = f(r,¢) := (r cos ¢, rsin ¢)
qgilt
dz Oz .
I T cos¢ —rsin¢
Df(T‘,gb)—(% g—g)_<sin¢ rcos¢)’

Ubung 2.19 Berechnen Sie die Jacobimatrix Df(r, 0, ¢) der Transformation von Kugel-
koordinaten nach kartesischen Koordinaten

f R XRxR =R} f(r,0,¢) = (rsinfcose,rsinfsin¢,rcos).

Vektoren und Linearformen als Ableitungen

1. Abbildungen vom Typ R — R". Eine differenzierbare Abbildung

fPROU =R, f(t)=(fi(t))i=1,..n
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konnen wir uns als eine durch die Zeit parametrisierte Kurve im Raum vorstellen.
Die Jacobimatrix ist der aus der Ableitung der Komponenten gebildete Spaltenvektor

fi(t)
f(t) = : ,
fu(t)

den wir uns als Geschwindigkeitsvektor zur Zeit t vorstellen. Die Linearisierung von
f bei t ist die vektorwertige Abbildung

dfi :R—=R", s sf(t).

. Abbildungen vom Typ R™ — R. Im Spezialfall von differenzierbaren Abbildun-
gen f : R™ DO U — R ist die Ableitung df, : R™ — R eine Linearform; sie wird
durch den Zeilenvektor

pf) = (32w @)

dargestellt, in Kurznotation:

pr- (22

oxy " Oz,

In Differentialnotation konnen wir das Gleiche in der Form

schreiben; erinnern Sie sich, dass dz; die Projektion auf die j-te Koordinate be-
zeichnet. Die in der Analysis 1 manchmal zweckméflige symbolische Notation dy =
fl(x)dzxfir f: R — R,y = f(z) bekommt damit einen rigorosen Sinn. Ein Vergleich

des Gradienten
of

ox1
V= :
of

Oxm,

mit der Jacobimatrix D f zeigt: Der Gradient ist die Transponierte der Jacobimatrix:
Vf = (Df)" In Differentialnotation kann man das mit dem euklidischen Skalarpro-
dukt (-,-) auch so schreiben: df,(y) = (Vf(z),y) fir z € U, y € R™, oder kurz

df = (Vf,-)
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Der Ubersetzung vom Gradienten zum Differential liegt also der vom euklidischen
Skalarprodukt induzierte Isomorphismus R" — (R"), a — (a,-) vom Raum R" in
seinen Dualraum (R™)" zugrunde.

Das Wechselspiel von Vektoren und Linearformen in der Differentialrechnung mehrerer
Variablen mag vielleicht beim ersten Kennenlernen verwirrend wirken; darum folgende
Tabelle als Merkregel:

Typ von f ‘ Ableitung df (z) ‘ dargestellt durch Df(x)
R — R" Vektor (genauer: vektorwertige Abb.) | Spaltenvektor
R™ -+ R Linearform (Differentialform) Zeilenvektor

Das Lemma 2.17 hat den Nachteil, dass es kein Kriterium fiir Differenzierbarkeit liefert,
denn es hat die Differenzierbarkeit von f als Voraussetzung.

In der Tat folgt aus partieller Differenzierbarkeit nicht die Differenzierbarkeit, wie folgen-
des Gegenbeispiel zeigt:

Beispiel 2.20 Die Abbildung

fiR? SR, f(g;,y):{ F% ;Z:Eii;i(oo)

ist partiell differenzierbar, auch in (0,0). Fir die Richtungsableitung in (0,0) in Richtung
a € R? gilt
d
p—t —t p—
GO

t=0
was jedoch keine lineare Funktion von a ist. Also ist f nicht in O differenzierbar.

D.f(0,0) = 4 fta)

Hier ist ein einfaches hinreichendes Kriterium fiir Differenzierbarkeit:

Lemma 2.21 (Stetige partielle Differenzierbarkeit = Differenzierbarkeit) Ist
U C R™ offen und f : U — R™ partiell differenzierbar mit in x € U stetigen partiellen
Ableitungen aller Komponenten, so ist f in x differenzierbar. Insbesondere ist jede stetig
partiell differenzierbare Abbildung f : U — R™ differenzierbar.

Beweis: Es geniigt, jede Komponente f; von f einzeln zu betrachten; daher diirfen wir
0.B.d.A. n = 1 annehmen. Gegeben € > 0, wahlen wir mit der Stetigkeit von V f in z ein
d > 0 so klein, dass fiir alle € R™ mit ||T—2|| < d gilt: Z € U und |V f(2) =V f(2)] e <
¢/m. Gegeben solch ein Z, definieren wir Vektoren 27 = (2/)1<ijcpn € R™ fiir j = 0,...,m
durch

zj_{xi fir j <1 <m,

P F fiir 1 <i<j

Insbesondere ist 20 = z, 2™ = 7 und 27 — 277! = (&; — x;)e; sowie ||z — x[| < § fiir
j=1,...,m. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung folgt fiir ein ¢; €0, 1]:

FE) = f(Z7N) = Dif(1L—t5)27 7 +;27) (&5 — ;)
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also mit der Abkiirzung 3 := (1 —t;)27 " + ;20 € U1~ (2):
f) = f(77Y) = Dif (@) (&5 — 25) = [D; f(y') — Dif ()] (&5 — ).

Summieren wir das iiber j, folgt

f(@) = flx) = (Vf(2), & —a) = f(z") = f(°) = D Df (x) (& — ;)

= Z[f(zj) — f(Z7Y) = D f(z) (&; — x;)] = Z[Djf(yj) — D, f(z)](Zj — ;).
und daher
|f(2)—f(x)—(Vf(z Z V() =V (@) |oo|Tj—25] < m%Hf—fHoo = €)|T—2||oo-

Weil € > 0 beliebig war, zeigt das, dass f in z differenzierbar mit der Ableitung df (z) =
(Vf(z),) ist.

U
Beispiel 2.22 (Abstraktion der Produktregel) Als ein etwas abstraktes Beispiel be-
trachten wir drei normierte Réume U, V, W (Normen mit ||-|| bezeichnet) und die Kom-

positionsabbildung
comp : B(V,W) x B(U,V) — B(U,W), comp(F,G)=FoG

wobei die Réaume jeweils mit der Operatornorm und das kartesische Produkt mit dem
Maximum der Operatornormen der beiden Eintrage versehen wird. Wer will, kann sich
Matrizen statt der Operatoren und das Matrixprodukt statt der Komposition vorstellen.
Die Abbildung comp ist differenzierbar mit der Ableitung

dcomppey(F',G") = F'oG+ FoG
firl! F, F/ € B(V,W) und G,G" € B(V,W). In der Tat:
I(F+F)o(G+G) = FoG—[FoG+G oF|usw =[F'oG |lusw

<N F'Nvowl|Glusv = o(max{||F'|lyw, |G lv=v})

fir max{||F'||v-w, ||G'|lv=v} — 0.
Zudem ist die Abbildung
B(V,W)x B(U,V)— B{UW), (F',G')—FoG+FoG
stetig nach Lemma 1.63, denn sie ist linear und es gilt
[F" 0 G+ F oG lysw < [[F' o Gllumw + | F oG lusw

<N F'lvawlGllusv + 1 Fllvowl| G llu—w

< (1Glvsv + |Fllvow) max{||F'|lv_w, [|G'[lv=w}
]

HE" und G’ sind hier nur anschauliche Namen fiir Variablen, der ’ steht hier nicht fiir “Ableitung”.
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2.4 Veranschaulichung der Ableitung mit Tangentialrdumen

Ubung 2.23 Betrachten Sie die Funktion f : R*> — R, f(z,y) = 2 + >, den Punkt
(w0, y0) = (3,4) mit dem Wert zg = f(xo,y0) = 25 und die Linearisierung g : R* — R,
9(z,y) = 20 + dfzo ) (& — To,y — yo) von [ bei (zo,yo). Zeichnen Sie die Niveaulinien
von f nahe bei (xg,yo) mit einem Zirkel und die Niveaugeraden von g nahe bei (xq,yo)
mat einem Lineal, z.B. fiir die Niveaus z = 21,22,23,24,25,26,27,28,29. Beobachten Sie,
wie die Niveaugeraden von g nahe bei (xg, ) die Niveaukreise von f nahe bei (zo,yo)
approTimieren.

Erinnern Sie sich, dass man m-dimensionale Gebilde im n-dimensionalen Raum, zum
Beispiel Flichen im Anschauungsraum, auf drei verschiedene Weisen durch Abbildungen
beschreiben kann. Durch Linearisierung erhédlt man daraus drei verschiedene Beschrei-
bungen von Tangentialrdumen, also zum Beispiel der Tangentialebene an eine Fliache in
einem Punkt:

1. Ersetzt man im Graphen G = {(z, f(z))|z € U C R™} einer differenzierbaren Ab-
bildung f vom Typ R™ — R"™ " die Abbildung f durch ihre affin-lineare N&herung
g:R™ =R, g(x) = f(xg) + df s, (x — x) in einem Punkt xy € U, so erhilt man den
Tangentialraum

TnienyG = {(, g(a))lw € R™)

von G im Punkt (xg, f(x)) € G, dargestellt als Graph. Z.B. fiir eine Fliche G =
{(x,y, f(z,y))|(z,y) € U C R?} im Raum R? erhilt man somit die Tangentialebene
Tzo,90,20)G an G im Punkt (z9,y0,20) € G (wobei (29, 40) € U und 20 = f(20, %)),
dargestellt als Graph:

T(GCO»yo,Zo)G = {(33, Y, 9(377 y))’$’ ye R}
mit der affin-linearen Abbildung

€r —

00.) = o) +D v ) (570 ) = b D1 an )=+ D2 v ) 5-),

Beispiel Nordhalbkugel, f(z,y) = /1 — 22 + y?,
- d Y dy.

df (z,y) = ——F——dr — ———
fz,y) V1—a?+y? V1—a?+y? Y

Die Tangentialebene in (xg, o, /1 — 2% — y3) wird als Graph von

Zo Yo
gla,y) = /1 - a3 — g} — ——2 (& — 29) — ——2—(y — )
vV1—2x5+y; vV 1I—1x5+yp

dargestellt.
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2. Gegeben sei eine Parameterdarstellung eines m-dimensionalen Gebildes G in R”
als Wertebereich G = f[U], U C R™ offen, mit einer injektiven differenzierbaren
Abbildung f : U — R". Ersetzt man die Abbildung f durch ihre affin-lineare
Néherung

g:Rm%RTZ g(x) :f(x0)+dfxo(x_$0)

bei zg € U, so erhélt man den Tangentialraum T, G = g[R™] an G in Parame-
terdarstellung, falls die Regularititsbedingung Rang(df,,) = m erfiillt ist. Ist diese
Regularitatsbedingung verletzt, ist g[R™] nicht m-dimensional.

Z.B. fiir eine Fliche G = {f(s,t)|(s,t) € U C R?}, f = (f1, fo, f3) : U — R3, im

Raum: Hier erhélt man die Tangentialebene T}, ;)G in Parameterdarstellung:

fl(So,to) s — s
Tf(Soﬂfo)G = fg(So, to) + Df(S(),to) . ( P ) s,teR
0
f3(0, o)
Die Regularititsbedingung Rang(df s, +,)) = 2 garantiert, dass tatséchlich eine Ebe-
ne parametrisiert wird, nicht etwa nur eine Gerade oder ein Punkt.
Beispiel Erdkugeldarstellung mit Léngen- und Breitenkreisen: Hier ist f(6,¢) =

(sin 6 cos ¢, sin 6 sin ¢, cos #) mit

cosfcos¢p —sinfsin ¢
Df(0,¢) = | cosfsing sinfcos¢o |,

—sin 6 0
und man erhélt
sin 6 cos ¢q cos By cos oy — sin B sin ¢g 0_0o
Tf(907¢0)52 = sinfpysingg | + | cosbysin¢g sin 6 cos ¢q < 6 ¢0 ) 0,0 € R
cos b, —sin 6, 0 0

als Beschreibung der Tangentialebene im Punkt f(6y, ¢o) mit Breiten- und Langengrad
(6o, o). Man beachte, dass die Regularitétsbedingung Rang(df(g,,4,)) = 2 im Nord-
und Siidpol (0,0,+1), also fiir cosfy = £1 verletzt ist; an diesen “Kartensingula-
ritdten” erhélt man in der Tat nicht die volle Tangentialebene.

3. Beschreibt man ein m-dimensionales Gebilde G in R™ als Niveaugebilde G = f~[{h}]
mit festem A € R™™™ mit einer Abbildung f vom Typ R” — R"™™ so erhilt man
den Tangentialraum 7, G in einem Punkt zy € G als Niveau-h-Gebilde der affinen
Linearisierung

g:R* = R"™,  g(x) = h+dfy,(x — x0),

also
T, G = {z € R"| df,, (v — x9) = 0},

falls die Regularititsbedingung Rang(df,,) = m — n erfiillt ist. Ist zum Beispiel G
eine Fldche im Raum, die durch eine reelle Gleichung f(x,y,z) = h mit festem
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h € R beschrieben wird, so wird die Tangentialebene im Punkt (xq,yo, 20) € G als
Losungsraum der Gleichung

r — T
Df(xo,y0,20)- | ¥y—% | =0
zZ— 20

beschrieben.
Beispiel Einheitssphire S? als Losungsraum der Gleichung

f(x,y,z):xz—l—?f—i-zzzl

Hier ist df (x,y, z) = 2x dx + 2y dy + 2z dz, also wird die Tangentialebene im Punkt
(70, Y0, 20) € S? durch die Gleichung

220(x — 20) + 2y0(y — Yo) + 220(2 — 20) = 0

beschrieben. Geometrisch besagt das, dass der Tangentialvektor (z—zg, y—yo, 2— 20)
senkrecht auf dem Radialvektor (zo, yo, z0) stehen muss, so wie man es anschaulich
erwartet. Man beachte, dass die Regularitétsbedingung Rang(df (zo, vo, 20)) = 1,
also (zo,v0,20) # 0, auf S? erfiillt ist, so dass diese Beschreibung der Sphire sin-
gularitétenfrei ist. Allerdings wird die Regularitdtsbedingung im Nullpunkt (0,0, 0)
verletzt. Geometrisch ist das klar, denn die Gleichung z? + y? + 22 = 0 beschreibt
keine Fldche im Raum mehr, sondern nur mehr einen Punkt.

Man beachte, dass in allen drei Beispielen die Tangentialebenen einfach durch forma-
les Einsetzen von Differenzen in die Differentiale entstehen. Die Aquivalenz dieser drei
Beschreibungen des Tangentialraums und auch die Rolle der Regularitdtsbedingungen
konnen wir erst spater formal beweisen, wenn uns mehr Hilfsmittel zur Verfiigung stehen.

2.5 Die Kettenregel

Die folgende Kettenregel ist das wichtigste Werkzeug der Differentialrechnung:

Satz 2.24 (Kettenregel) Es seien (U, |-]]), (V,|||) und (W,|-||) normierte Rdume,
U CUund V" CV offen, und f : U — V' und g : V' — W Abbildungen. Weiter
sei [ in einem gegebenen x € U’ differenzierbar, und g in f(x) differenzierbar. Dann ist
auch go f: U — W differenzierbar in x, und es gilt:

d(go fe = dgs) © df:

In Worten:

Linearisierung der Komposition = Komposition der Linearisierungen

Der wichtigste Fall ist U = R, V = R™ und W = R” mit [,m,n € N. In diesem Fall
konnen wir die Kettenregel mit Jacobimatrizen auch so schreiben:
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D(go f)(x) = Dg(f(x)) - Df(x)

wobei “” die Multiplikation von Matrizen bedeutet. Schreiben wir z = (z1,...,1),
vy = (y1,--Ym) = f(z) und z = (z1,...,2,) = g(y), so konnen wir die Kettenregel
in Komponentenschreibweise auch so formulieren: Fiir i =1,...,nund k =1,...,[ gilt:

Oz _ 5~ 0= 0y,

Oxy, = Oy; Oz,

In dieser Notation bleibt es implizit, an welcher Stelle die partiellen Ableitungen ausge-
wertet werden sollen.
Beweis der Kettenregel. Aufgrund der Differenzierbarkeit von f in x kénnen wir fiir
x + h € U’ schreiben:

[z +h) = f(z) + dfa(h) + [|h]| R(R)
mit einer in 0 stetigen Funktion R : U’ — x — V mit R(0) = 0. Ebenso kénnen wir
aufgrund der Differenzierbarkeit von ¢ in y := f(z) fiir y + k € V' schreiben:

gy + k) = g(y) + dg,(k) + ||k]|S(k)

mit einer in 0 stetigen Funktion S : V' —y — W mit S(0) = 0. Durch Einsetzen von
y+ k= f(x+h), also von

k=k(h):= f(x+h) — f(z) = df.(h) + |h||R(R),
folgt:

g(f(x +h)) = g(f(x)) + dgy(dfe(h) + [P R(R)) + [[K(R)[[S(k(R))
= 9(f(x)) + dgy o dfs(h) + T(h)

mit dem Restterm
T(h) = |[hlldg,(R(h)) + [|k(R)[[S(k(h)).

Es bleibt noch zu zeigen:

)

h—0 | Al
Dies folgt so: Weil dg, und R in 0 stetig mit den Werten R(0) = 0 und dg,(0) = 0 sind,
folgt limy_,o dg,(R(h)) = 0. Weiter kénnen wir ein C' > 0 wéhlen, so dass fiir alle h in
einer geeigneten Umgebung von 0 € V' gilt: ||k(h)|| < C||h||, denn mit der Operatornorm
ldfzllv—v < oo von df, folgt:

1K) < Nldfe (W) + IR R < (ldfellu—v + (IR DIIA],

und ||R(h)]| ist fir in einer Umgebung von 0 beschrénkt. Insbesondere erhalten wir
limy, 0 k(h) = 0 und daher auch lim, o S(k(h)) = 0 wegen und der Stetigkeit von S
in 0 und S(0) = 0 Es folgt die Behauptung: Fiir h # 0 in einer Umgebung von 0 gilt:

g LA

i < a0+ SIS0 < gy (R + S RMY =S 0

=0.

118



O

Beispiel 2.25 (Richtungsableitung) Es sei U C R" offen, I C R ein offenes Intervall
mit 0 € Tundx € U. Ist f : U — R differenzierbar in x und k : I — U eine parametrisierte
differenzierbare Kurve mit k(0) = z, folgt fiir die Richtungsableitung aus der Kettenregel:

D(f o k)(0) = Df(x) - DE(0) = (Vf(), k' (0))
Im Spezialfall einer Geraden k(t) = = + at, a € R", erhalten wir

D.f(x) =Df,-a=(Vf(zx),a) = df.(a).

Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt D, f(z) < ||V f(x)|2]|a|2, mit Gleichheit,
wenn V f(z) und a in die gleiche Richtung zeigen. Das liefert uns eine Veranschauli-
chung des Gradienten: Der Gradient steht senkrecht auf dem Niveaugebilde und zeigt
in Richtung des stiarksten Anstiegs. Sein Betrag ist umso grofer, je steiler das Geldnde
ist. Lauft man also bei einer Bergwanderung immer mit konstanter Geschwindigkeit in
Richtung des Gradienten, so kommt man am schnellsten nach oben (auch wenn das nicht
immer der gemiitlichste Wanderweg ist).

Wichtiger Rechentrick zur Anwendung der Kettenregel: Hat man einen diffe-
renzierbaren Term der Gestalt f(t,t,...,t), in dem eine reellwertige Variable ¢ an n ver-
schiedenen Stellen auftritt, so erhélt man die Ableitung % f(t,t,...,t) indem man nach
jedem Auftreten von ¢ bei festgehaltenen anderen Auftreten ableitet und die Ableitungen
addiert. In Formeln:

CHtt =Y (it t)

ti=to=...=tp=t

Zur Begriindung dieses Rechentricks betrachten wir die Abbildung g : R — R", ¢(t) =
(t,t,...,t). Sie besitzt offensichtlich die Jacobimatrix

Dq(t) = ! R™*1
git)y=1| . | € :

Durch Multiplikation mit der Jacobimatrix

Df(g(t)) = (Drf(g(t)),- -, Dnf(g(t)))

erhalten wir

fti,ta, ... t,)

t1=to=...=tp=t
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Beispiel 2.26 (Illustrationen zur Kettenregel und zu den verschiedenen Nota-
tionen)

1. Die Produktregel als Spezialfall der Kettenregel. Fiir differenzierbare f,g :
R — R tritt die Variable ¢ im Produkt f(t)g(t) an zwei Stellen auf:

Ot ol )
1. Auftr. 2. Auftr.

Ableitung nach dem 1. Auftreten bei festgehaltenem 2. Auftreten liefert f’(t)g(t),
Ableitung nach dem 2. Auftreten bei festgehaltenem 1. Auftreten dagegen f(t)g'(t).
Aufsummieren liefert die Produktregel:

4
dt

Das Gleiche ausfiihrlich mit den Jacobimatrizen der Abbildungen F : R? — R,
F(x,y) =2y und k : R — R? k(t) = (f(t),g(t)) geschrieben:

[F(®)g(®)] = f'(B)g(t) + f(B)g'(2).

DF(z,y) = (D1F(z,y), D:F(x,y)) = (y,z),
DF(k(t)) = DF(f(t),g(t)) = (9(t), f(t))

- (1)
d

S f(0)g(t)] = D(F o k)(t)

= DF(0) - D) = (900, 70) ( 3] ) = a0+ 0 0

Nochmal das Gleiche in Differentialnotation geschrieben: Setzen wir in
dF (z,y) = d(zy) = ydx +zxdy

die Substitution z = f(t), y = g(¢), also de = f'(t) dt, dy = ¢'(t) dt ein, so erhalten

(W) = ) W) dt+ (@) ¢ dt = OO + £ Dl
also
WO _ g0)570) + 10 1)

2. Die Quotientenregel als Spezialfall der Kettenregel. Fiir differenzierbare f :
R =R, g:R — R\ {0} tritt die Variable ¢ im Quotienten f(¢)/g(t) an folgenden

zwel Stellen auf:
1. Auftr.

)
g( )
2. Auftr.
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Ableitung nach dem 1. Auftreten bei festgehaltenem 2. Auftreten liefert f'(t)/g(t),
Ableitung nach dem 2. Auftreten bei festgehaltenem 1. Auftreten dagegen — f(t)g'(t)/g(t)>.
Aufsummieren liefert die Quotientenregel:

d ft) _ f't)  f)g(t) _ fFt)g(t) — fF(t)g'(t)

dig(t) — gt) g0 9(t)?

Das Gleiche mit den Jacobimatrizen von F : R x (R\ {0}) = R, F(z,y) = z/y und
k:R—R2 k(t)=(f(t),g(t)) geschrieben:

y oy
(1 f®)
DF(E®) = (-5
o= (14
d f(t) _
Fol) D(F o k)(t) = DF(k(t)) - Dk(t)
_ (L B f(t)) ( F(t) ) _ ') fg®)
gt)” g@)?) \ g'@) g(t) g(t)?

Das Gleiche in Differentialnotation: Wir setzen in

1 11
d° = —dr+awd- = ~de -~ dy

y oy y oy Y
die Substitution z = f(t), y = g(t), de = f'(t) dt, dy = ¢'(t) dt ein:
ft) 1 L1 g
also
a(f(t)/g(t) _ f'®t) ) g'(t)
dt g(t) g(t)?
. Wir berechnen %x’” fiir £ > 0 mit der Kettenregel: Aus

0 0
¥ =yz¥ !, —a¥ =aYlogx
Ay

ox

erhalten wir

d
d—xx = ya¥~ ! 4 2V logx‘yf = 22" '+ 2% logz = (1 + log ¥)z"
T =z
Das stimmt natiirlich mit dem aus der Analysis 1 bekannten Ergebnis
d d
%xz = %exlogm = (1 + logz)z”®
iiberein.
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4. Esseien f : R? 2 R, g: R — Rund h : R — R stetig differenzierbare Funktionen.

Wir berechnen
= "
N x,y Yy
dx g(z)

mit der Kettenregel: Hierzu betrachten wir die Abbildung

b
F:R® - R, F(a,b,x):/ f(z,y) dy.

Sie besitzt nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und nach
Lemma 2.7 die Jacobimatrix

b
DF(CL,b, ZE) - (—f(x,a),f(x,b),/ le(x,y) dy) :
Wir komponieren F' mit der Abbildung
G:R—-R Gx)=(9(),h),),

mit der Jacobimatrix

Es folgt

g ()
Dy f(z,y) dy> b (x)

h(x)

9(x)

= (—f(w,g(l“)), f(x, h(z)), )

h(z)
= —f(z,9(x))g'(x) + f(z, h(z))M'(x) + D1 f(z,y) dy.

9(x)

Die drei Summanden im Ergebnis entstehen natiirlich durch Ableiten nach den drei

Auftreten von z in
2. Auftr.

M x )

/ flx_ ydy
g( x ) 3.Auftr.
~—

1. Auftr.

Hier noch einmal die gleiche Rechnung in Differentialnotation: Aus

b
dF(a,b,z) = —f(x,a)da + f(x,b)db+ </ D f(x,y) dy) dx (36)
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erhalten wir mit der Substitution

a=g(x), b=h(z) (37)
also
da=g¢g'(x)dx, db=h(x)d (38)
das Ergebnis:
h(zx)
d " flz,y)dy = d(F o G)(xz) = dF(G(x)) o dG(x)

h(z)

—f(z,9(x))g'(x) dx + f(z, h(x))h'(x) dx + ( Dy f(z,y) dy) dx

9(z)
Man beachte, dass dieses Ergebnis formal einfach durch symbolisches Einsetzen von
(37) und (38) in (36) entsteht.

5. Betrachten wir eine differenzierbare Abbildung f : R" — R und eine weitere Abbil-
dung g = (g1,-.-,9n) : R = R, so folgt

d
(@), ga(0) = Df (gt ZD flg
wobei wir die Ableitung nach der “Zeitvariablen” ¢ in Newtonscher Tradition mit
“7 statt mit “’” bezeichnen. Mit den Notationen x; = g;(¢) fir j = 1,...,n,
y = f(x1,...,x,) konnen wir das Gleiche auch symbolisch in der Form
Z ay dl'j
< Ox; di

oder mit dz; = ¢;(t) dt auch in Differentialnotation als
8y dy dx;
dy = d — 4
y= Z Z 90,
schreiben. Betrachten wir als Belsplel die Abblldung r:R*"\ {0} = R, r(z) = ||z

und eine parametrisierte differenzierbare Kurve'? x : R — R™ \ {0}, t — = =
(%) j=1,..n = x(t). Wir stellen uns dies als Bahnkurve eines Teilchens im Raum vor.

d "\ Or dx; :  a
70 = 30 5 0 = (et ) = 0

Das Ergebnis bedeutet anschaulich: Bei der Anderung des Abstands von 0 kommt
es nur auf die radiale Komponente des Geschwindigkeitsvektors z an.

12Tn diesem Beispiel verwenden wir die traditionelle Notation, den Funktionswert z = z(t) und die
Funktion = mit dem gleichen Buchstaben zu bezeichnen. Man lasse sich dadurch nicht verwirren.
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Riickzug von Differentialen. Sehen wir uns die “Substitution” oder das “Einsetzen”
von Transformationen in Differentiale, das in den Beispielen an mehreren Stellen auftrat,
noch einmal vom konzeptuellen Standpunkt an:

Es sei g : Vj — R eine differenzierbare Abbildung auf einer offenen Menge V, C V = R",
f Uy — Vi eine weitere differenzierbare Abbildung auf einer offenen Menge Uy C U =
R™ z € Uy und y = f(z) € Vp. Wir setzen w := dg, also w, = dg, € V' = Homg(V,R) =
Dualraum von V. Die Ableitung w, ist also eine Linearform auf V. Nach der Kettenregel
ist

d(gOf)x = dgyodfx :wyodfx'

Diese Operation ist in der linearen Algebra als “Adjungierte” bekannt:

Definition 2.27 Sind U und V zwei R-Vektorraume und L : U — V eine lineare Abbil-
dung, so wird durch
L*:V' = U, L' (¢)=¢olL

eine lineare Abbildung vom Dualraum V' in den Dualraum U’ definiert. Sie heifit Adjun-
gierte oder duale Abbildung'® zu L. Insbesondere gilt fiir alle ¢ € V/ und u € U:

Im Spezialfall U = R™, V = R" wird die lineare Abbildung L durch Multiplikation von
Spaltenvektoren mit einer Matrix A € R™*™ von links dargestellt:

Lz)=A-z

Stellen wir Linearformen in U’, V' durch Zeilenvektoren dar, so wird dir Adjungierte L*
durch Multiplikation von Spaltenvektoren mit A von rechts dargestellt:

R>*" 50— Q- AecRX™,

Mit dieser Definition schreiben wir

d(g o [z = (df2)"(dgy) = (dfs)"(wy).

Man nennt (df,)*w, auch den Riickzug der Linearform w, bei z und schreibt dafiir kurz

(ffw)e = (dfs)" (wy) = wy o dfs.

Der Riickzug f*w ist also eine Abbildung f*w : Uy — U’ = Homg (U, R). In Komponen-
tenschreibweise ist das einfach die “Substitutions-” oder “Einsetzoperation”: In

—(y) dy;
= 9y;

wy = dgy =

13Man beachte, dass dieses Bilden der dualen Abbildung die Pfeilrichtung umdreht!
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setzen wir ein: f(z) = (fi(z),..., fu(z)) fir y und die Ableitung

0 f]
df] Z 0@

fir dy;, so erhalten wir

)= 303 22 (f () g (o) da.

Mit der traditionellen Schreibweise, den Wert y = f(z) und die Funktion f mit dem
gleichen Symbol y zu bezeichnen, kann man das Gleiche auch intuitiv-stenographisch so

schreiben:
; Oy;
liefert durch Einsetzen von
y;
d
Z Oy Lk
den Riickzug
dg 8y
frdg = =
; ; y; 8351:

Das Gleiche in Matrixnotation: Wird die Linearform w, durch den Zeilenvektor
Qy == Dg(y) = (D1g(y); - .-, Dng(y))
dargestellt, so wird der Riickzug (f*w), durch die Multiplikation
Qy D,

mit der Jacobimatrix der Transformation von rechts dargestellt.

Merkregel:
Linearisierung von f Darsteliung Multiplikation mit D f von links
Riickzug mit f Darsteljung Multiplikation mit D f von rechts

Beispiel 2.28 (Transformation in Polarkoordinaten) Die Abbildung g : R? — R,
g(z,y) = 2y besitzt die Ableitung

dg(z,y) = 2xvy dx + 22 dy,

in Matrixnotation
Dy(x,y) = (2zy,z°).
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Setzen wir hier die Transformation in Polarkoordinaten

f(r,¢) = (rcos¢,rsing) =: (v,y)
ein. Wir rechnen:

dx = d(r cos ¢) = cos ¢ dr — rsin ¢ do,
dy = d(rsin ¢) = sin ¢ dr + r cos ¢ do.

Das Gleiche in Matrixnotation:
D - % g—f; [ cosp —rsing
ooy = 9 9y |7\ sing rcoso
Wir erhalten:

[ dge.g) = d(go f)re) = 2rcos¢-rsing - (cospdr —rsingde)
+ (rcos ¢)? - (sin ¢ dr + r cos ¢ do)
= 3r? cos® ¢psin ¢ dr + r°(cos® ¢ — 2 cos ¢ sin’ @) dep.

Das Gleiche in Matrixnotation:

. cos¢ —rsing
D(go f)g) = Do) - Dfrs) = (2 cos ¢ - vsin g, (r cos ¢)°) ( sing  rcos¢ )

= (3r% cos? ¢sin ¢, 7 (cos® ¢ — 2 cos ¢ sin® B)).

Ubung 2.29 Betrachten Sie die Funktion g : R* x R — R, g(x,y) = arctan(y/z). Be-
rechnen Sie den Riickzug f*dg der Ableitung von g unter der Polarkoordinatenabbildung

R x| —7/2,7/2] = RT xR, (x,y) = f(r,¢) = (rcos¢,rsin¢)
auf zwei verschiedene Weisen:
a) indem Sie g o f ausrechnen und dann ableiten;
b) indem Sie die Ableitung von ¢ bilden und diese dann mit df* zuriickziehen.

Schreiben Sie die Rechnung jeweils sowohl in Differentialnotation als auch in Matrixno-
tation. Uberzeugen Sie sich davon, dass die Ergebnisse {ibereinstimmen.

Ubung 2.30 Berechnen Sie den Riickzug f*dg fiir folgende Daten (definiert jeweils auf
geeigneten offenen Teilmengen von R?):

a) f(x1, T2, x3) = (Y1, Y2, y3) Mit yy = 717277 yy = ™1 7283 gy = 7273 und dg(ys, y2, Y3) =
Yoy dyr + y1y3 dys + y1y2 dys.
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b) f(x1,xe,x3) = (x1/(x1 + 22+ x3), X2/ (21 + T2 + 3), 1 + 2 + x3) = (Y1, Y2, y3) und
dg(y1, Y2, ys) = V#2293 ys dy, + 2ys dys + (y1 + 2y2)dys).

Gehen Sie dazu jeweils auf zwei verschiedene Weisen vor:

1. mit direkter Rechnung durch Anwendung der Adjungierten df* auf dg,

2. durch Bestimmen einer Funktion g mit der gegebenen Ableitung dg und Berechnen
von d(g o f).

Uberzeugen Sie sich davon, dass die Ergebnisse von 1. und 2. iibereinstimmen.

Ubung 2.31 (Eine Formel von Heun) Gegeben sei eine Differentialgleichung ¢/ () =
f(x,y(z)) mit einer beliebig oft (partiell) differenzierbaren Abbildung f : R? — R und
einer beliebig oft differenzierbaren Losung y : R — R, die die Anfangsbedingung y(0) =
b € R erfiillt. Wir definieren die Naherung z : R — R an y durch

z(x) =b+xf(x/2,b+ xf(0,b)/2).

Beweisen Sie, dass die Taylorpolynome 2. Grades von ¢y und von z um xy = 0 iibereinstimmen.
Bemerkung: Aus dieser Formel und Varianten davon gewinnt man durch Iteration numeri-
sche Verfahren zur Berechnung von Néherungslésungen von Differentialgleichungen. Mehr
dazu in der Numerischen Mathematik.

Ubung 2.32 (Lange von Kurven in krummlinigen Koordinaten) Ein m-dimensionales
Gebilde G C R™ werde durch eine stetig differenzierbare Abbildung f : R™ D U — R”

in Parameterdarstellung G = f[U] gegeben. Weiter sei eine stetig differenzierbare Kurve

k : [a,b] — U gegeben. Wir stellen uns k als eine Beschreibung der Kurve f o k “in
krummlinigen Koordinaten f” vor. Zeigen Sie, dass die Lange der Kurve f o k durch

b
/ VE(g ()R (5) ds

gegeben wird, wobei
g:U = R™™ g(z) = Df(z)'Df(z).
Die matrixwertige Abbildung ¢ wird die Riemannsche Metrik zur Parametrisierung f ge-

nannt. Berechnen Sie die Riemannsche Metrik fiir die Polarkoordinatenabbildung f(r, ¢) =
(r cos ¢, rsin ¢) und fiir die Kugelkoordinatenabbildung

f(r,0,¢) = (rsinf cos ¢, rsinfsin ¢, rcos ).

Berechnen Sie damit die Lénge der Kurve, die in Polarkoordinaten durch r(s) = e®,
o(s) = s, s € [0,1] gegeben wird.

Ubung 2.33 Die Sauerstoffkonzentration c¢(z,t) in einem zylindrischen Wasserbecken
(Grundflache A, zeitabhéngige Wasserstandshohe h(t)) hédnge nur von der Hohe = < h(t)
tiber dem Boden und von der Zeit ¢ ab. Es bezeichne m(t) die Sauerstoffmenge im
Becken zur Zeit ¢. Driicken Sie (unter geeigneten Differenzierbarkeitsvoraussetzungen)
die Anderungsgeschwindigkeit m(t) der Sauerstoffmenge mit Hilfe der Kettenregel aus.
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Ubung 2.34 Berechnen Sie unter geeigneten Differenzierbarkeitsvoraussetzungen an f, g :
R? — R* den Gradienten der Funktion h : R? 3 (s,t) — f(s,t)9¢" € R. Das Ergebnis
darf in Matrixnotation geschrieben werden.

Ubung 2.35 (Rotationsinvarianz des Laplaceoperators) Es seien n € N, V C R”
offen und U : R™ ™ eine orthogonale Matrix, d.h. U'U = Id oder dquivalent Vo € R" :
Uz|lz = ||z|l2. Weiter sei UV := {Ux| x € V} und g € C*(UV,R) und f : V — R,
f(z) = g(Ux). Zeigen Sie fiir alle x € V: Af(z) = Ag(Ux).

Ubung 2.36 (Der Laplaceoperator in Polarkoordinaten) Essei f € C*(R*\{0},C)
und g : RT x R — C, g(r,¢) = f(rcos ¢, rsin ¢). Zeigen Sie:

d%g
or?

10g

(’I“, ¢) + ;E(rv ¢) +

1 9%

Af(rcos¢,rsing) = 2052

(r, )

Bemerkung: Mit mehr Hilfsmitteln konnen wir spéiter in der Analysis 3 die Transforma-
tion des Laplaceoperators in beliebige krummlinige Koordinaten in n Dimensionen recht
einfach beschreiben.

Ubung 2.37 (Von der Wirmeleitungsgleichung via Fourierreihe zur Bessel-
schen Differentialgleichung) Es sei f € C°°(R?\{0},C), so dass g : (R*\{0}) xR — C,
g(t,z,y) = e7tf(x,y) eine exponentiell abfallende Losung der Wirmeleitungsgleichung!4

0
a (t,x,y) = Ag(taxvy)

bildet, wobei sich der Laplaceoperator A = 88—; + 83—:2 nur auf x und y, nicht jedoch auf ¢

beziehen soll.
(a) Zeigen Sie: f 16st die “Helmholtzgleichung” Af + f = 0.
(b) Wir setzen fiir k € Z und r > 0:

1
Cor

fr(r) /027r e~ *% f(r cos ¢, rsin ¢) de

und fiir (z,y) = (rcos ¢, rsin¢) € R?*\ {0}:

1

2m
ik’¢:—/ e k0 f(x cosf — ysin b, zsinh + y cos ) db.
0

gr(7,y) = fr(r)e o

Uberzeugen Sie sich, dass die letzte Gleichung gilt. Zeigen Sie fiir alle (x,7) von

eben:

keZ

4Hier ohne Faktor 1/2
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(c) Zeigen Sie fiir k € Z, dass auch g die Helmholtzgleichung Agy + g = 0 erfiillt und
folgern Sie, dass f; die “Besselsche Differentialgleichung’

() +rfi(r) + (0 = k) fi(r) = 0
fiir r > 0 erfiillt. Welche Funktionen fj, erhalten Sie im Spezialfall f(x,y) =i "e™*?

Ubung 2.38 Anfangswertproblem fiir die Wirmeleitungsgleichung. Lisen Sie
entweder die Variante (a) oder die Variante (b) der folgenden Aufgabe.
Gegeben sei eine stetige Funktion g : R — R, wobei

(a) g(x) = max{e” — K, 0} fiir gegebenes K > 0.
(b) [ e~ g(z)| dx < oo fiir alle a > 0.

Weiter sei

_(a— y>2

[ RxRY =R, f(z,t) =

= [ e (39)

Zeigen Sie, dass f die Warmeleitungsgleichung

(9f 182f
ot 20z2

lost.
Hinweis:

(a) Zeigen und verwenden Sie hierzu die Formel
flt,x) =20t (@ +t —logK)) — KOt (x — log K))
mit der Funktion

d:R—-R, &z du =

Die Funktion ¢ wird auch “ Vertez’lungsfunktion der Standardnormalverteilung’ ge-
nannt.

(b) Um zu zeigen, dass das Integral (39) mit den partiellen Ableitungen nach z und
t vertauscht werden kann, bilden Sie Differenzenquotienten von f und von 0f/0z
und vergleichen Sie diese mit dem Integral der entsprechenden partiellen Ableitung
des Integranden. Schétzen Sie die Restterme im Integranden mit der Taylorformel
ab.

Zeigen Sie, dass die Anfangsbedingung
flz,t) = g(zo) fur (x,t) — (2,0),£>0

fiir alle zg € R erfiillt ist.
Hinweise:
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(a) Zeigen und verwenden Sie dabei:

Ve,y e R: |®(z+y) — O(x)] < \’/L;_ﬂ

und
1 fir a > 0,
lim ®(sa) =< 1/2 fiir a =0,
e 0 fiira <0.

(b) Spalten Sie den Integrationsbereich des Integrals

J% / T (g(y) — g(x)) dy

fiir kleine 6 > 0 in die Bereiche |y — x| > 0 und |y — z| < § auf. Beachten Sie, dass
der Teil zu |y — x| > § im Limes (z,t) — (20,0), t > 0 vernachléssigbar ist.

fw,t) = g(x) =

Sie diirfen die Formel -
/ e~ 7 dz =2,

also lim, ,., ®(z) = 1, ohne Beweis verwenden; wir beweisen sie ndamlich in der Analysis 3.

Ubung 2.39 Optionspreise im Black-Scholes-Modell. Eine “europdische Call-Option”
ist ein Finanzderivat, das seinem Inhaber das Recht, aber nicht die Pflicht gibt, zu einem
vereinbarten zukiinftigen Zeitpunkt 7" eine Einheit eines vereinbarten “Basiswerts” (z.B.
einer Aktie, einer Wihrung, eines Rohstoffs) zu einem vereinbarten Preis K zu kaufen. Die
Option verfallt damit wertlos zur Zeit T, wenn der Marktpreis St des Basiswerts zur Zeit
T kleiner oder gleich K ist; andernfalls hat sie dann den Wert Sy — K. Zur Zeit T besitzt
die Call-Option also den Wert max{Sy — K,0}. Der Preis C einer solchen Call-Option
zu einer fritheren Zeit t < T wird vom Wert S des Basiswerts zu dieser Zeit abhéngen:
C = C(t,S). Betrachten wir den mit dem Marktzins r diskontierten Optionspreis

L(t,x) == e "C(t,5)
in Abhéngigkeit vom logarithmierten diskontierten Basiswertpreis
z = log(e"S).

In einem berithmten finanzmathematischen Modell, dem Black-Scholes Modell, wird der
diskontierte Preis L durch die Riickwdrts- Wdrmeleitungsgleichung mit Drift

8L+0'282L a2 0L _0
ot 2 0x2 2 Ox
fir t < T und x € R beschrieben. Hierbei ist ¢ > 0 ein Modellparameter, die “Volati-
litat” des Basiswerts, der das Ausmaf} der stochastischen Fluktuationen des Basiswerts
quantifiziert. (Die zugrundeliegenden Modellannahmen und eine Herleitung der Gleichung

(40) aus diesen Annahmen mit Methoden der Stochastik konnen Sie in Vorlesungen zur
stochastischen Analysis und Finanzmathematik lernen.)

(40)
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. Driftentfernung, Zeitskalierung und Zeitumkehr. Zeigen Sie, dass mit der
affin-linearen Transformation

ft,3):=LT -0 3+1t/2) mitt>0,7€R

die obige Riickwirts-Wérmeleitungsgleichung (40) dquivalent zur einfachen Wérme-
leitungsgleichung

of 10°f

of 207
wird.

. Black-Scholes Differentialgleichung. Folgern Sie aus der Riickwérts-Wéarmelei-
tungsgleichung (40) die partielle Differentialgleichung

oC  9C  o® L0°C

Sie wird “Black-Scholes Differentialgleichung” genannt.

. Black-Scholes-Preise europiischer Call-Optionen. Finden Sie eine Losung
C(t,S), t < T, S > 0 der Black-Scholes Differentialgleichung mit der Randbe-
dingung

C(t,S) — max{Sr — K, 0} fur (t,5) — (T, Sr), t <T,

indem Sie die Losung

N

FI0) =502z +1 - log K)) — KO{IY2(i — log K))

der Wirmeleitungsgleichung aus Aufgabe 2.38 (a) transformieren. Uberpriifen zur
Probe mit einer direkten Rechnung, dass Thr Ergebnis wirklich die Black-Scholes
Differentialgleichung 16st.

. Veranschaulichung des Ergebnisses. Veranschaulichen Sie sich diese Options-
preise C'(t, S) im Black-Scholes-Modell fiir den Fall r =0, 7 =0,0 =1 und K =1,
indem Sie den Graphen von S +— C(t,5) fiir verschiedene t < 0 in ein einziges
S-C-Diagramm skizzieren. (Eine qualitative Skizze geniigt.)

2.6 Die multidimensionale Taylorformel

Wir besprechen nun eine multidimensionale Variante der Taylorformel. Hierzu sind einige
Vorbereitungen niitzlich. Einige Abkiirzungen: Fir A = (hy,...,h,) € R" und einen
Multiindex o = (av, ..., a,) € Ny setzen wir

he = f[ he
j=1
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und
n
al = H a;!
i=1

Erinnerung: |o| = a1 + ... + .

Zunéchst eine kombinatorische Vorbereitung: Wir zéhlen, auf wie viele verschiedene Wei-
sen man D® durch Hintereinanderstellen von a;-mal Dy, as-mal Ds, ..., a,-mal D,
schreiben kann.

Beispiel 2.40 DY kann man so auf zwei Weisen schreiben, ndmlich DDy und DyDx,
D@ jedoch nur als D1 D;. Den Differentialoperator D*'Y kann man so auf 12 = 4!/(2!-
11 1!) Weisen schreiben, ndmlich

DDy DyDs3, DyDD3 Do, D1 Dy D1y D3, Dy D3 Dy Do,
D1DyDs Dy, D1D3Dy Dy, Dy DDy D3, D3 Dy Dy Do,
DyDy D3 Dy, D3sD1 Dy Dy, DyD3s DDy, D3 Dy Dy D

Wir nennen diese Anzahl von Schreibweisen von D den Multinomialkoeffizienten von «.
Anders gesagt ist er die Anzahl der Abbildungen ¢ : {1,...,|a|} — {1,...,n}, die fiir alle
k=1,...,n genau ag-mal den Wert k£ annehmen. Wir bezeichnen mit M («) die Menge
dieser Abbildungen.

Lemma 2.41 (Multinomialkoeffizient) Der Multinomialkoeffizient von o betrdgt

laft  (on 4.+ o)l
al oyl

Veranschaulichung der Beweisidee: Auf wie viele verschiedene Weisen kann man 3 rote, 4
griine und 5 blaue Kugeln in eine Reihe legen? Sind die Kugeln unterscheidbar, so gibt es
(34 4+ 5)! = 12! Moglichkeiten. Sind Kugeln gleicher Farbe jedoch ununterscheidbar, so
kann man die roten Kugeln auf 3! Weisen vertauschen, die griinen auf 4! Weisen, und die
blauen auf 5! Weisen, ohne dass man das unterscheiden kann. Zusammen sind das 3!-4!-5!
Vertauschungen. Von den urspriinglich 12! Anordnungen bleiben also nur 12!/(3!- 4! 5!)
unterscheidbare iibrig. Formalisieren wir diese Idee:

Beweis von Lemma 2.41: Wir betrachten die Abbildung ¢: {1,...,|a|} — {1,...,n},
die die ersten «; Elemente von {1,...,|a|} auf 1 abbildet, die néchsten s Elemen-
te auf 2, usw., und die letzten «,, Elemente auf n. Dann kénnen wir jede Abbildung
L € M(«a) auf genau oq! - ... - «a,! verschiedene Weisen als ¢« = £ o o mit einer Bijek-
tion o : {1,...,]a|} — {1,...,|a|} schreiben. Es gibt ndmlich fir k¥ = 1,...,n genau
ay! verschiedene Weisen, die ay-elementige Menge ¢~ ![{k}] auf die gleichméchtige Men-
ge (71[{k}] bijektiv abzubilden, also zusammen «;! - ... - a,! verschiedene Weisen, eine
Bijektion o : {1,...,|a|} — {1,...,|a|} (synonym: eine Permutation von {1,...,|a|})
so zu wihlen, dass sie fiir alle k¥ = 1,...,n die Menge ¢ ![{k}] auf die gleichmiichtige
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Menge ¢~'[{k}] bijektiv abbildet. So gezihlt gibt es also genau |M (a)|ay! ... - a,! Per-

mutationen von {1,. .., |a|}, wobei |M(a)| die Méchtigkeit der Menge | M («)| bezeichnet.
Andererseits gibt es genau |a|! Permutationen von {1, ..., |a|}. Es folgt
|M(a)|ag! .. - = |,

also die Behauptung.
OJ

Ubung 2.42 (Multinomialformel) Zeigen Sie fiir einen Multiindex o = (v, ..., o) €
Ny, m € Ny und fir h = (hq,...,h,) € R™ die folgende Verallgemeinerung der binomi-
schen Formel: al
m o __ all «
(4. h)™ =) —he

aeNy
lor|=m

Lemma 2.43 (Iterierte Richtungsableitung) Gegeben seien U C R™ offen, x € U,
eine m-fach stetig (partiell) differenzierbare Abbildung f : U — R und ein Vektor h € R,
wobei m € Ny und n € N. Dann gilt fir die m-fach iterierte Richtungsableitung

Dyf(x)=>Y ... hy...h,D,..D, f(x)= ) %hamf(x)

=1 tm=1 aeNg
lor|=m

Beweis. Nach der Kettenregel gilt fiir in x stetig differenzierbare Abbildungen g : U — R”
die Formel

Dagla) = 3 h;Dig().

Die erste Gleichung in der Behauptung folgt durch m-faches Anwenden dieser Formel auf
f. Die zweite Gleichung folgt mit der Formel fiir den Multinomialkoeffizienten, indem wir
alle m-fachen partiellen Ableitungen D,, ... D, , die zu D® mit dem gleichen Multiindex
a gehoren, zusammenfassen.

O

Wir nennen eine Menge U C R" sternférmig mit dem Zentrum x € U, wenn fiir alle y € U
die Verbindungsstrecke

[z,yl ={sy+ (1 —s)z] 0 <5 <1}

ganz zu U gehort.
Im Folgenden bezeichnet ||-|| eine beliebige gegebene Norm auf R”.
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Satz 2.44 (Multidimensionale Taylorformel) Es sei f : U — R eine (m + 1)-fach
stetig (partiell) differenzierbare Funktion auf einer offenen, sternformigen Menge U C R"
mit Zentrum x, wobei m € Ny und n € N. Dann gilt fir alle h € R® mit x + h € U:

faen =3 %Daf(x)ﬂm“) 3 %/@ (1= )™ D" f(z + sh) ds.

aeNg aeNg
lo|<m |a|=m+1

Vergrébert kénnen wir das auch in der Form

hoz
flat+h) =Y JDaf(:c)+O(Hhum+1) fir h =0
a€eNg ’
|| <m

schreiben. Ist dagegen f wenigstens noch m-mal (partiell) differenzierbar, so gilt folgende
etwas schwdchere Form des Restglieds:

fa+h =Y gDaf(x)nLo(HhHm) fiir h = 0

aeNg
lo|<m

Besonders wichtig ist der Fallm = 2: Hier gilt fiir 3-fach stetig (partiell) differenzierbare f:
he 1
> D f(@) = f(x)+ Df(x) - h+Sh' D*f(a) -,

aeNJ
|| <m

also

flx+h) = f(x)+ Df(x)-h+ %ht - D2f(z) - h+ O(||h|®)  fir b — 0.

Hat man nur zweifach stetig (partielle) Differenzierbarkeit von f, so gilt fir das Restglied
wenigstens noch die schwéichere Form o(||h||?) fiir h — 0.

Das multivariate Polynom ZaeNgl,|a|§m %DO‘ f(z) wird Taylorpolynom vom Grad m von

f an der Stelle x zum Abstandsvektor h genannt.
Beweis der multidimensionalen Taylorformel: Der Beweis beruht auf der eindimen-
sionalen Taylorformel, angewandt auf die Funktion

g(s) = f(x+sh), 0<s<1.

Man beachte, dass g nach der Kettenregel (m + 1)-fach differenzierbar ist. Die eindimen-
sionale Taylorformel liefert:

D" Hg(s)

d
(m+1)! %

flat+h)=g1)=>" +(m—|—1)/0(1—s)m
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wobei wir das Lagrange-Restglied mit m + 1 erweitert haben. Die multidimensionale Tay-
lorformel folgt nun aus der Formel fiir die iterierte Richtungsableitung:

j j |Oé|' ana
Dg(s) = Dj f(x + sh) = Z Jh D® f(z + sh). (41)
aeNg
la=7
Die vergréberte Form der Taylorformel mit Restglieddarstellung O(||h||™!) folgt aus der
Beschrinktheit von D*f nahe bei z fiir |a| = m + 1 und aus h* = O(||h||!*!) fiir A — 0.
Um auch die Restglieddarstellung o(]|h||™) der Voraussetzung von nur m-facher stetig
(partieller) Differenzierbarkeit herzuleiten, schreiben wir

o+ h) = praf() m+1) Y ha/ (1 $)™[D*f(z + sh) — D*f(z)] ds

aeNy aeNy
lal<m laj=m
man beachte hierbei ( fo (1 —s)™ds = 1. Fiir a € Njj mit |a| = m erhalten wir

wegen der Stetigkeit von D“ fin z:
lim sup |D®f(z+ sh) — Df(z)| =

h=0sef0,1)
und h® = O(Hh”'"") fiir h — 0. Es folgt
ha
ol J,

(1 — 5)™[D* f(z 4 sh) — D*f(z)] ds = o(||h||'!) fiir b — 0,

also die Behauptung.
Den Spezialfall m = 2 der multidimensionalen Taylorformel erhédlt man aus

S P pet) = 1),

aeNy
|oe|=0

praf Zth = Df(z) h

aeNg
\a|:1

3 gDaf(x ZZthDf( ) = ht D*f(x) - h.

a€eNg ) i=1 j=1
|af=2

Ubung 2.45 Betrachten Sie die Determinantenabbildung det : R»** — R, n € N.

1. Zeigen Sie, dass die Ableitung der Determinantenabbildung bei der Einheitsmatrix
Id durch die Spur
ddetq(A) = Spur A
fir A € R™*"™ gegeben wird.

Erinnerung: Die Spur einer quadratischen Matrix ist die Summe der Diagonalein-
trage.
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2. Folgern Sie fiir A, B € R™" mit det B # 0:
ddet(A) = Spur(B~'A) det B

3. Entwickeln Sie det : R"*"™ — R bei der Einheitsmatrix Id in ein Taylorpolynom vom
Grad n. Zeigen Sie damit die Formel

det(Id+tA) =1+ > t* >~ det Ay,
k=1 IC{l,.n}
\I|=k

fir A € R"*" t € R. Hierbei bezeichnet |I| die Anzahl der Elemente von I und Ay,

-----

Variante der Ubung: Falls Sie eine einfachere Version der Aufgabe wiinschen, bearbeiten
Sie nur den Spezialfall n = 2 oder n = 3.

2.7 Stationire Punkte und lokale Extrema

Erinnern Sie sich an die Analysis 1: Ist f : R — R differenzierbar, so ist an jedem lokalen
Minimum oder Maximum die Ableitung gleich 0. Analoges gilt auch multidimensional.
Wir definieren dazu

Definition 2.46 Es sei U eine Menge, versehen mit einer Topologie, und f : U — R
eine Abbildung. Ein Punkt = € U heifit lokales Minimum (bzw. lokales Mazimum) von
f, wenn es eine Umgebung V' C U von x gibt, so dass fiir alle y € V gilt: f(y) > f(z)
(bzw. f(y) < f(x)). “Lokales Ezxtremum” ist ein Synonym fiir “lokales Minimum oder
Maximum”.

Nun sei speziell U C R” offen und f : U — R differenzierbar. Nullstellen der Ableitung
von f, also Punkte x € U mit df (z) = 0, werden stationdre Punkte von f genannt.

Lemma 2.47 (Lokale Extrema im Innern sind stationér) Ist U C R" offen und
f U — R differenzierbar, so ist jedes lokale Extremum von f ein stationdrer Punkt.

Die Umkehrung davon ist falsch, wie Sie schon aus der Analysis 1 wissen: (0,0) ist ein
stationéirer Punkt von (z,y) — 2% — y?, aber kein lokales Extremum. Beachten Sie, dass
die Voraussetzung, dass U offen ist, wichtig ist: Andernfalls kann es am Rand von U
weitere lokale Extrema geben. Zum Beispiel hat [0,1] 2  — 2 ein Minimum bei 0, aber
dort verschwindet die Ableitung nicht.

Beweis zu Lemma 2.47: Kontraposition. Gegeben sei x € U mit df, # 0. Dann gibt
es ein h € R™ mit df,(h) # 0 sagen wir (evtl. nach einem Vorzeichenwechsel von h)
df.(h) > 0. Fiir alle t € R geniigend nahe bei 0 ist dann f(x + th) definiert, und es gilt

f(z+th) — f(x) = tdf.(h) + o(t) fir t — 0.

was fiir t > 0 nahe bei 0 positiv und fiir £ < 0 nahe bei 0 negativ ist. Der Punkt z ist also
kein lokales Extremum.
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Aus der Analysis 1 wissen Sie fiir eine Nullstelle z der Ableitung f’(z) = 0 einer zweifach
differenzierbaren Funktionen f : R — R:

f"(z) > 0 = z ist lokales Minimum von f,
f"(z) < 0 = x ist lokales Maximum von f,

wéhrend im Fall f”(z) = 0 alle drei Falle (lokales Minimum, lokales Maximum, kein
lokales Extremum) moglich sind.

Etwas Analoges gilt auch multidimensional. Allerdings ist die 2. Ableitung D?f nun eine
Matriz, die Hessematrix. Wir miissen daher zunéchst die richtige Verallgemeinerung von
f"(x) > 0 fiir Matrizen definieren:

Definition 2.48 (Positiv/Negativ definite Matrizen) Es sei A = A' € R™" eine
symmetrische Matriz. Weiter sei

Qa:R" SR, Qu(h) = h'Ah

die zugehorige quadratische Form. (Hierbei wird h als Spaltenvektor, also die Transponier-
te h' als Zeilenvektor aufgefasst.) Die Matriz A wird positiv definit genannt, in Zeichen
A > 0, wenn fiir alle h € R™"\{0} gilt: Qa(h) > 0. Analog wird sie negativ definit genannt,
in Zeichen A < 0, wenn fir alle h € R™\ {0} gilt: Qa(h) < 0.

Sie wird indefinit genannt, wenn es h € R™ und k € R™ mit Qa(h) > 0 und Qa(k) <0
qibt.

A wird positiv semidefinit genannt, in Zeichen A > 0, wenn fir alle h € R™ gilt:
Qa(h) > 0. Analog heifit sie negativ semidefinit, in Zeichen A <0, wenn fir alle h € R™
gilt: Qa(h) <0.

Beispiel 2.49 Ist A = diag(ay,...,a,) eine Diagonalmatrix, so gilt
Qa(h) = ah}
j=1

fir h = (hy,...,h,)" € R™. Die Diagonalmatrix A ist positiv definit, falls alle Diagonal-
eintrige positiv sind, negativ definit, falls alle Diagonaleintrdge negativ sind, indefinit,
falls sie sowohl positive als auch negative Diagonaleintrage besitzt, positiv semidefinit,
falls alle Diagonaleintrige > 0 sind, und negativ definit, falls alle Diagonaleintrige < 0
sind.

Ist A = A" € R™" symmetrisch und T € R™ ", so ist auch T*AT wieder symmetrisch,
und es gilt fiir alle h € R™:

Qrear(h) = BT ATh = (Th)'A(Th) = Q(Th).
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Ist zusétzlich T invertierbar, so folgt: ) 4 ist genau dann positiv definit, wenn auch Q¢ ar
positiv definit ist. Analoge Aussagen gelten fiir negativ definite, indefinite bzw. semidefi-
nite Matrizen.

In der Linearen Algebra wird gezeigt, dass jede symmetrische Matrix A = A* € R™™"™ mit
einer orthogonalen Matrix T = (T*)~! € R™*" diagonalisiert werden kann: D = T AT =
T*AT mit einer Diagonalmatrix D, deren Diagonaleintrige genau die Eigenwerte von A
auflistet.

Damit haben wir folgendes Kriterium:

Es sei A € R™" mit den Eigenwerten Aq, ..., A, (mit Vielfachheit aufgelistet). Dann gilt:

A ist positiv definit < Alle Eigenwerte von A sind positiv,
A ist negativ definit < Alle Eigenwerte von A sind negativ,
A ist indefinit < Manche Eigenwerte von A sind positiv, andere negativ,
A ist positiv semidefinit < Alle Eigenwerte von A sind > 0,
A ist negativ semidefinit < Alle Eigenwerte von A sind < 0.

Warnung: Zwar sind die Diagonaleintrage einer positiv definiten Matrix positiv und
die Diagonaleintrége einer negativ definiten Matrix negativ. Dennoch sollte man positive
Definitheit nicht mit der Positivitdt aller Matrixeintrige verwechseln! Zum Beispiel hat

(40

die Eigenwerte 1 und 3, ist also trotz teils negativer Eintrage positiv definit. Es ist die
Hessematrix von

%QA(w,y) =224y —ay = }l[(w%—y)z + 3(x — ).

p=(21)

die Eigenwerte 3 und -1, ist also trotz positiver Eintrédge indefinit. Es ist die Hessematrix
von

Andererseits hat

%QB(ZU,?J) = %(ﬂc2 +y? +day) = 3[3(95 +9)* = (z —y)’).

Um zu entscheiden, ob eine gegebene symmetrische Matrix A = A' € R™ " positiv de-
finit ist, ist es nicht nétig, alle Eigenwerte auszurechnen, nur um zu entscheiden, ob sie
alle positiv sind. Ein anderes Kriterium liefert (hier unbewiesen, da der Beweis eher zur
Linearen Algebra gehort):

Bemerkung 2.50 (Determinantenkriterium fiir positive Definitheit) Fiir eine sym-
metrische Matriz A = A" = (a; )i j=1,. n € R™" sind dquivalent:

1. A ist positiv definit.
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2. —A ist negativ definit.

3. Alle Unterdeterminanten der Gestalt det(a; ;)i =1,k mitk=1,...,n sind positiv,
also alle Unterdeterminanten “in der linken oberen Ecke”.

4. Alle diagonalen Unterdeterminanten det(as, i, )jk=1,.. mitl =1,...,nund1 <i; <
io < ... <1, <n sind positiv.

Zum Beispiel ist der 1, 1-Eintrag 2 der Matrix
2 —1
()
positiv und det A = 3 > 0, also ist A positiv definit. Andererseits ist

1 2
detB—det(2 1><07

also B nicht positiv definit.
Ein alternatives Kriterium zur Entscheidung iiber positive Definitheit liefert:

Verfahren 2.51 (Quadratische Erginzung, Cholesky-Zerlegung) Gegeben eine sym-
metrische Matrix A = A! = (@i j)ij=1,. n € R™™ und die zugehorige quadratische Form

|

n n n n i—1
QA(LUI, Ce ,J?n) = (SL’l, e ,In)A : = xiai,ja}j = CLMLUi + 2(11'7]‘,1'1'.%']'
Ty i=1 j=1 =1 =2 j=1

kann man so entscheiden, ob A positiv definit ist:
1. Falls a;; <0, ist A nicht positiv definit.
2. Falls a;; > 0und n =1, ist A= (ay,) positiv definit.

3. Andernfalls, also im Fall a;; > 0 und n > 1, ergdnzt man alle Terme, in denen die
Variable x; vorkommt, quadratisch, schreibt also

n 2
a/ .

Qa(xy, ... x) =aq |21+ Y —La; | +Qplaa, ..., x,)
Q1,1
j=2

mit der (n—1) X (n— 1)-Matrix B = (b; ;)i j=2,.n € RM=Dx(=1) mit den Eintriagen

ay;ay 5

b = q, ; — —

1/7] Z?] a/171

Die Matrix A ist positiv definit genau dann, wenn a;; > 0 gilt und B positiv
definit ist. Rekursiv setzt man dann das gleiche Verfahren fiir B “in einer Dimension

niedriger” fort, um zu entscheiden, ob B positiv definit ist.
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Mit diesem Verfahrens erhélt man fiir positiv definite Matrixen A eine Darstellung

n n 2
QA<LIZ'1,...,37n) :Zdz (CEZ+ Z ti,j:l'j)
=1

j=it+1
mit positiven dy,...d,. Das Gleiche in Matrixnotation:
A=T'DT

mit der oberen Dreiecksmatrix 7" = (t; ;)i j=1,..» mit Einsen in der Diagonalen und der
Diagonalmatrix D mit positiven Diagonaleintrigen dy, .. .d,. Diese Zerlegung positiv de-
finiter Matrizen heifit Cholesky-Zerlegung. Dieses Verfahren eignet sich auch zur Imple-
mentierung auf dem Computer.

Beispiel 2.52 FEntscheiden wir mit quadratischer Erginzung, ob die Matriz

1 2 1
A= 2 7 -1
1 -1 5

positiv definit ist. Wir rechnen:

Qa(r,y, 2) = 2° +day + 2wz + Ty* — 2yz + 52*
= (z+ 2y + 2)* + 3y — 6yz + 427
= (z+2y+2)* +3(y — 2)° + 2%

also ist A positiv definit. Das Gleiche in Matriznotation:

1 00 1 00 1 2 1
A=12 10 03 0 01 -1
1 -1 1 0 01 00 1

Ubung 2.53 Entscheiden Sie fiir folgende Matrizen

1 -1 1
a) A= -1 51
1 1 3
121
by B=| 2 3 1
111

ob sie positiv definit sind

(i) indem Sie das charakteristische Polynom ausrechnen und entscheiden, ob alle Null-
stellen davon positiv sind,
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(ii) mit Vorzeichen von Unterdeterminanten,

(iii) mit quadratischer Ergénzung.

Ubung 2.54 Beweisen Sie, dass die Matriz

1 -2 1 —1
2 8 —4 4
A= 1 -4 3 -3
1 4 -3 4

positiv definit ist, indem Sie ihre Cholesky-Zerlegung berechnen.

Hier nun die Klassifizierung stationdrer Punkte mit der zweiten Ableitung:

Lemma 2.55 (Hinreichendes Kriterium fiir lokale Extrema) Es sei f : U — R
zweimal stetig differenzierbar, U C R"™ offen und =z € U ein stationdrer Punkt von f.
Dann gilt:

1.
2.

Ist die Hessematrix D?f(x) positiv definit, so ist z ein lokales Minimum von f.
Ist die Hessematrix D?f(z) negativ definit, so ist x ein lokales Mazimum von f.

Ist die Hessematrix D? f(z) indefinit, so ist x kein lokales Extremum von f. In diesem
Fall nennt man x einen Sattelpunkt von f. Die Funktion f fillt dann in manchen
Richtungen in der Néhe von z ab und steigt in anderen Richtungen an. Genauer
gesagt: Es gibt dann h,k € R?, so dass fiir geniigend kleine ¢ > 0 die Abbildung
| —€,¢[ 2 s — f(z+ sh) ein Minimum bei 0 und | — €,¢[ 5 s — f(x + sk) ein
Maximum bei 0 besitzt.

Ist die Hessematrix D? f(x) positiv semidefinit, aber nicht gleich 0, so ist z entweder
ein lokales Minimum von f oder kein lokales Extremum. Die 2. Ordnung Taylorent-
wicklung reicht in diesem Fall nicht aus, zu entscheiden, welcher der beiden Fille
eintritt.

Ist die Hessematrix D?f(z) negativ semidefinit, aber nicht gleich 0, so ist x entweder
ein lokales Maximum von f oder kein lokales FExtremum. Die 2. Ordnung Taylorent-
wicklung reicht auch in diesem Fall nicht aus, zu entscheiden, welcher der beiden
Félle eintritt.

. Verschwindet die Hessematrix: D?f(z) = 0, so sind alle Fille mdglich: lokales Mini-

mum, lokales Maximum, kein lokales Extremum. Die 2. Ordnung Taylorentwicklung
reicht dann nicht zur Entscheidung aus.
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Beweis. Wir verwenden die Taylorentwicklung 2. Ordnung bei . Wegen df, = 0 gilt:
Fla+h) — f(z) = %ht - D2f(x) - h+ of||h]]2) fiix h — 0.

1. Ist D? f(x) positiv definit, so wird durch
(3 pepy  RYXR" 2R, (U, 0) pog,) = u' - D*f(x) - v

ein Skalarprodukt auf R™ definiert. Weil nach Satz 1.169 alle Normen auf R™ dquivalent
sind, kann auch die zugehotrige Norm

nach unten mit der gegebenen Norm ||-|| abgeschétzt werden:
de > 0Vh € R": HhHDQf(I) > CHhH

Es folgt:
Lo 2 Looyrne 2
fla+h) = f2) = SlIPlDe @) + ollIRI%) = SR+ of[I2]) > 0

fiir alle A # 0 ein einer geniigend kleinen Umgebung von 0 € R™.
2. Die Aussage 2. folgt aus 1., indem man — f statt f betrachtet.
Fiir die {ibrigen Flle beobachten wir: Ist h € R™ mit h'D? f(x)h # 0, so gilt fir R 5 s — 0:

Flz+ sh) — f(z) = %htDQ F@)hs® + o(s?),

also haben f(x + sh) — f(z) und h'D?f(x)h fiir s nahe bei 0 das gleiche Vorzeichen.

Es folgt die Aussage 3. und der erste Satz in 4. und 5.

Dass die Taylorentwicklung 2. Ordnung in den Féllen 4. und 5. keine vollstdndige Ent-
scheidung erlaubt, zeigen folgende Beispiele: Ist A € R™*" symmetrisch, so besitzt

1
flx+h):= §htAh + c||hll5

die Hessematrix D?f(z) = A. Ist A positiv (bzw. negativ) semidefinit, aber nicht positiv
(bzw. negativ) definit, so ist x ein Minimum (bzw. Maximum) von f fiir ¢ > 0 (bzw.
¢ < 0), aber kein lokales Extremum fiir ¢ < 0 (bzw. ¢ > 0).
6. Die Beispiele f(z + h) = f(z) + ki, f(x + h) = f(z) — h{ und f(z + h) = f(z) + A}
zeigen, dass die Taylorentwicklung 2. Ordnung nicht zur Entscheidung ausreicht, wenn
Df(z) =0 und D%*f(z) = 0 gilt.

0

Ubung 2.56 Finden Sie alle stationdren Punkte der Funktionen
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(a) f:R? =R, f(z,y) = ((x+y)* = 1)’ + (z —y)*
(b) f:R* =R, f(z,y) = 2(z +y)° = 3(x +y)* +y*
(c) f:R* = R, f(z,y) = Recos(z +iy) und g : R* = R, f(z,y) = Imcos(z + iy).

und entscheiden Sie jeweils, ob es sich um lokale Minima, lokale Maxima oder um Sattel-
punkte handelt. Skizzieren Sie jeweils ein Niveaulinienbild der Funktionen (bei (c) fur f
und ¢ in ein gemeinsames Bild).

2.8 Die Riume C}

In diesem Abschnitt seien (V,||-]|) ein normierter Raum, (U, ||-||) ein Banachraum und
Vi C V offen. Wer will, kann sich V = R™, U = R" vorstellen.

Wir versehen den Raum B(V, U) aller stetigen linearen Abbildungen L : V' — U stets mit
der Operatornorm

1Ll —u = sup L)

TE
=<1
Ubung 2.57 Zeigen Sie, dass der Raum (B(V,U),|||lv=v) vollstindig ist.

Auf dem Raum C(Vi, B(V,U)) aller beziiglich der Operatornorm ||-||y ¢ stetigen Funk-
tionen G : Vi — B(V,U) definieren wir

[l - C(Vi, B(V,U)) = RU{oo},  [|Glleo := sup{[|G(y)llvul y € Vi}-

Dies steht in Analogie zu
19lloc == sup{llg(¥)l[| y € V1}

fiir Funktionen g : V; — U. Der Raum aller stetigen, beschrdnkten Funktionen von V; mit
Werten in B(V,U) wird mit

Co(V1, B(V,U)) :={G € C(V1, B(V,U))| |Gl < 00}

bezeichnet. Nach Satz 1.107 ist der Raum (Cy(Vy, B(V,U)), ||*||l~) vollstiandig.
Schlieflich definieren wir den Raum der beschrinkten stetig differenzierbaren Funktionen
auf Vi mit Werten in U mit beschrinkter Ableitung:

CL(V1,U) :={g € Cy(V1,U)| g ist stetig differenzierbar mit ||dg|/o. < oo}
und versehen ihn mit der Norm

Il = Co(Vi,U) = R, lgller := max{||glloc, lldglloo}-

Lemma 2.58 Der normierte Raum (CL(V1,U), ||"|lcr) ist vollstindig.

143



Beweis: Es sei (gi)ren eine Cauchyfolge in (C(Vy,U), ||-|[c1). Dann ist (gx)zen auch ei-

ne Cauchyfolge im vollstdndigen Raum (Cy(V1,U), ||*]l«), also konvergent gegen ein g €
Cy(V1,U). Ebenso ist (dgi )ken eine Cauchyfolge im vollstandigen Raum (Cy(V1, B(V, U)), ||*[|c0 ),
also konvergent gegen ein G € Cy(Vy, B(V,U)). Wir miissen nur noch zeigen, dass g diffe-
renzierbar mit Ableitung dg = G ist, denn dann folgt g € C}(V1,U) und

g = gllor = max{|lgr — glloc: ldgx — dgllec} = 0.
Wir beweisen das zuerst im Fall V = R™, U = R". Hierzu seien g, ..., ¢" die Kompo-
nenten von g, analog g3, ..., gy die Komponenten von g, sowie (G,; : Vi — R) i=1,..m

1,....m

]_
die Eintrdge der Matrix, die G darstellt. Es geniigt nach Lemma 2.21 zu zeigen, dass
D;¢’ = G,; fiir alle 4, j gilt. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
diese Behauptung dquivalent zu

/ Gji(x +te;) dt = ¢ (x + se;) — ¢’ ()
0
fiir alle z € V] und s € R mit [z, x + se;] € V;. Nochmals nach dem Haupsatz haben wir
/ Digi(x + te;) dt = gi(m + se;) — gi(m)
0

fiir die gleichen z und s und alle & € N. Da [|gr — ¢/loc — 0 wissen wir

gi(x + se;) — gi(x) oo gj(:p + se;) — gj(x).
Weiter folgt
sup |Digl(x +te;) — Gja(x +te;)| %0
t€0,s]

wegen ||dgr — G| "2% 0. Aus dieser gleichmdfligen Konvergenz erhalten wir

0 0
also zusammen die Behauptung.

Nun zeigen wir die Behauptung dg = G im allgemeinen Fall. Wir miissen also zeigen:
VeeViVe>035>0Vy e Ul(2): yeViund |g(y) — g(x) — Guly — 2)| < elly — |-

Hierzu seien z € V7 und € > 0 gegeben. Wir wéhlen § > 0 so klein, dass U(‘Sl'H(:I:) C V4 (moglich, da V3

offen) und dass fiir alle z € Utlsl"l(x) gilt: |G, — Gi|lvsu < e Nun sei y € U(‘;l'H(x) gegeben.
Wir verwenden folgende Darstellung der Norm:

Dualitétsprinzip: Ist U* := B(U,R) der topologische Dualraum des Banachraums (U,|-||), also die
Menge aller stetigen Linearformen £ : U — R, versehen mit der Operatornorm ||-||u—r, so gilt fir alle
reU:

]| = max{f(z)| £ € U", |fllv-r <1} (42)
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Das Dualitétsprinzip wird in der Funktionalanalysis bewiesen; wir beweisen es hier nicht allgemein. Einen
wichtigen Spezialfall kennen Sie jedoch schon: U = ¢P(I), siche Korollar 1.22 und Ubung 1.74. Fiir Hilbert-
riume U wird das das Dualitéitsprinzip besonders einfach: Ist ndmlich 2 € U\ {0}, so wird das Maximum
n (42) fir £ : U — R, {(v) = (z,v) /||z| angenommen. In der Tat ist |[¢|[y—r = 1, denn fiir alle v € U
gilt £(v) = (x,v) /||z|]| < ||lv|| nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung.

Wir wihlen mit dem Dualitétsprinzip eine stetige Linearform®® ¢ € U* mit ||£||y g < 1 und

19(y) — 9(x) = Galy — 2)|| = £(g(y) — 9(x) = Galy — 2)).

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und der Kettenregel erhalten wir fiir alle
k—oo

k € N wegen ||gk — glloc — 0 und ||Dgx — G| "2% () die Abschitzung

l9(y) — g(z) — Go(y — 2)|| = l(9(y) — 9(z) — G (y — 7))
= Hm U(gk(y) — gk(2) — (dgr)s(y — 2))
1
= tim [ Legeot sty — ) — guw) — s(dgialy — ) ds

k—oo Jo
1

= kli>n<’>10 ; g((dgk)muks(yf:c) (y - 'T) - (dgk)z(y - 1‘)) ds

1
< limsup / 10— 1 (k) sy—e) — (dgi)allv e 1y — ]| ds
0

k—o0

<limsup sup ||(dgr)atsy—a) = (dgx)e|lvully — ]|
k—oo 0<s<1

<limsup sup |[(dgk). — (dgr)zllv=ully — x| (43)
k—o0 zEU{lsl'”(m)

Fiir z € Uy'” () schitzen wir ab:

H(dgk)z - (dgk)):ﬂHV—)U <
I(dgr)- — G.llv—u + |Gz — Gellvou + |Ge — (dgi)z||lv—v < |Gz — Gellvou + 2[|G — dgi| oo

also

sup  ||(dgr)= — (dgr)ellv—u

ZGUJ;“H(:L’)
k—oo
< sup |G = Gillvou +2||G — dgklleo < €+ 2||G — dgi o e
ZGUJH'”(Q:)

Eingesetzt in (43) folgt hieraus die Behauptung;:

lg(y) — g(z) = Go(y — )| < ellz —yl|.
O

Wir besprechen nun eine Operatorenversion der geometrischen Reihe. Fir L € B(U,U)
definieren wir die Potenzen von L rekursiv: L° = idy, L/t = L o L7 fiir j € Ny.

15Die Linearform ¢ spielt hier im allgemeinen Fall eine shnliche Rolle wie das Bilden der j-ten Kom-
ponente oben im Spezialfall: Sie reduziert den multidimensionalen Fall auf eindimensionale Werte.
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Lemma 2.59 (geometrische Reihe, Neumann-Reihe) Sind (U, | - ||) ein Banach-
raum und L € B(U,U) mit |L||lv—~v < 1, so besitzt idy —L : U — U die Inverse

(idy —L)~ ZLJ € B(U,U),

7=0

wobei die Konvergenz der Reihe beziiglich der Operatornorm ||-|v—u gemeint ist. Genauer
gesagt gilt:

ILID v Nooo
—_— 5 (.
“1—|Lllu~u

U—-U

> U —(idy—L)"

=0

Die Abbildung
{LeBUU)|IL|ysv <1} = BU,U), L+ (idy—L)™
ist stetig beziiglich der Operatornorm ||-||v—uv-

Beweis: Fiir N, M € Ny gilt wegen der Submultiplikativitdt der Operatornorm:

N+M N+M N+M

E L~ ELJ > I < > I vsw
U—U J=N+1 Uy J=NtL

N+M

Z HLH ||L||N+1 - ||L||(]}4—>U < ||L||]L\/[——~_>}]
Pyt vt TR Ly T 1= (lusu

und daher fiir gegebenes 0 < k < 1:

N+M EN+1 Nos
oo
sup  sup Z L — ZLJ < — 0
MeN LeB(UU) 1—-k
HL||U~>U<'I€ U=U

Die Folge
N
(L = Lj>
5=0

ist also eine Cauchyfolge im vollstdndigen Raum (C’b(U,L"HU%U(O), B(U,U)),||"lls) und da-
her konvergent. Insbesondere ist die Grenzfunktion L — > I/ stetig auf U, ,!'”U_’U (0) fur
alle 0 < k < 1 und daher auch stetig auf Ul‘"”UﬂU(O). Fiir den Limes der Folge (beziiglich
I-lu—v und gleichméBig auf U1V (0)) gilt:

NeN

N—o0 N—>oo

o) N
(idy —L)o Y L) = lim (idy —L)o » L/ = lim (idy ~L"*") =idy
=0 7=0
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und analog
(Z Lj) o (idy —L) = idy,
=0

fiir ||L||y—v < 1. (Hier verwenden wir die Stetigkeit der Kompositionen von links und von
rechts mit idy — L, die aus der Submultiplikativitdt der Operatornorm folgt.) Es folgt die
Behauptung.

O
Korollar 2.60 Es seien (U, ||-||) und (V,|||) zwei Banachrdume. Dann ist die Menge
CL(V,U) :={L € B(V,U)| L:V — U ist bijektiv mit L™ € B(U,V)} C B(V,U)
offen, und die Inversenbildung
L GL(V,U) — GL(U, V)
ist stetig beziiglich der Operatornormen ||-||v—v und ||-||v=uv.
Beweis Fiir jedes Ly € GL(V,U) ist
Up={LeGLV.U)| | Lg' o L —idy |ly»v < 1} € GL(V,U)

eine offene Umgebung von Ly, da Komposition mit Ly stetigist. Da L™ = (Ly* o L)™' o Lg*
fir L € Uy, gilt, folgt die Behauptung aus Lemma 2.59.

O

Ubung 2.61 (Ableitung der Matrix-Exponentialfunktion) Es sein € N.

1. Zeigen Sie fiir gegebenes j € N, dass die Matriz-Potenzfunktion f : R™™ — R"*",
f(A) = AT die Ableitung df4(B) = 5_, A¥"*BAI™F fiir A, B € R™" besitzt.

2. Es sei U CR™™ offen und beschrinkt. Zeigen Sie, dass die Matriz- Exponentialreihe

=AY

.| =

U3 A exp(A) =)
j=1

in (CHU,R™™), |||lc1) konvergiert.

3. Folgern Sie fir A, B € R™":
1
dexp,(B) = / e Bel=V4 gt
0
Insbesondere gilt dexpry = idgnxn.
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Ubung 2.62 (Funktionale Version der Ableitungsregel d= = (1%—2)2) FEs sei (U, |||
ein Banachraum. Wir versehen B(U,U) wie immer mit der Operatornorm ||-||u—u-

1. Zeigen Sie fiir gegebenes j € N, dass die Operator-Potenzfunktion f : B(U,U) —
B(U,U),
f(A)=A"=A0...0A
—_—

j-mal

die Ableitung dfa(B) = 321_, A¥1 o Bo A" fiir A, B € B(U,U) besitzt.

2. Essei 0 < k <1 und Uy == {L € B(U,U)| | Lllvsv < k}. Zeigen Sie, dass die
geometrische Reihe

FiUS Ars (idy —A) ' = A
j=1
in (CH(Ug, U),||lcr) konvergiert.
3. Folgern Ste fir A € U, und B € B(U,U):
dfa(B) = f(A) o Bo f(A).

2.9 Der lokale Umkehrsatz

Fine differenzierbare Funktion f hat nahe bei einer Stelle x sehr dhnliche Eigenschaften
wie ihre Linearisierung f(x) + df, bei x.

Diese vage Aussage bildet das Leitprinzip der Differentialrechnung. Sie lésst sich auf viele
Weisen zu prézisen Aussagen ausformen. Eine erste solche Préazisierung kennen Sie schon:
die Kettenregel.

Wir besprechen nun einen weiteren Satz in dieser Philosophie: f ist nahe bei x invertierbar,
wenn dort ihre Linearisierung invertierbar ist. Genauer gesagt gilt:

Satz 2.63 (Lokaler Umkehrsatz) FEs seien (U, ||-||) und (V,||:||) Banachriume, Uy C
U offen, f : Uy — V stetig differenzierbar und xq € Uy. Weiter sei die Ableitung df,, :
U — V bijektiv mit einer stetigen Inversen df,, > : V. — U. Dann gibt es eine offene
Umgebung Uy C Uy von xy und eine offene Umgebung Vi C V won yo = f(xg) mit
folgenden Eigenschaften:

1. Die Einschrinkung f|y, von f ist eine Bijektion f|y, : Uy — Vi mit stetiger Um-
kehrabbildung h := (f|y,)™* : Vi — Uy.

2. Die Umkehrabbildung h : Vi — Uy ist stetig differenzierbar. Es gilt fir alle x € U
undy € Vi mity = f(x):
dh, = df, !

3. Ist f sogar p-fach stetig differenzierbar, p € N, so ist auch die Umkehrabbildung
h : Vi — Uy p-fach stetig differenzierbar.
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In der Definition 2.14 der Ableitung haben wir gefordert, dass df,, eine stetige lineare
Abbildung ist. In der Funktionalanalysis wird gezeigt, dass die Inverse einer stetigen
linearen Bijektion zwischen zwei Banachrdumen stets stetig ist. Daher ist es eigentlich
iiberfliissig vorauszusetzen, dass die Inverse (df,,)™! : V — U stetig sein soll, weil das
unter den iibrigen Voraussetzungen automatisch der Fall ist.

Der wichtigste Fall ist U = V' = R". In diesem Fall ist die Ableitung df,, : U — V
genau dann bijektiv, wenn die Jacobimatrix D f(z¢) invertierbar ist. In diesem Fall gilt

Dh(y) = Df(h(y))™" fir y € 1.

Wer will, kann sich im folgenden Beweis diesen Fall U = R" vorstellen, der etwas anschau-
licher ist.

Beweis von Teil 1 des Satzes 2.63:
Um den Beweis moglichst durchsichtig und die Notation moglichst einfach zu halten,
beweisen wir zunéchst einen Spezialfall. Hierzu nehmen wir an:

x9g=0, f(0)=0, U=V und df,, = idy .

Der allgemeine Fall wird anschlieBend auf diesen Spezialfall zuriickgefiithrt. Wer will, kann
sich den Spezialfall U = R"™ vorstellen, der etwas anschaulicher ist.
In diesem Fall ist idy (z) = x die Linearisierung von f bei xy = 0. Insbesondere gilt:

f(@) = f(x) = [(0) = dfo(z) + o([z]]) = 2 + o(|[x]]) fir z — 0.

Der Beweis beruht auf dem Banachschen Fixpunktsatz. Fiir die gesuchte Inverse h : V; —
U von f|y, mit geeigneten Mengen U;, V; setzen wir die Bestimmungsgleichung

f(h(y)) =y fir y € V3 (44)

an. Fiir die Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes schreiben wir sie in Fixpunkt-
form:

h(y) = h(y) — f(h(y)) +y (45)

Zur Motivation dieser Wahl der Fixpunktform folgendes heuristisches Argument: Wegen
dfy = idy wird f in der Nahe von 0 gut durch die Identitéit approximiert. Die rechte Seite
h(y) — f(h(y)) +y wird also nur schwach von h abhéngen, so dass wir gute Kontraktions-
eigenschaften erwarten diirfen.

Prézisieren wir das Argument: Wir fixieren ein £ € R mit 0 < k < 1, z.B. k = 1/2. Die
Zahl k spielt unten die Rolle der Kontraktionskonstanten im Banachschen Fixpunktsatz.
Wir kiirzen ab: r : Uy — U, r(z) = f(z) — . Insbesondere gilt dry = dfy —idy = 0. Wegen
der Stetigkeit der Ableitungsfunktion dr : Uy — B(U,U) in 0 € Uy konnen wir € > 0 so
klein wéahlen, dass

Up = {z € U| ||| <€} €Ty
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und
”dT’$||U_>U < k fiir alle x € U,

gilt. (Man beachte, dass df, = dr, + idy fiir alle x € U; nach Lemma 2.59 (geom. Reihe)
invertierbar mit stetiger Inverser ist. Das wird spéter noch niitzlich sein.) Die e-Umgebung
U, C U ist offen. Wir wihlen 6 > 0 mit § < (1 — k)e und erhalten

Bi={zeU||z|| <6/(1—k)} C Vs
Man beachte, dass B in U abgeschlossen ist. Wir setzen
Vii={yeV=Ullyl <4}
Wir wenden den Banachschen Fixpunktsatz in der Teilmenge
M :={g € C(V;,B)| g(0) = 0} = {g € Co(V1, U)| llglloc <0/(1 = k), g(0) =0}  (46)
des Raums C(V1,U) an, versehen mit der Supremumsnorm

oo = Co(Vi, U) = R, [[glloo == sup [lg(2)]]-

zeVy

Man beachte, dass M C Cy(V4,U) abgeschlossen ist, denn die Normabbildung |||/ :
(Co(V1,U)y |I"llo) — R und die Auswertungsabbildung &y : (Cy(V1,U), ||'||lc) = U, g —
g(0) sind stetig. Satz 1.107 zeigt, dass (Cyp(V1,U),||||o) vollstiandig ist. Also ist nach
Lemma 1.106 auch die abgeschlossene Teilmenge M C Cy(Vi, U) vollstandig.

Motiviert durch die Fixpunktgleichung (45) definieren wir fiir beliebiges g € M:

O(g): Vi = U, @(9)(y):=9(y) — fle(y) +y=y—7r(g(y)). (47)

In Kurznotation bedeutet das: ®(g) = idy, —r o g. Man beachte, dass ®(g) stetig ist, denn
g und r sind stetig. Wir miissen nun die Kontraktionseigenschaft

Va1, 92 € M 2 [|®(g1) — D(92)[loo < kllg1 — 92l (48)
und
M| C M (49)

zeigen. Hierzu betrachten wir x, x5 € U,. Weil die abgeschlossene Kugel U, konvex!¢ ist
(Dreiecksungleichung!), gilt fiir die Verbindungsstrecke:

[z1,23] = {(1 — s)x1 + sx] 0 < s < 1} C B.
Wir zeigen nun

[r(22) = r(z)l] < Kllay — 22| (50)

16Eine Teilmenge U eines R-Vektorraums wird konvez genannt, wenn fiir alle z,y € U gilt: [z,y] C U.
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Im Spezialfall U = R" erhalten wir aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralre-
chung und der Kettenregel:

r(zg) —r(zy) = /0 %r((l — 5)x1 + S12) ds

1
== / dr(lfs)x1+sx2 (372 - fEl) ds
0

also
1
wu»—r@Mth|Wnﬂmﬁmw?—mmds

1
< [ Mdra-gorramllv-vles = 21l ds < Koz =zl (5D
0

Dieses Argument ldsst sich auch auf Banachrdume U erweitern, wenn man den Riemannschen Integral-
begriff und den Hauptsatz auch fiir stetige Abbildungen [a,b] — U formuliert. Einen alternativen Weg,
der keine Integrale von Abbildungen mit Werten in Banachrdumen benétigt, erhalten wir mit dem Dua-
litdtsprinzip (42): Wihlen wir ein £ € U* mit |[4||[g_r < 1 und

[7(z2) = r(z1)|l = £(r(z2) — r(z1)),

so folgt aus dem eindimensionalen Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und der Kettenregel
folgender alternativer Beweis der Ungleichung (50):

[r(w2) = r(@1)|l = €(r(z2) —r(z1))

/ L(r((1 = s)xy + sx2))ds
0
1 1

— [ dramgensaenoa = 00)ds < [ G- sins(oz — 2) ds

0 0

| 1l-s8ldra-syansas sl =l ds < Kl = . (52)

0

Man beachte hierbei df, = ¢ fiir x € U, da ¢ stetig und linear ist.

Setzen wir nun fir ¢g;,go € M und y € V; die Werte z; := ¢1(y) € B C U, und
Ty := ga(y) € B C Uy in (50) ein, folgt

[@(g91)(y) — ®(g2) W)l = [lly — 7(z1)] = [y — r(@)]l| = [Ir(z2) — r(2x1)]] < kllg1(y) — g2(v)]l

und daher die Kontraktionseigenschaft (48). Setzen wir andererseits fiir g € M und y € 1}
die Terme x5 := g(y) und z; = 0 in (51) ein, folgt

(gDl = lIr(z2) | = [l (z2) = r(0)]]

ko
< kllze =0l = Kllg(y)ll < T—%
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und daher

[D() Il = lly = (g < Iyl + (g < 6+ o = 2

1—-k 11—k
Dies zeigt || P(9) |0 < 0/(1—k). Weiter beobachten wir ®(g)(0) = 0—7r(g(0)) = —r(0) =0
fiir g € M. Zusammen folgt ®[M] C M.
Also ist der Banachsche Fixpunktsatz auf ® : M — M anwendbar. Er liefert uns, dass
es ein h € M mit ®(h) = h gibt. Insbesondere ist h : V; — B C Uy C U stetig, und es
gilt die Fixpunktgleichung (45) fiir alle y € Vi, also auch die dquivalente Form (44), d.h.
foh = idy,. Wir setzen U; := f~1[V;]NU,. Wegen der Stetigkeit von f und wegen f(0) =0
ist U; eine offene Umgebung von 0, da V; = Uy'H(O) und Us = UM (0) offene Umgebungen
von 0 sind. Fiir alle y € V; gilt h(y) € f~Vi] N U, = Uy wegen f(h(y)) =y € Vi, es gilt
also h : V) — Uj. Nach Definition von U; gilt f[U;] C V1. Es gilt sogar f[U;] = Vi, denn fiir
alle y € V; folgt h(y) € Uy, also y = f(h(y)) € f[Ui]. Die Einschrankung f|y, : Uy — V3
ist also surjektiv.
Weiter ist die f|y, injektiv, denn fiir alle x1, 25 € Uy C Uy mit x1 # 5 gilt wegen (50):

1f(22) = f(@1)]| = llze — 21 + r(22) — r(z)l] Z ||z — 21| = [lr(22) — r(z1)]
> |lwe — anl] = klles — 2|l = (1 = k)l[z2 — 2] > 0.

Also ist f|y, : Uy — Vi eine Bijektion. Wegen f oh = idy, ist h : V3 — U; die Inverse von
f|U1 : U1 — ‘/1

Nun beweisen wir, dass die Funktion h differenzierbar in 0 mit der Ableitung dhy = idy
ist. Wir miissen also zeigen:

Ver > 036 >0Vy € Vit lyll < o1 = [|h(y) —yll < ellyll. (53)

Hierzu sei ¢; > 0 gegeben. Weil die Funktion f differenzierbar in 0 mit der Ableitung
dfo = idy ist, finden wir ein 9, > 0, so dass

lr(@)[| = 1f(x) = =[] < (1= k)]

fir alle z € U(|5|2'”(0) gilt; man beachte & < 1. Wir setzen §; = (1 — k) min{ey, 62} > 0. Nun
sei y € V1 mit [|y|| < d; gegeben. Setzen wir x = h(y) € Uy C Uy, also f(z) =y, so folgt
wegen (50):

[zl =Myl < lly = l| = [If (z) — =[] = [Ir(2)]| = [[r(z) = r(0)]| < kllz =0 = k||
und daher wegen k < 1

(1= EB)|le]] = llz|| = Ellz[] < Iy,
[l 01
< <

1h(y) = yll = llz = f@)] = [lr(@)] < (@ = B)allz] < ellyll
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Damit ist (53), also dhy = idy gezeigt.

Nun fithren wir den allgemeinen Fall von Teil 1 des lokalen Umkehrsatzes auf den eben
bewiesenen Spezialfall zuriick.

Gegeben f: Uy — V, 29 € Uy und yo = f(20) mit L := df,,” " € B(V,U), definieren wir
folgende “in den Nullpunkt verschobene und linear reskalierte” Version:

filUo—a0—=U, f(z—120)=dfs,  (f(x) — yo) = L(f(2) — o).

Natiirlich kénnen wir f aus f mittels

f(@) = dfoo (f(z — 20)) + %o

fir € Uy rekonstruieren, und es gilt f (0) = 0. Da L linear und stetig ist liefert die
Kettenregel: f ist stetig differenzierbar der Ableitung

dfyog = Lodf,, xeU,

Der schon bewiesene Spezialfall ist daher auf f anwendbar und liefert uns, dass f eine
geeignete offene Umgebung U1 von 0 € U leekth auf eine offene Umgebung Vivon0e U
abbildet, und dass die Inverse h = (f |v1) : U, — V; in 0 die Ableitung dhy = idy besitzt.
Zusitzlich war V; so gewahlt, dass df,_,, : U — U fiir alle z — ¢ € U, invertierbar ist. Da
df., : U =V ein Homdomorphismus ist, also eine stetige Bijektion mit stetiger Inversen,
bildet df,, offene Mengen bijektiv auf offene Mengen ab. Zusammengesetzt folgt, dass
auch f die offene Umgebung U, := xo + U; von z € U bijektiv auf die offene Umgebung
Vi = yo + df, [171] von 1o € V abbildet. Die Inverse wird durch

he=(fln)™:Vi= U, h(y) =h(Ly —y)) + o

gegeben.
Insbesondere gilt nach der Kettenregel

dhy, = dho o L = idy odf,, " = df,, .
Wir wissen auch df, = df,, o dfx_xo € GL(U,V) fiir alle x € U;. Damit ist Teil 1 des

Lemmas (und ein wenig von Teil 2) bewiesen.

Bemerkung 2.64 Die Fixpunktversion(45) fir die Gleichung § = f(), also

T=1— f(T)+7,

lasst sich mit de~r eben betrachteten “Verschiebung und Reskalierung” = = x — xg, § =
df, (v — y0), f(Z) = dfs, *(f(2) — y0) auch in der Form

=T — dfxo_l(f<x) - y)

schreiben. So iibersetzt liefert die Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes aus dem
Beweis des lokalen Umkehrsatzes das Iterationsverfahren
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Vereinfachtes Newtonverfahren

2D = 2™ —qf, TN(f(x™) —y), neN,

zur Ndherungslosung der Gleichung f(z) = y fiir ein gegebenes y geniigend nahe bei
Yo = f(xo) und Startwerte 2(*) geniigend nahe bei zg, z.B. 20 = .

Eine Variante davon, das Newtonverfahren, erhilt man durch Verwendung der Ableitung
df ;o) statt dfy,:

Newtonverfahren

2 = 2 —df o T (™) —y), neN

Den eindimensionalen Spezialfall des Newtonverfahrens kennen Sie schon aus der Ana-
lysis 1. Das vereinfachte Newtonverfahren hat Vorteil, dass die Ableitung df,,, immer an
der gleichen Stelle zy verwendet werden kann, so dass (fiir U = R") nur eine einzige
Matrix invertiert werden muss bzw. in jedem Schritt ein lineares Gleichungssystem mit
immer der gleichen Matrix D f(xg) gelost werden muss. Fiir unsere Zwecke im Beweis hat
es auch den Vorteil, dass wir keine zweite Ableitung fiir die Analyse brauchten, da z
festgehalten wird. Dagegen hat das Newtonverfahren den Vorteil einer viel hoheren Kon-
vergenzgeschwindigkeit. Genaueres dariiber kénnen Sie in der Numerischen Mathematik
lernen.

Ubung 2.65 Losen Sie das Gleichungssystem
rcosg ==
rsing =y

fiir die rechte Seite (z,y) = (1.1, 0.1) ndherungsweise numerisch mit dem Taschenrechner
(oder, noch besser, mit einem Computer)

(a) mit dem vereinfachten Newtonverfahren zum Start- und Referenzpunkt (rg, ¢g) =
(1,0),

(b) mit dem Newtonverfahren zum gleichen Startpunkt.

Fiihren Sie jeweils einige Iterationen, z.B. drei, aus. Beobachten Sie, wie schnell sich die be-
rechneten Ndherungen an die exakte Losung (r, ¢) = (y/22 + y?, arctan(y/x)) anndhern,
aber auch, welcher Rechenaufwand jeweils notig ist.

Beweis von Satz 2.63, Teil 2. Wir fixieren die Bijektion A : V; — U; aus dem Teil 1
des Beweises, lassen aber nun y € V; variieren. Insbesondere wissen wir dh,, = df,, .
Weil df, € GL(U, V) fiir alle x € Uy, konnen wir ebensogut ein beliebiges = € U; statt x
und y = f(x) € V; statt yo = f(2o) nehmen und erhalten die Differenzierbarkeit von h
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bei y und dh, = df,”'. Die Stetigkeit der Ableitung dh : V; — B(V,U) folgt nun durch
Komposition der stetigen Abbildungen h : Vi — Uy, von df : Uy — GL(U,V) und der
Inversenbildung -~! : GL(U, V) — GL(V, U); siehe Korollar 2.60.

Beweis von Satz 2.63, Teil 3. Wir zeigen induktiv, dass h sogar p-fach stetig differenzierbar ist,
wenn f p-fach stetig differenzierbar ist. Der Beweis ist etwas abstrakt. Der Fall p = 1 ist mit Teil 2 des
Satzes schon gezeigt. Gegeben p € N, nehmen wir als Induktionsvoraussetzung an, dass die Behauptung
3 des Satzes fiir dieses p und alle Banachrdume U und V und alle Abbildungen f : Uy — V, die die
Voraussetzungen des lokalen Umkehrsatzes erfiillen, gelte, nicht nur fiir ein fixiertes f: Uy — V.
Gegeben ein (p + 1)-mal differenzierbares f : Uy — V wie in der Voraussetzung des Satzes, erhalten wir
aus dem schon Gezeigten nahe bei einer Stelle eine lokale Bijektion f|y, : Uy — Vi und deren Inverse
h: Vi — U;. Fiir y € V7 betrachten wir das Gleichungssystem

flx)=y
dfpy o X =idy (54)
fiir ein gesuchtes = € Uy und ein gesuchtes X € GL(V,U). Natiirlich kennen wir die eindeutige Lésung

z = h(y) und X = dh, = df, " dieses Gleichungssystems.
Wir koénnen aber das Gleichungssystem auch so auffassen: Betrachten wir die Abbildung

F: Uy x GL(V,U) = Vi x GL(V,V), F(z,X) = (f(x),df, o X).

wobel wir

Uy x GL(V,U) CU x B(V,U)
mit der Norm ||(z, X)|| = max{||z|, | X ||v—v} und

Vi x GL(V,V) CV x B(V,V)

mit der Norm ||(y,Y)|| = max{||y||,||Y|lv=v} versehen. Nun ist f eine (p + 1)-mal differenzierbare
Abbildung, also df eine p-mal differenzierbare Abbildung, also F eine p-mal differenzierbare Abbildung.!”
Weiter gilt F(x,dh,) = (y,idy). Mit der Kettenregel und Beispiel 2.22 erhalten wir die Ableitung (in
Matrixnotation)

JF z \ df(x") _ df 0 x
(@dhe) \ X" ) 7\ dfo(a’)odhg +dfy 0o X' )~ \ d?fu() 0dhy dfyo- X )

Insbesondere ist dF(; gn,) invertierbar mit einer stetigen Inversen, da d?f.(-) o dh, stetig ist und da
df, und df o - invertierbar mit stetigen Inversen sind. Der lokale Umkehrsatz Teil 1 und 2 und die
Induktionsvoraussetzung sind daher auf F anwendbar. Wir erhalten die p-fache Differenzierbarkeit der
Losung y — X = dh, des Gleichungssystems (54), also die behauptete (p + 1)-fache Differenzierbarkeit
von h.

O

Ubung 2.66 (Quadratwurzel von Matrizen und Operatoren) Bearbeiten Sie ent-
weder Teil (a) oder Teil (b) der folgenden Aufgabe:

(a) Zeigen Sie, dass die Abbildung

Q . Rnxn N Rnxn’ Q(A) — AZ

"Hier verwenden wir, dass die Kompositionsabbildung glatt ist, vgl. Bsp. 2.22.
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stetig differenzierbar mit der Ableitung dQa(B) = A-B+ B- A fir A, B € R™*" ist.
Folgern Sie, dass es eine stetig differenzierbare, in einer offenen Umgebung V; von
Id € R™" definierte Abbildung sqrt : V; — R™" A+ /A, mit v/Id = Id gibt, die
@ geniigend nahe bei Id invertiert. Zeigen Sie dsqrtq(A) = 3 A fiir A € R™".

(b) Es sei (U, ||-||) ein Banachraum. Zeigen Sie, dass die Abbildung

Q: (BWU,U),[-lv-v) = (BUU), |[-lvsv), Q(A)=AcA

stetig differenzierbar mit der Ableitung dQ4(B) = Ao B+ Bo A fiir A, B € B(U,U)
ist. Folgern Sie, dass es eine stetig differenzierbare, in einer offenen Umgebung V; von
idy € B(U,U) definierte Abbildung sqrt : V; — B(U,U), A — /A, mit v/idy = idy

gibt, die @ geniigend nahe bei idy invertiert. Zeigen Sie dsqrtyy, (A) = A fiir

- 2
A€ BU,U).

Ubung 2.67 (Matrix-Logarithmus) Zeigen Sie, dass es eine offene Umgebung U von
0 € R™™ gibt, so dass die Matrix-Exponentialfunktion exp |y : U — V := exp[U] C R™*"
ein Homoomorphismus mit einer stetig differenzierbaren Umkehrung log : V' — U ist.
Berechnen Sie dlog.

Nun besprechen wir eine globale Variante des lokalen Umkehrsatzes:

Definition 2.68 (Diffeomorphismen) FEs seien V.U C R" offen und p € N U {oo}.
Eine Abbildung f : U — V wird CP-Diffeomorphismus genannt, wenn sie bijektiv ist und
f und f~1 p-fach stetig differenzierbar sind.

Diffeomorphismen sind also sozusagen die “Isomorphismen der Differentialrechnung”.
Wir erhalten:

Korollar 2.69 (Offenheitssatz und globaler Umkehrsatz) EsseiU C R" offen und
f e CP(UR"). Fir alle x € U sei df, : R" — R" invertierbar. Dann gilt:

1. Fiir jedes offene U C U ist f[U] offen.'®
2. Ist zusdtzlich f: U — V' bigektiv, so ist f ein CP-Diffeomorphismus.
Beweis:

1. Gegeben U wie in der Voraussetzung, gibt es fiir jedes = € ~U nach dem lokalen
Umkehrsatz offene Umgebungen U; C U von x und V; C f[U] von f(x), so dass
floy = Uy — Vi bijektiv ist. Also ist f[U] offen.

2. f71:V = U ist stetig, da (f~1)"'[U] = f[U] fiir alle offenen U C U offen ist.
Zudem ist nach dem lokalen Umkehrsatz f~! p-fach stetig differenzierbar. Es folgt
die Behauptung.

8Hierfiir verwendet man auch die Sprechweise: “f ist offen”.
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Ubung 2.70 (Ein hinreichendes Kriterium fiir Diffeomorphie) Es sei U C R” of-
fen und konvex, p € NU {oo} und f € CP(U,R™). Es gelte (y,df.(y)) > 0 (mit dem
euklidischen Skalarprodukt) fiir alle € U und y € R". Zeigen Sie, dass f : U — f[U] ein
CP-Diffeomorphismus ist.

Beispiel 2.71 (Singulire elliptische Kurve mit Selbstschnitt) Das folgende Gegen-
beispiel zeigt, dass die Aussage des Offenheitssatzes sich nicht auf Abbildungen f : R™ —
R™ mit m < n iibertragen lasst. Es sei

fR=R fO)=F -1, —t)=(t+Dt—-1),tt+1)(t—-1))

Die Abbildung f parametrisiert eine Kurve in der Ebene R?, nimlich den Losungsraum
der Gleichung
2z +1) =y~

Allerdings hat diese Kurve einen “Selbstschnitt”, namlich bei f(—1) = f(1) = (0,0).
Wir betrachten g := f|j_1 . Es gilt zwar: df, : R — R? ist fiir alle ¢t € R injektiv, d.h.
die Kurve wird iiberall mit positiver Geschwindigkeit durchlaufen, und ¢ : ] — 1, 00[ —
g[] — 1, 0ol] ist bijektiv, aber dennoch ist die Inverse g=' : g[] — 1, 00[] — | — 1, oo[ unstetig
in (0,0), denn das Urbild g[] — 1/2,1/2[] der offenen Menge | — 1/2,1/2[ unter g~! ist
keine Umgebung von (0,0) in g[] — 1, oo[].

2.10 Implizit definierte Funktionen

Betrachten wir ein System von n linearen Gleichungen

a1+ ...+ GipTm + by + .o binyn = c,
a21T1 + ...+ Qom T + bo1y1 + ... 4 bany, = C2,

A1 1+ o oo F AT + b1yt + - oo+ by = Co (55)

fiir n Unbekannte y1, ..., y,, wobei wir uns die Konstanten a;; und b;; sowie die rechten
Seiten ¢; als fest gegeben vorstellen. Auch die Variablen x4,...,x,, stellen wir uns als
gegeben, aber variabel vor. Unter welchen Umstédnden kann man dieses Gleichungssystem
nach den yq,...,y, auflosen, also eindeutige affin-lineare Funktionen

y1=01(T1,. .., Tm) = gn1T1 + ... + G1mTm + di,
Yo = ¢2(T1, ..., ) = g1T1 + ... F GomTm + do,

Yn = gn(T1, ., Tm) = 11 + - - - + GumTm + dp (56)

angeben, die das aufgeloste lineare Gleichungsystem beschreiben?
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Solche Funktionen g, ... g, : R™ — R, falls sie existieren und eindeutig sind, nennen wir
die durch das Gleichungssystem (55) implizit definierten Funktionen oder kurz implizite
Funktionen.

Schreiben wir das Gleichungssystem (55) in Matrixform. Setzen wir dazu A = (a;;) €

=1
=1

7 n
i LM
Rnxm’ B = (bik:)i,kzl,...,n € Rnxn) ¢ = (Cla s 7Cn)t € Rn? Yy = (?le s 7yn)t € Rna
r=(x1,...,7,)" € R™ und"?

fR"@®R™ - R", f(z,y) = Az + By

so konnen wir das Gleichungssystem (55) auch in der Form f(x,y) = ¢ schreiben. Wir
suchen also eine implizit definierte Funktion g = (g1,...,g,)" : R™ — R™ mit

f(z,9(z)) =c

Die lineare Algebra gibt uns eine einfache Antwort auf obige Frage: Eine eindeutige impli-
zit definierte Funktion g : R™ — R" existiert genau dann, wenn die Matrix B invertierbar
ist. In diesem Fall beschreibt

y=gx)= B (c— Az) =B 'c— B 'Ax (57)

diese eindeutige implizit definierte Funktion.

Wie verhilt es sich nun mit einem nichtlinearen Gleichungssystem f(z,y) = ¢? Unter
welchen Voraussetzungen kann man ein nichtlineares Gleichungssystem f(z,y) = ¢ “nahe
bei einem Referenzpunkt” (z¢,yo) mit f(zo,y0) = ¢ eindeutig durch implizit definierte
Funktionen y = g(x) nach y auflésen?

Die Leitidee hinter der Differentialrechnung, dass eine differenzierbare Funktion f “na-
he bei einer Stelle” (xg,yp) sehr dhnliche Eigenschaften wie ihre Linearisierung (x,y) —
df (w0 w0) (T — 0,y — Yo) + f(x0,y0) haben sollte, gibt auch hier die richtige Antwort. Fol-
gende Notation ist zweckmiBig: d, f(,,) soll die Ableitung von f(-,y) : x — f(z,y) bei
festgehaltenem y beschreiben, wihrend ds f(,,) die Ableitung von f(z,-) : y = f(z,y) bei
festgehaltenem x bedeuten soll. Es gilt also

df(xo,yo)(l’ —Zo,Y — yo) = dlf(xo,yo)(ﬂf - l’o) + d2f(x0,yo)(y - yo)-

Dy f(x,y) und Dof(z,y) bezeichnen die zugehorigen Jacobimatrizen. A := Dj f(zo, o)
entspricht also linearisiert der Matrix A von oben, wihrend B := D, f(x¢,yo) der Matrix
B von oben entspricht.

Satz 2.72 (Satz von den impliziten Funktionen in R") Es seien m,n € N, O C
R™ @ R" eine offene Menge, (xo,y0) € O und f : O — R" stetig differenzierbar. Wir
setzen ¢ = f(xo,y0). Weiter sei die Matriz Dy f(zyy,) € R™" invertierbar. Dann gibt es
eine offene Umgebung Uy von o in R™ und eine offene Umgebung O1 C O von (9, o),

Die direkte Summe R™ @ R™ ist einfach R® x R™ mit komponentenweisen Vektoroperationen.
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fiir die Folgendes gilt: Es gibt eine eindeutig bestimmte Funktion g : Uy — R™, so dass fiir
alle x € Uy gilt: (z,g9(x)) € O1 und

[z, g(z)) = c. (58)
Weiter ist g stetig differenzierbar mit der Ableitung
dgz - —Dgf(l‘,g(l’))_l le({L’,g(l’)) (59>

Ist die Funktion f sogar p-fach stetig differenzierbar, so ist auch die Funktion g p-fach
stetig differenzierbar.

Die Funktion g wird die durch das Gleichungssystem f(x,g(x)) = c implizit definerte
Funktion (kurz auch: “implizite Funktion”) bei (zo,yo) genannt.

Insbesondere wird garantiert, dass Ds f(z g(z)) € R™*" fiir alle € U; invertierbar ist. Man
beachte die Ahnlichkeit der Formeln (59) und (57): Beide enthalten

Dg(zg) = —B A,

Der Satz lésst sich wie folgt auf Banachrdume verallgemeinern. Die Formulierung des
Spezialfalls in R™ und der Verallgemeinerung auf Banachrdume sind sehr dhnlich:

Satz 2.73 (Satz von den impliziten Funktionen in Banachrdumen) FEs seien (U, || -||),
(VoI 1) und (W, || -||) drei Banachrdiume iber R. Die direkte Summe U & V' sei mit der
Norm ||(u,v)|| := max{||u||,||v||} versehen. Es seien O C U @ V eine offene Menge,

(20,%0) € O und f : O — W stetig differenzierbar. Wir setzen ¢ = f(xo,y0). Weiter sei
die lineare Abbildung dy f(zyy.) : V — W invertierbar mit einer stetigen Inversen. Dann
gibt es eine offene Umgebung Uy von z¢ in U und eine offene Umgebung O C O wvon
(x0,Y0), fir die Folgendes gilt: Es gibt eine eindeutig bestimmte g : Uy — V', so dass fir
alle x € Uy gilt: (z,g(x)) € Op und

[l g(x)) = c. (60)
Weiter ist g stetig differenzierbar mit der Ableitung
dgs = —(d2f(wg(@)) " © di fwg@)- (61)

Ist die Funktion f sogar p-fach stetig differenzierbar, so ist auch die Funktion g p-fach
stetig differenzierbar.

Die Bedingung ds f(zo,4,) € GL(V, W) spielt hier die Rolle einer Regularititsbedingung, die
singulédre Fille ausschliefit.
Beweis der Banachraumversion. Die Idee des Beweises besteht in einer “Erweiterung”
der Funktion f zu

F:0-UaW, F(x,y)=(z, f(z,y)).
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Dabei wird der Raum U & W analog zu U & V' mit der Norm ||(u, w)|| = max{||u||, [|[w]||}
versehen. Man beachte, dass U & W und U & V mit ihren Normen wieder Banachrédume
sind. Die Funktion F' ist, ebenso wie f, stetig differenzierbar mit der Ableitung (in Ma-
trixform geschrieben)

idy 0
dF,.,) =
) < difey) dafay)
Zudem ist F' p-fach stetig differenzierbar, falls auch f p-fach stetig differenzierbar ist. An

allen Stellen (z,y) € O, an denen dy f(5,) : V — W eine stetige lineare Inverse besitzt,
besitzt auch dF{,,) eine stetige lineare Inverse, némlich

):U@V%U@W

P ( idy 0
(@) —(daflwy) "t 0 difiay) (dafiay)™

Nach Voraussetzung ist das insbesondere fiir (x,y) = (x¢, yo) der Fall, also auch in einer
offenen Umgebung von (x¢,yo), da GL(U & V,U & W) nach Korollar 2.60 offen ist. Nach
dem lokalen Umkehrsatz gibt es eine offene Umgebung O; C O von (zg,yy) und eine
offene Umgebung O} C U @ W von F(z,y0) = (20, ¢), so dass F|O; : O — O] bijektiv
mit einer stetig differenzierbaren Umkehrung H := (F|O;)~! : O] — O, ist (p-fach stetig
differenzierbar, falls auch F' p-fach stetig differenzierbar ist). Zudem gilt

):U@W%U@V (62)

dH(pz2) = dF ()~

fur (z,2) € O] und (x,y) = H(z,z). Da F(z,y) = (x, f(x,y)) die erste Komponente z
festlasst, muss auch H die erste Komponente festlassen:

H(z,z) = (z,G(z,2))

fiir alle (z,2z) € O} mit einer (p-fach) stetig differenzierbaren Funktion G : O] — V.
Insbesondere gilt G(z, ¢) = yo wegen H (zo,c) = (2o, ¥o), und (in Zeilenvektornotation)

dG(z,z) = (_(d2f(:c,y))_1 o dy fay), (d2f(:c,y))_1) (63)
fir (z,y) = H(x, z) wegen der zweiten Zeile der Matrix in (62). Wir setzen
Uy ={zeU|(z,¢) € O}

Die Menge U, ist offen, da O] offen ist. Aufgrund der Bestimmungsgleichung f(x, g(z)) = ¢
fiir die unbekannte Funktion g, also F(z, g(z)) = (z,¢), also H(x,c) = (z,g(x)) bleibt
uns nur die einzige Moglichkeit, g : U; — V' zu definieren:

g(x) = G(x,c).

Insbesondere besitzt g die Ableitung

dg(x) = —(dafay) " 0 diflay)

fiir y = g(z), wie man aus dem ersten Eintrag im Zeilenvektor (63) abliest. Die Funktion
g leistet das Gewiinschte.
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Beispiel 2.74 (Nord- und Siidhalbkugel als Graph) Betrachten wir die Abbildung
f : R2 X R%R,f(x1,$27y> :x%—i_‘rg—'—yz

und einen Punkt (1, Zg .2, yo) auf der Einheitsphire S?, also zum Niveau f(zg 1, o2, Y0) =
¢ = 1. Die Regularitédtsbedingung

0
8_y ($1,$2,y> =2y#0

gilt fiir y # 0. Sie ist also am Aquator verletzt. Diese Stellen hatten wir schon frither
anschaulich-geometrisch als Beschreibungssingularitéiten identifiziert. Ist die Regularitétsbedingung
bei (9.1, zo,2, Yo) erfiillt, gilt also xal +x372 < 1, erhalten wir aus dem Satz von den impli-

ziten Funktionen eine in einer Umgebung Uy von (x¢ 1, 2o 2) definierte implizite Funktion

g:U; — Rmit f(x,y,9(x,y)) = c und

) A, )
dg($1,I2) = - (8—5(961,@79)) <%(x1,x2,y) dxy + %(1“1%2,?4) diEz)
1 1

y=g(z1,x2)
I d[El + 29 dl’Q

g(xl’ 1‘2)

Natiirlich kennen wir diese implizit definierte Funktion auch explizit:

g(xy,m9) = £4/1 — 22 — 23,

je nachdem, ob yy > 0 oder yg < 0 gilt.
Beispiel 2.75 (Ableitung der Matrixinvertierung) Es sei
GL,(R) = {X € R™"| det X # 0}

und
inv: GL,(R) — R™"  inv(X) = X"

Diese Abbildung wird auch implizit durch die Gleichung
X -inv(X)=1d
definiert. Betrachten wir also die Abbildung
fiRPTx R —» RV f(X,Y) = XY.

Es gilt
dfx (X', Y'") = XY + XY,
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also

dlf(ny) (X/) — X/Y,
da fix,v) (Y =XY".

Die Regularitidtsbedingung besagt, dass Y’ — dafxy(Y') = XY’ invertierbar sein soll.
Sie ist genau dann erfiillt, wenn X invertierbar ist. Fiir die implizit definierte Funktion
inv erhalten wir also fiir X € GL,(R), Y = X! und X’ € R™*" die Ableitung

dinvy (X') = —(dafixy)) ™ o difxn) (X') = =X 7H(X'Y)

also

dinvy(X') = -X"'X'X"! (64)

Eine Variante dieser Formel ist uns aus Ubung 2.62 bekannt. Die Formel (64) verallge-
meinert die eindimensionale Ableitungsregel d(z~!) = —z72 dx.

Ubung 2.76 Zeigen Sie mit dem Banachschen Fixpunktsatz und dem Satz von den im-
pliziten Funktionen, dass durch das Gleichungssystem

g1(x1, x9) = 0 arctan(gi (x1, x2) + g2(z1, 22) + 1)

g2(x1, x9) = — arctan(g,(x1, v2) — go(1, T2) + X2)

20

eine eindeutige glatte Funktion g = (g1,92) : R* — R? global implizit definiert wird.
Berechnen Sie dg;(0,0) und dgs2(0,0).

2.11 Untermannigfaltigkeiten

Wir definieren nun singularitédtenfreie m-dimensionale Gebilde im n-dimensionalen Raum,
wobei m < n.

Definition 2.77 (Untermannigfaltigkeiten) Es seien U ein n-dimensionaler R-Vektor-
raum, n € N, und m € Ny mit 0 < m < n sowie p € N U {oc}. Fine Teilmenge
M C U heifit m-dimensionale CP-Untermannigfaltigkeit von U, wenn es fir alle v € M
eine offene®® Umgebung Uy von x und eine Abbildung f € CP(Uy,V) in einen (n — m)-
dimensionalen R-Vektorraum V' gibt, so dass

MNU, = ff(2)]

gilt und df, : U — V' surjektiv ist. C*°-Untermannigfaltigkeiten heiffen auch glatte Unter-

mannigfaltigkeiten. Wir nennen n — m = dimg V' auch die Kodimension der Unterman-
nigfaltigkeit M in U .

20U sei mit der Standardtopologie und mit einer Norm versehen. Auf die Wahl der Norm kommt es
nicht an, da alle Normen auf U dquivalent sind.

21Mit Ausnahme des Trivialfalls M = ) sind Dimension und Kodimension einer Untermannigfaltigkeit
M wohldefiniert, also schon durch die Menge M und den Vektorraum U alleine bestimmt, unabhéingig
von der Wahl der Funktionen f.
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Wenn wir einfach von “Untermannigfaltigkeiten” (ohne Zusatz) reden, sind C'-Unter-
mannigfaltigkeiten gemeint. Im Hinblick auf Anwendungen, z.B. in Matrizenraumen, ha-
ben wir in der Definition einen beliebigen endlichdimensionalen Vektorraum U statt nur
U = R" zugelassen. Wir hétten in der Definition auch einfach dquivalent V' = R"™™
fordern konnen, doch das ist nicht immer praktisch.??

Die Regularititsbedingung df,[U] = V kann man wegen dimg V' = n —m auch in der Form
Rang df, = n — m schreiben. Sie dient zum Ausschluss von Singularitéiten. Fir U = R”,
V = R™ ™ bedeutet sie, dass die Jacobimatrix D f(x) den Rang n — m besitzt.

Zum Beispiel sind 1-dimensionale Untermannigfaltigkeiten von R? bzw. R? singularititen-
freie Kurven in der Ebene bzw. im Raum, und 2-dimensionale Untermannigfaltigkeiten
von R? sind Flichen im Raum. Es gibt noch zwei Trivialfille: n-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeiten von R™ sind nichts anderes als offene Mengen, und 0-dimensionale
Untermannigfaltigkeiten sind einfach Mengen von isolierten Punkten.

Beispiel 2.78 (Singulire elliptische Kurven) 1. Das Losungsgebilde M der Glei-
chung
2*—y? =0

in der Ebene R? ist eine Kurve mit einer Spitze im Nullpunkt (0,0). Es ist wegen
dieser Singularitit keine Untermannigfaltigkeit, und in der Tat ist die Ableitung

d(z® —y?) = 32° dv — 2ydy : R* - R

genau an der Stelle + = y = 0 nicht surjektiv, also die Regularitdtsbedingung
dort (und nur dort) verletzt. Entfernen wir jedoch diesen singulédren Punkt, so wird
M\ {(0,0)} eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit der Ebene.

2. Das Losungsgebilde M der Gleichung
*(x+1)—y* =0

in der Ebene R? ist zwar eine glatte Kurve, doch auch sie ist keine Untermannig-
faltigkeit, da sie im Nullpunkt ebenfalls eine Singularitéit besitzt, und zwar einen
Selbstschnitt, vgl. Beispiel 2.71. In der Tat ist die Ableitung

d(z*(x +1) —y?) = (32 + 22)dz — 2ydy : R* - R

fiir (x,y) = (0, 0) nicht surjektiv, aber in allen anderen Punkten (z,y) € M\ {(0,0)}
ist sie surjektiv, so dass auch die Kurve M \ {(0,0)}, die durch Herausnehmen des
Selbstschnitts entsteht, eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit der Ebene bildet.

22Einen allgemeineren Begriff “Banachuntermannigfaltigkeiten” bekommt man, wenn man statt U und
V beliebige Banachriaume zuldsst. Diesen allgemeineren Begriff besprechen wir in dieser Vorlesung nicht,
obwohl die allgemeinere Theorie sehr &hnlich zum hier besprochenen endlichdimensionalen Fall ist.
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Beispiel 2.79 (Sphéren) Fiir n € N und r > 0 ist das Niveaugebilde
rS" = {z e R"| ||z]; ="}

des euklidischen Normquadrats eine (n — 1)-dimensionale C'*°-Untermannigfaltigkeit von
R™, synonym: eine glatte Hyperfliche. (“Hyper-” meint hier “1-kodimensional”, n —m =
1.) In der Tat ist

d(||z||’) =2(z,) :R" > R
fiir x # 0 surjektiv, fiir z = 0 jedoch nicht. Geometrisch passt das damit zusammen,
dass das Niveau-0-Gebilde des Normquadrats kein (n — 1)-dimensionales Gebilde mehr
ist, sondern nur mehr aus dem Nullpunkt besteht.

Beispiel 2.80 Der Losungsraum M in R? des Gleichungssystems

? +yt 427 =3,
r+y+z2=0

also des Schnitts einer Kugeloberfliche mit einer Ebene durch den Nullpunkt, ist eine
eindimensionale Untermannigfaltigkeit von R3, ndmlich eine Kreislinie. Sie hat die Kodi-
mension 2 = 3 — 1. Die Regularitéitsbedingung fiir die Jacobimatrix

2r 2y 2
Rang(lx 1y 12):2

ist in allen Punkten (x,y,2) € M in der Tat erfillt.
Dagegen besteht der Losungsraum { P} in R? des Gleichungssystems

2 +yt 427 =3,
r+y+z=3

nicht aus einer eindimensionalen Linie, sondern nur nur aus dem Punkt P = (1,1,1),
denn es handelt sich um den Schnitt einer Kugeloberflache mit ihrer Tangentialebene in
P. In der Tat ist die Regularitdtsbedingung in P verletzt, denn die Jacobimatrix zu der
linken Seite des Gleichungssystems hat in P hat nicht den Rang 2, sondern nur den Rang

1:
20 2y 2z
Rang( .11 )

Beispiel 2.81 (Die orthogonale Gruppe als Untermannigfaltigkeit) In der linea-
ren Algebra wird fiir n € N die “orthogonale Gruppe”

= 1.
(x,y,z):(l,l,l)

O(n) = {U € R™"| U'U = 1d}

definiert. Thre Elemente heiflen “orthogonale Matrizen; sie beschreiben genau die isome-
trischen linearen Abbildungen (z.B. Drehungen und Spiegelungen):

O(n) ={U e R""|Vx € R" : ||[Ux|2 = ||z||2}
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Wir zeigen nun, dass O(n) eine glatte Untermannigfaltigkeit von R™ ™ der Dimension
n(n —1)/2 ist. Hierzu sei V = {4 € R™"|A = A"} der Raum der symmetrischen reellen
n x n-Matrizen. Dieser Raum ist n(n 4 1)/2-dimensional. (Ubung zur linearen Algebra:
Geben Sie eine Basis von V' an.) Gegeben X, € O(n), betrachten wir f : R™" — V|
f(X) = Xo X' X X{. Man beachte, dass in der Tat f(X)' = f(X), also f(X) € V gilt. Da
Xy invertierbar ist, folgt

O(n) = f~[{1d}] = f ' [{f(X0)}]
denn fiir X € R™*" gilt
f(X)=1d e X X X'XX[X;=X1ldX; & X'X =1d & X € O(n)

Offensichtlich ist f glatt. Wir berechnen die Ableitung von f in X € R™*™ an der Stelle
X' € R™™ mit der Produktregel:

dfx(X') = XoX'X'XE + XoX" XX
und damit speziell fir X = Xy € O(n):
dfxo(X') = XoXLX' XX X" XX = Td X' X+ X X" 1d = X' X4 Xo X" = X' X{+(X'XE)!

Insbesondere ist dfx, : R™*"™ — V surjektiv, denn fiir Y € V gilt
1 1 .

Dieses Beispiel zeigt auch, dass es praktisch ist, in der Definition 2.77 mit endlichdimen-
sionalen Vektorrdumen statt nur mit R™ und R”™™ zu arbeiten.

Ubung 2.82 (Die unitidre Gruppe und die Lorentzgruppe als Untermannigfal-
tigkeiten) Zeigen Sie analog zum Beispiel 2.81 Folgendes:

1. Die “unitire Gruppe’ zu n € N, definiert durch
Un) ={AeCV" A"A=1d} = {A e CV"| Ve € C": ||Azx||s = ||z]]2}

bildet eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des 2n?-dimensionalen R-Vektorraums
Cn*". Hierbei bedeutet A* = A’ die hermitesch konjugierte Matrix zu A, also die
elementweise konjugiert komplex und transponiert genommene Matrix zu A.

Hinweis: Betrachten Sie den n?-dimensionalen R-Vektorraum

V={AecC"" A= A"}
der hermiteschen Matrizen und fiir eine unitire Matriz Xo € U(n) die Abbildung

FiCP S5V, f(X) = Xo XXX
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2. Es sei G = diag(1,—1,—1,—1) € R*. Die “Lorentzgruppe”
O(1,3) := {A € R¥™| A'GA = G}

bildet eine 6-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R**4.
Hinweis: Betrachten Sie den 10-dimensionalen R-Vektorraum

V= {AeR™| A = A}

der symmetrischen reellen 4 x 4-Matrizen und fiir eine Matrix Xy € O(1,3) die
Abbildung

RV SV f(X) = (X ) XIGX X

Die linearen Abbildungen R* — R* x +— Lz mit L € O(1,3) werden Lorentztrans-
formationen genannt und spielen in der speziellen Relativitdtstheorie von Albert
Einstein eine zentrale Rolle.

Ubung 2.83 (Die spezielle lineare Gruppe) Zeigen Sie: Die reelle “spezielle lineare
Gruppe”
SL,(R) :={A € R™"| det A =1}

bildet eine Hyperfliche (also eine 1-kodimensionale Untermannigfaltigkeit) in R™*™.
Zeigen Sie ebenso, dass die komplexe spezielle lineare Gruppe

SL,(C) := {A € C™"| det A = 1}

eine reell 2-kodimensionale Untermannigfaltigkeit des 2n2-dimensionalen R-Vektorraums
C™*™ bildet.

Wir zeigen nun, dass eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit eines n-dimensionalen
Raums lokal “bis auf Diffeomorphie” wie ein m-dimensionaler Untervektorraum eines n-
dimensionalen R-Vektorraums aussieht:

Lemma 2.84 (lokale Gestalt von Untermannigfaltigkeiten) FEs seiU ein n-dimensionaler
R-Vektorraum, n € N, und M C U eine Teilmenge. Weiter seten m € N mit 0 <m <n
und p € NU {oo}. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. M ist eine m-dimensionale CP-Untermannigfaltigkeit von U,

2. Fiir jedes x € M gibt es einen n-dimensionalen R-Vektorraum W, einen m-dimensionalen
Untervektorraum T C W, eine offene Umgebung Uy C U von x in U, eine offene
Umgebung W1 C W von 0 in W und einen CP-Diffeomorphismus F' : Uy — Wy mat
F(z) =0 und

FIMNU]=TnWs.
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Zusatz zu “1.=2.7: Ist MNU; = f~'[{f(x)}] eine lokale Beschreibung von M nahe bei
x €M mit f e CP(U, V) und df,[U] =V wie in der Definition 2.77 von Untermannig-
faltigkeiten, so kann man nach eventueller Verkleinerung von U,

T=Ker(df,) CTHV =W
F:U —=W, F(y)=(g9(y) —g(x), f(y) = f(x)) (65)

mit irgendeiner Fortsetzung®® der Identitit idy : T — T zu einer linearen Abbildung
g :U — T nehmen.

Manchmal nennt man eine Abbildung F' wie im Lemma einen lokalen Flachmacher von M

bei . Wenn man will, kann man auch einfach W' = R" und V' = spang{ey,...,e,} CR"
nehmen, indem man zu einer Darstellung von Vektoren in W beziiglich einer Basis b, . .., b,
iibergeht, die eine Basis by, ..., b, von T umfasst.

Beweis des Lemmas. “1.=2.” Definieren wir 7, V., W und F wie im Zusatz angegeben.
Insbesondere ist F'(x) = 0 sowie

dim 7" = dim Ker(df,) = dim U — dim(df.[U]) =n — (n — m) = m.

und
dmW =dim7T +dimV =m + (n —m) =n = dimU.

Weiter gilt F' € CP(Uy, W) mit

dF.(y) = (dg.(y), df=(y)) = (9(y), df=(y)) fir y € U,

da wir g linear gewéhlt haben. Die Abbildung dF, : U — W ist bijektiv. Um dies zu sehen,
geniigt es wegen dim U = dim W zu zeigen, dass dF, injektiv ist, also dass Ker(dF,) = {0}
gilt. In der Tat: Ist dF,(y) = 0, also ¢g(y) = 0 und df,(y) = 0, also y € Ker(df,) = T und
damit 0 = ¢g(y) = idy(y) = y. Nach dem lokalen Umkehrsatz gibt es eine offene Umgebung
U, C U von x und eine offene Umgebung W, von F(z) in W, so dass F|g, : U, — W,
ein CP-Diffeomorphismus ist. Nach eventueller Verkleinerung von U; diirfen wir 0.B.d.A.
U, = U; annehmen. Wir erhalten fiir beliebige z = F (y) € Wi, y € U, die Aquivalenz der
folgenden Aussagen:

zeTNW;
& fly)—flx)=0
& ye fT{fe)}=MnU.

23Mit der Identifikation von ¢t € T mit (¢,0) € T@®V wird T als Untervektorraum T®0 von T@V = T'xV
aufgefasst.

24 Aus der Linearen Algebra verwenden wir, dass sich jede lineare Abbildung auf einem Untervektorraum
eines endlichdimensionalen Vektorraums zu einer linearen Abbildung auf dem ganzen Raum fortsetzen
ldsst. Das Analogon dieser Aussage fiir abgeschlossene Unterrdume von Banachridumen und stetige lineare
Abbildungen ist iibrigens manchmal falsch, in Hilbertrdumen jedoch wahr. Beim Aufbau der Theorie der
“Banachuntermannigfaltigkeiten” muss man hierauf achten.
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Damit ist F[M NU,| =T NW, gezeigt.

“2.=1.” Es gelte 2. Dadim 7T = m und dim W = n, kénnen wir einen (n—m)-dimensionalen
R-Vektorraum V und eine surjektive lineare Abbildung h : W — V mit Ker h = T wihlen.

Eine mogliche Wahl hierfiir ist der Quotientenraum V = W/T mit der kanonischen Ab-

bildung h : z — z + T. Wir setzen f := ho F' € CP(Uy, V). Es gilt nach der Kettenregel

df, = dhg o dF, = hodF,, da F(z) = 0 gilt und da h linear ist. Nun ist A : W — V

surjektiv und dF), : U — W bijektiv; also ist auch df, : U — V surjektiv. Weiter gilt fiir

alle y € Uy, z = F(y) € W, die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

ye MnU
& FlyleTnW, CKerh
& fly) = h(F(y)) = 0= h(0) = h(F(0)) = f(z)
s ye [T {f@)]
Damit ist M N Uy = f{f(z)}] gezeigt.
0

Korollar 2.85 (Tangentialraum) Sind M eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit
des n-dimensionalen Raums U und x € M, so erhilt man fiir alle lokalen Beschreibungen

MU = f{f(=)}]

von M mit Funktionen f € C'(Uy,V), df,[U] = V wie in Definition 2.77 den gleichen
m-dimensionalen Untervektorraum Ker df, von U. Er wird Tangentialraum von M in x

genannt und mit
T.M := Ker(df,)

bezeichnet.

Beweis: Gegeben seien zwei Abbildungen f : Uy — V, f : Uy — V, die zwei lokale
Beschreibungen von M nahe bei x wie in Definition 2.77 liefern. Wir diirfen 0.B.d.A. U =
U; annehmen. Nach eventueller Verkleinerung von U; wéahlen wir CP-Diffeomorphismen

F:U W, CW =Ker(df,)®V, F=(9—gx),f— f(x))
F:UI%WIQW:Ker(d.ﬁm>@V’ F:(Q—Q(x),f—f(x))

wie in Lemma 2.84 Teil 2. inkl. Zusatz. Mit der Inklusionsabbildung ¢ : Ker(df,) —
Ker(df,) ®V =W, «(v) = (v,0) und der Projektion 7 : Ker(df,) &V — V, m(a,b) = b,
betrachten wir die Komposition N der Abbildungen

Ker(df,) D v W] - W, L Uy -, W, -V,

also N(v) = n(F(F~'(«(v)))) fiir v € ' [W}]. Man beachte, dass ¢ ![W;] eine offene
Umgebung von 0 in Ker(df,) ist. Fiir v € .71[W;] erhalten wir

t(v) = (v,0) € (Ker(df,) ®0)N W, = F[M N U],
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also
F~(u(v)) € M NUy,

also

F(F7'(u(v))) € FIM NUy C Ker(df,) & 0

und daher )
N(v) = w(F(F'(«(v)))) = 0.

Die Abbildung N : .71 W] = V ist also die Nullabbildung. Es folgt mit der Kettenregel,
dem lokalen Umkehrsatz und mit f — f(z) = wo F fiir y € Ker(df,):
0 = dNy(y) = dmg o dF, o (dF,) ™ o dug(y) = df, o (dF,) " (y, 0)

da ¢ und 7 linear sind. Das bedeutet: (dF;)~"(y,0) € Ker(df,). Es gibt also ein z €
Ker(df,) mit
(9(2), dfo(2)) = (dga(2), dfe(2)) = dF:(2) = (y,0),

also ¢g(z) = y und df,(z) = 0, also z € Ker(df,). Weil g eingeschrinkt auf Ker(df,) die
Identitét ist, schlieBen wir z = g(z) = y und daher y € Ker(df,). Damit ist gezeigt:
Ker(df,) C Ker(df,). Mit vertauschten Rollen von f und f folgt ebenso Ker(df,) C
Ker(df,), also zusammen Ker(df,) = Ker(df,). Also ist der Tangentialraum T, M wohl-
definiert. Die Dimension des Tangentialraums erhalten wir aus

dim T, M = dim Ker df, = dim U — dim df,[U] = m — (n — m) = m.
O

Ubung 2.86 Zeigen Sie in der Situation von Lemma 2.84, Teil 2, dass dF;[TzM] = T
fiir alle x € M N U, gilt.

Ubung 2.87 1. Essei M C R? das durch die Gleichung
22 +dxy + 2wz + Ty? — 2yz + 622 =18

beschriebene Ellipsoid. Berechnen Sie den “geometrischen Tangentialraum” p+ 71, M
von M im Punkt p = (1,1, 1). Schreiben Sie p+7, M als ein geeignetes Niveaugebilde.

2. Berechnen Sie die Tangente im gleichen Punkt p der Ellipse, die durch den Schnitt
von M mit der durch die Gleichung

20 —y+z2=0

beschriebenen Ebene entsteht. Geben Sie die Tangente durch eine Parametrisierung
mit der ersten Koordinate x an.
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Ubung 2.88 (C?P-Abbildungen zwischen Untermannigfaltigkeiten) 1. Esseien
U und U’ zwei endlichdimensionale R-Vektorraume, M C U und M’ C U’ zwei CP-
Untermannigfaltigkeiten, p € NU{oo}. Weiter sei f : M — M’ eine Abbildung. Wir
nennen die Abbildung f p-fach stetig differenzierbar, in Zeichen f € CP(M,M’),
wenn es fiir jedes + € M eine offene Umgebung U; von z in U und eine CP-
Fortsetzung F' : Uy — U’ von f|y,nnm gibt. Zeigen Sie, dass dann die Abbildung
dFy|p,m  TyeM — U’ den Tangentialraum 7, M in den Tangentialraum T M’
abbildet und dass die Abbildung

dfw = deszM : TxM — Tf(g:)M/

nicht von der Wahl von F' abhéngt. Wir nennen df, die Linearisierung oder auch
Ableitung von f bei x.

2. Es seien f : M — M’ und g : M’ — M" p-fach stetig differenzierbare Abbil-
dungen zwischen Untermannigfaltigkeiten endlichdimensionaler Vektorrdume. Zei-
gen Sie folgende Variante der Kettenregel fiir x € M:

d(g o .f)oc = dgf(:]c) o dfx

Ubung 2.89 (Tangentialbiindel) Es sei M eine m-dimensionale CP-Untermannigfaltigkeit
eines n-dimensionalen R-Vektorraums U, wobei p > 2. Zeigen Sie, dass

TM ={(z,y) eUsUlyecT,M}

eine 2m-dimensionale C?~!-Untermannigfaltigkeit von U @ U ist. Hinweis: Betrachten Sie
die Abbildung F': Uy xU — V&V, F(x,y) = (f(x),df.(y)), wenn M wie in der Definition
von Untermannigfaltigkeiten lokal als Niveaugebilde von f : U — V gegeben wird. T'M
wird das Tangentialbiindel von M genannt.

Ubung 2.90 (Halbstetigkeit des Ranges) (a) Es seien m,n,k € N und A € R™™
mit Rang(A) = k. Zeigen Sie: Es gibt eine Umgebung U C R™™ von A, so dass fiir
alle B € U gilt: Rang(B) > k.

(b) Zeigen Sie in der Situation von (a): Ist speziell £ = min{m, n}, so gilt fir alle B € U
sogar Rang(B) = k.

Neben der lokalen Beschreibung von Untermannigfaltigkeiten als Niveaugebilde gibt es
auch alternative lokale Darstellungen als Graphen oder durch Parametrisierungen. Bei
der Erdkugel kennen Sie solche Beschreibungen ja schon.

Lemma 2.91 (Lokale Parametrisierungen und Karten) Es sei M eine Teilmenge
eines n-dimensionalen R-Vektorraums U und 0 < m < n, p € NU {oco}. Dann sind
dquivalent:

1. M ist eine m-dimensionale CP-Untermannigfaltigkeit von U
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2. Fiir alle z € M gibt es eine offene Umgebung U; von x in U, eine offene Teilmenge
Ty eines m-dimensionalen R-Vektorraums 7', eine Abbildung = € CP(71,U) mit
dim dmy[T] = m fir alle y € T, so dass n[T1] = M NU; gilt und 7 : Ty - M NU;
ein Homdomorphismus ist.

Zusatz: In diesem Fall gilt T;M = dny[T] fir alle § € 73 und & € M N U; mit
T =m(y). Essei g : U — T, M irgendeine fixierte lineare Abbildung, die die Identitét
idp - T M — T, M fortsetzt. Dann kann man in 2. zusétzlich fordern: T' = T, M und
gom(y)—gom(y) =y —y fir y=7"1(z) und alle gy € Ty.

Jede Abbildung 7 : T3 — MNU; wie in 2. (ohne Zusatz) heifit eine lokale Parametrisierung
von M bei z. IThre Umkehrung 7=' : M NU;, — T heif}t (CP-)Karte bei x von M. Eine
Familie von (C?-)Karten, deren Definitionsbereiche eine Uberdeckung von M bilden, heifit

(CP-)Atlas.

Die Sprechweise stammt natiirlich aus der Geographie: Eine Karte zur Erdkugel bildet
ein Stiick M N U; der Erdoberfliche M = S? auf ein 2-dimensionales Papierstiick 7} ab,
und ein Weltatlas ist eine Sammlung von Karten, bei der jedes Stiick der Erdoberfléche
irgendwo abgebildet ist.

Beweis des Lemmas “1.=2.” Essei F : Uy — W, CW =T &V ein Flachmacher von
M beix € M mit FIM NU) =TNW;, =Ty und dF;[T; M] =T fiir alle € Uy N M wie
in Lemma 2.84 und Ubung 2.86. Dann leistet die Abbildung

= (Flraw,) " : TNW, — MNU;

das Gewtinschte: Setzen wir y = F(x). Da F': W} — U; ein Diffeomorphismus ist, ist 7
ein Homéomorphismus, und es gilt dr;[T| = (dF;) ' T] = T: M fiir & = 7 (y), y € T3, und
daher dim dm[T| = dim Tz M = m.

Beweis des Zusatzes: Es sei g : U — T, M eine lineare Abbildung wie in der Vorausset-
zung. W&hlt man dazu den Flachmacher F' von oben wie im Zusatz des Lemma 2.84,
insbesondere y = F'(z) = 0, so folgt fiir g € 77 mit Formel (65) aus Lemma 2.84:

9@ (@) — 9(x(y)) = 9(F~ (7)) —g(x) =5 =5 —v.
Man beachte, dass hier y € T' mit (y,0) € T @&V = W identifiziert ist.

“2=1" Esseim: 1Ty - MnNnU, Ty C T, eine lokale Parametrisierung von M bei
r = 7(y) mit dim7T = dimdnm,[T] = m und einer offenen Umgebung U; in U von z.
0O.B.d.A. diirfen wir y = 0 annehmen; sonst verschieben wir um y, d.h. wir ersetzen wir
mdurch 7Y —y 3 ¢ — 7w(y +¢'). Wir wihlen einen Komplementéarraum V' von dm,[T]
in U, also einen Untervektorraum V' C U mit dm,[T] +V = U und dr,[T] NV = {0}.
Insbesondere ist dim V' = dim U — dim dm,[T] = n — m. Wir definieren G : T} x V — U,
G(g,v) = 7(y) + v. Dann ist dG 0 (y',v") = dm(y') + v/, also dGey : T®V — U
surjektiv. Wegen dim(7T'® V) = n = dim U ist dann die lineare Abbildung dG o) sogar
bijektiv. Nach dem lokalen Umkehrsatz und (wenn notig) Verkleinern von U; ist dann
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die Einschrankung von G auf eine geeignete Umgebung W von (0,0) €¢ W :=T @V
ein Diffeomorphismus G : W, — U; Die Umkehrung F := G~! : U; — W, ist dann ein
Flachmacher von M nahe bei x mit F[M NU;| = T NW;. Die Behauptung folgt dann aus
Teil 2.= 1. von Lemma 2.84.

OJ

["Jbung 2.92 1. (Fortsetzung von Karten zu Flachmachern) Es seien M eine
m-~dimensionale Untermannigfaltigkeit eines n-dimensionalen R-Vektorraums U, T
ein m-dimensionaler Unterraum eines n-dimensionalen R-Vektorraums W, x € M
und M; eine offene Umgebung von x in M. Weiter sei ¢ : My, — T} C T eine Karte
von M bei x mit ¢(x) = 0. Zeigen Sie, dass es eine offene Umgebung U; von z in U
und einen Flachmacher ® : Uy — Wy, C W mit @|y,np, = é|anno, gibt.

2. (Kartenwechsel) Nun sei gz~5 . My, — Ty C T eine weitere solche Karte bei z. Zeigen
Sie, dass . ) . .
$o¢~t: ¢[M, N M) — G[M, N M,]
ein Diffeomorphismus ist.

Ubung 2.93 (Lokale Darstellung von Mannigfaltigkeiten als Graph) a) Essei
M eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit eines n-dimensionalen Vektorraums
U,z € Uund U = T &V eine Zerlegung von U als direkte Summe eines m-

dimensionalen Unterraums 7" C U und eines dazu komplementéren (m—n)-dimensionalen

Unterraums V' mit den zugehorigen Projektionen 7y : U — T, my : U — V,
mr(t+v) =tund Ty (t+v) = v fiir t € T und v € V. Es gelte mp[T, M| = T. Zeigen
Sie, dass man eine offene Umgebung 77 von 7p(x) in T, eine offene Umgebung V;
von my () in V und eine stetig differenzierbare Abbildung f : 77 — V; mit

MO(Ty+ V) ={t+ ft)|teTi}
finden kann.

b) Nun sei speziell U = R™. Fiir I C {1,...,n} fassen wir R’ als Teilraum von R" auf,
indem wir jedes (z;);c; mit Nullen zu einem Element von R" fortsetzen. Weiter sei
Ic°={1,...,n}\I. Zeigen Sie, dass man in a) stets ein m-elementiges I C {1,...,n}
(abhiingig von x und M) sowie T'=R!, V = R!" wihlen kann.

Hinweis: Verwenden Sie, dass jede n xm-Matrix vom Rang m eine m xm-Untermatrix
vom Rang m besitzt. Richtig interpretiert ist also

{y. W)y e 1} SR xR" =R"
mit offenem 77 C R! Darstellung von M nahe bei z also Graph.

Ubung 2.94 (Stereographische Projektionen) 1. Zeigen Sie, dass die beiden ste-
reographischen Projektionen

b+ 2 S2\{(0,0,F1)} = R?,  ¢(x,y,2) =

zusammen einen Atlas der Einheitssphére bilden.

1
1+z2

(z,y)
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2. Zeigen Sie, dass die Linearisierungen dieser beiden stereographischen Projektionen
Ahnlichkeitsabbildungen sind, also dass die Riemannsche Metrik

D(¢:")(x,y)" - D(61)(z,y)

fiir (z,y) € R? ein Vielfaches ¢(x,y)Id der Einheitsmatrix Id ist. Geometrisch ge-
sprochen bedeutet das, dass die stereographischen Projektionen ¢4 winkeltreue Ab-
bildungen sind.

Ubung 2.95 (Das Mobiusband) 1. Zeigen Sie, dass das “Mobiusband”
M = {(cos(2z),sin(2x),y cosz,ysinz)| z,y € R}
eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit von R* bildet.

2. Basteln Sie sich mit Papier, Schere und Klebstoff ein Papiermodell des Mébiusbands.

2.12 Stationidre Punkte unter Nebenbedingungen

Beispiel 2.96 Fiir welchen Punkt (x,y) auf der Einheitskreislinie, beschrieben durch
die Gleichung 22 + y?> = 1, nimmt x + y den grofiten bzw. den kleinsten Wert an?
In diesem Beispiel kann man das noch geometrisch-anschaulich ohne Rechnung sehen:
(z,y) = +(1/v/2,1/v/2). Dort verlaufen nimlich die Niveaugeraden der “Zielfunktion”
(x,y) — = +y tangential zum Einheitskreis. Das Minimum bzw. Maximum, das es wegen
der Kompaktheit des Einheitskreises geben muss, wird dort angenommen.

Verallgemeinern die Fragestellung: Gegeben sei eine stetig differenzierbare “Zielfunktion”
f:U—=R, UCR" offen, und k < n Gleichungen, die “Nebenbedingungen’:

hi(zy, ... x,) = ¢,
hQ(xla cee aIn) = Co,
hi (21, .o, ) = . (66)
mit stetig differenzierbaren Funktionen h; : U — R, j = 1,... k. Das Gleiche in Kurzno-
tation:
h(z) =c

mit A = (hy,..., hy) € CHU,RY), 2 = (21,...,2,) €U und ¢ = (cy, ..., ;) € RF.
Gesucht sind lokale Extrema von f unter den Nebenbedingungen (66). Damit sind lokale
Extrema der Einschrankung f|y; von f auf den Losungsraum M = {z € U| h(z) = ¢} CU
des Gleichungssystems (66) gemeint. Machen wir nun die Regularititsannahme, dass die
Linearisierungen dh;(z), j = 1,..., k an jeder Stelle € M voneinander linear unabhéngig
sind. Anders gesagt: Rang Dh(x) = k fiir alle z € M. Das bedeutet anschaulich, dass in
linearisierter Approximation die k Nebenbedingungen voneinander unabhéngig sind. Die-
se Regularitdtsannahme garantiert, dass M eine k-kodimensionale Untermannigfaltigkeit
von U C R” ist. Ahnlich wie frither sind Punkte mit verschwindender Ableitung auf M
Kandidaten fiir lokale Extrema:
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Definition 2.97 (Stationire Punkte auf Untermannigfaltigkeiten) Essei M eine
Untermannigfaltigkeit von R” und g € C'(M,R). Ein Punkt & € M heiit stationdrer
Punkt der Funktion g, wenn dg, : T,M — R die Nullabbildung ist.

Wird g = f|u durch Einschriinkung einer Funktion f € C'(U,R) (U C R" offen) gegeben,
so konnen wir die Stationaritdtsbedingung dg, = 0 dquivalent durch

T.M C Ker df, (67)

beschreiben, da dg, die Einschrinkung von df, auf den Tangentialraum 7, M ist. Aquivalent
dazu kénnen wir diesen Begriff der Stationaritdt auf Untermannigfaltigkeiten auf den Sta-
tionaritatsbegriff aus Definition 2.46 zuriickfiithren: Ist m : T} — M eine lokale Parametri-
sierung von M bei z = w(y) € M mit einem offenen Definitionsbereich 77 C T in einem
endlichdimensionalen Vektorraum 7', so ist  genau dann ein stationdrer Punkt von g,
wenn y ein stationdrer Punkt von go ist. In der Tat: dg, = 0 < d(gom), = dg,odm, =0,
da dmy : T — T, M ein Isomorphismus ist.

Lemma 2.98 (Lokale Extrema auf Untermannigfaltigkeiten sind stationér.) Seien
M C R" eine C*-Untermannigfaltigkeit und g € C*(M,R). Dann ist jedes lokale Extre-
mum x € M von g ein stationdrer Punkt.

Beweis: Die folgt unmittelbar mittels einer lokalen Parametrisierung = : 77 — M von
M bei x = 7(y) € M: Ist x = 7(y) ein lokales Extremum von g, so ist y ein lokales
Extremum von g o m, da 7 ein HomGomorphismus von 7T} auf eine Umgebung von x in
M ist. Nach Lemma 2.47 ist dann y ein stationdrer Punkt von g o 7, also # = 7(y) ein
stationédrer Punkt von g.

O

Korollar 2.99 (Charakterisierung stationirer Punkte von Einschrinkungen) Seien
M C R™ eine C'-Untermannigfaltigkeit, v € M, U C R™ eine offene Umgebung von x in
R" und f € C1(U). Hat die Einschrinkung von f auf UM bei x ein lokales Extremum,
so gilt
T.M C Kerdf,.

Beweis: Die folgt unmittelbar aus dem vorhergehenden Lemma und der Charakterisie-
rung (67) stationérer Punkte.

O

Erinnerung an den Begriff der dualen Abbildung aus der Linearen Algebra; siehe Definition
2.27:

Es seien V. und W K-Vektorriume und L : V — W eine lineare Abbildung. Dann wird
LW =V L' (u)=pol
die duale Abbildung von L genannt.
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Satz 2.100 (Lagrange-Multiplikatoren) FEs seien M C R™ eine k-kodimensionale
Cl-Untermannigfaltigkeit, + € M, U C R" eine offene Umgebung von x in R™ und
f € CYU,R). Weiter ses UNM = {y € U | h(y) = ¢} eine lokale Beschreibung der
Untermannigfaltigkeit als Niveaugebilde, wobei h € C*(U,R¥), so dass dh, : R* — R*
surjektiv ist. Dann sind dquivalent:

a) T,M C Kerdf,, d.h. x ist ein stationdrer Punkt der Finschrankung f|unm -

b) Es gibt p € (R*) mit
o dh, = df,.

Anders gesagt: df, € (dh,)*[(RF)"].
Hierbei bezeichnet (R¥)" = Homg (R*, R) den Dualraum von R*,

Beweis des Satzes: Die behauptete Aquivalenz ist der Spezialfall V = R", W = R¥,
¢ =df, und L = dh, des folgenden Lemmas aus der Linearen Algebra.

O

Lemma 2.101 Seien V und W Vektorrdume iber einem Korper K, L : V. — W eine
lineare Abbildung und ¢ € V'. Folgende Aussagen sind dquivalent:

a) Ker L C Ker ¢,

b) Es gibt p € W' mit po L = .
Anders gesagt: ¢ € L*[W'].

Beweis: “b)=-a)”: Es sei po L = ¢ und v € Ker L, d.h. L(v) = 0. Dann folgt p(v) =
w(L(v)) =0, also v € Ker ¢.

“a)=b)”: Wir definieren zunéchst die Einschrinkung « : L[V] — K der gesuchten linearen
Abbildung p : W — K auf L[V]. Sei hierzu w € L[V']. Wir wéhlen ein beliebiges v € V mit
L(v) = w und setzen x(w) := ¢(v). Diese Definition héngt nicht von der Wahl von v ab.
Ist ndmlich " € V ein anderer Vektor mit L(v’) = w, so folgt L(v—v") = L(v)—L(v") = 0,
also v — v' € Ker L und daher v — v' € Ker ¢ wegen unserer Annahme a). Hieraus folgt
p(v) = p(v'), also die Wohldefiniertheit von x(w).

Die Abbildung  : L[V] — K ist linear (Ubung!), und es gilt x o L = ¢. Wir wihlen eine
beliebige lineare Fortsetzung® 1 : W — K von k : L[V] — K und erhalten auch puoL = ¢.

OJ

25Eine solche lineare Fortsetzung gibt es stets, wie in der Linearen Algebra gezeigt wird. In unserer
Anwendung ist L = dh, : R* — R” surjektiv, so dass es in der Anwendung nicht nétig ist, eine Forsetzung
zu suchen: u = k.
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Etwas abstrakter konnen wir damit die Aussage b) des Satzes 2.100 auch in der Form
df! € (dh,)*[(R*)] schreiben. In Matrixnotation ausgedriickt besagt Aussage b) des Satzes
folgendes:

Das lineare Gleichungssystem

besitzt eine Lisung (py, ..., pg) € RY>F,

Die Koeffizienten pq, ..., ug einer solchen Losung werden Lagrange-Multiplikatoren ge-
nannt. Stationdre Punkte x = (xy,...,x,) € M NU von f|y werden also genau durch
Losungen (21, ..., %, fi1, ..., px) € U x R* des Gleichungssystems

k
oh,; 5 |
;Nja_li(xla..-7xn) - 8£($1,...,$n) fﬁr'l: 1,...,’]’L

hi(x) =c¢; fir j=1,...,k (68)

beschrieben. Dieses Gleichungssystem besitzt n 4+ k£ Gleichungen und ebensoviele Unbe-
kannte x1, ..., Ty, f1, ..., fk-

Ubung 2.102 Zeigen Sie unter den Voraussetzungen des Satzes 2.100, dass der “Lagrange-
Multiplikator” v fiir jeden stationdren Punkt x eindeutig bestimmit ist.

Beispiel 2.103 (Fortsetzung von Beispiel 2.96) Stationdre Punkte von

flr,y) =z +y

unter der Nebenbedingung 22 + y? = 1 werden durch das Gleichungssystem

2z =1
2yp =1
x2+y2:1

bestimmt. Es besitzt die beiden Losungen
(l’, yvﬂ) < {(1/\/57 1/\/57 1/\/§>7 (_1/\/57 _1/\/57 _1/\/5)}

Weil die Einheitskreislinie kompakt ist (sie ist ndmlich abgeschlossen als Losungsgebilde
von z? + > = 1 und beschrinkt), muss der die eine Losung (die erste) ein globales
Maximum beschreiben, die andere Losung ein globales Minimum.

Ubung 2.104  a) Warum gibt es (mindestens) einen Punkt auf der Parabel P mit der
Gleichung
2?4y =0,

welcher zum Punkt (0, —4) minimalen Abstand hat?
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b) Bestimmen Sie alle solchen Punkte mit Hilfe von Lagrange-Multiplikatoren.

Ubung 2.105 Gegeben seien zwei Punkte P, Q im Raum R? mit Abstand ||P—Q||s > 2.
sowie die Einheitssphéiren K, L mit Zentrum P bzw. (). Welche Punkte X € K undY € L
haben minimalen Abstand voneinander, welche Punkte X’ € K, Y’ € L haben maximalen
Abstand voneinander? Berechnen Sie dies mit Hilfe von Lagrange-Multiplikatoren und
interpretieren Sie das Ergebnis geometrisch.

Ubung 2.106 Die Gleichungen

2 + day + 2oz + Ty? — 2yz + 52° = 17,
rT+y+z=3

beschreiben eine Ellipse im Raum R3. Fiir welchen Punkt auf dieser Ellipse nimmt x + 5y + 2z
den groBten bzw. den kleinsten Wert an?

2.13 1-Formen und Kurvenintegrale

1-Formen sind uns schon als Ableitungen df von Funktionen vom Typ R™ — R begegnet.

Definition 2.107 (1-Formen) Eine I1-Form (synonym: Pfaffsche Form, Differential-
form 1. Grades®) auf einer offenen Menge U C R" ist eine Abbildung w: U — (R™)'.

Anders gesagt ist eine 1-Form eine Linearkombination
w:U—= R, w,= Zf](x) dx;
7=1

fir x = (21,...,2,) € U mit Koeflizienten f; : U — R. In Matrixdarstellung wird solch

eine 1-Formen w durch den Zeilenvektor (fi, ..., fn) repriasentiert:
hl n
wy(h) = (fi(z),. ... ful2)) - :ij(x)hj
ho, J=1

firx € Uund h = (hy,. .., h,) € R™ Besonders wichtig sind glatte 1-Formen w € C*>°(U, (R")).
Allerdings ist nicht jede glatte 1-Form die Ableitung einer stetig differenzierbaren Funk-
tion. Zum Beispiel ist die folgende Differentialform w auf R?

Wy = ydr —xdy

keine Ableitung, lasst sich also nicht in der Form

_of of
w = axdx—ir aydy

26Differentialformen hoheren Grades behandeln wir erst in der Analysis 3.
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schreiben. Es folgte ndmlich
1_8y_ o9f 909f O(—x)
Cdy  Oydr Oxdy Oz
ein Widerspruch. Wir verallgemeinern nun diese Beweisidee. Hierzu einige Notationen.

Um eine Buchhaltung mit Differenzierbarkeitsstufen zu vermeiden, beschrianken wir uns
oft auf glatte 1-Formen.

=1,

Definition 2.108 (geschlossene und exakte 1-Formen.) Es sei U C R" offen.

a) Eine glatte 1-Form w € C=(U, (R")') heifit exakt,’” wenn sie eine Ableitung ist, d.h.
wenn es eine glatte Funktion f € C°(U,R) mit Ableitung df = w gibt. Mit

B'(U) = {df| f € C*(U,R)}
bezeichnen wir den Raum aller exakten 1-Formen auf U.

b) Eine glatte 1-Form w € C*(U, (R™)’), geschrieben als Linearkombination der kano-
nischen Projektionen dz; in der Form

w = i'fj dl‘j c COO(U; (Rn)/)7

heiBt geschlossen,?®, wenn gilt:
af;  0f; .
= fii =1,...,n.
dx; Oy e el

Mit
ZNU) = {w € C®(U,(R™))| w ist geschlossen }
bezeichnen wir den Raum aller geschlossenen 1-Formen iiber U.

Lemma 2.109 (exakt = geschlossen) Jede exakte 1-Form ist geschlossen. Es gilt also
BYU) C ZY(U).

Beweis: Ist w = df € B'(U) mit f € C*(U,R), also

= g—fdxj
=1 9T
so folgt fur 4,7 =1,...,n:
o of 0 of

nach dem Lemma von Schwarz. Also ist w € Z1(U).

2"Synonym: “de Rham 1-Korand’

28Synonym: “de Rham 1-Kozykel’. Was “1-Kozykeln” mit “1-Zykeln” (aus geschlossenen Kurven zu-
sammengesetzten Gebilden) und Kordnder mit “Réndern” zu tun haben, wird zu einem Teil schon unten,
genauer aber erst spéter in der Analysis 3 oder in der Algebraischen Topologie klar werden.
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O

Ob die Umkehrung des Lemmas gilt, also ob jede geschlossene Form auf U auch exakt ist,
héngt von der Gestalt des Gebiets U ab. Dies wird unten noch genauer analysiert.

Ubung 2.110  a) Es sei U C R” offen und f € C*(U,R) mit df = 0. Zeigen Sie, dass
f lokal konstant ist, d.h. dass es fiir alle x € U eine Umgebung V' C U von x gibt,
so dass die Einschrankung f|y von f auf V' konstant ist.

b) Folgern Sie, dass f konstant ist, falls U zusammenhingend ist, d.h. falls es keine
Zerlegung U = U; U U,, Uy NU; = () von U in zwei nichtleere, disjunkte offene
Mengen U; und U, gibt.

c) Zeigen Sie, dass U zusammenhéngend ist, wenn je zwei Punkte x,y € U durch eine
stetige Kurve £ : [0,1] — U, k(0) = x, k(1) = y, verbunden werden kénnen.

Der Riickzug f*dg von Ableitungen, den Sie im Abschnitt iiber die Kettenregel schon als
“Einsetzoperation” oder “Substitutionsoperation” kennengelernt haben lésst sich wortlich
auch auf beliebige 1-Formen verallgemeinern:

Definition 2.111 (Riickzug) Es seien U C R” und V' C R™ offen (m,n € N), w : U —
(R™)" eine 1-Form und f : V — U differenzierbar. Der Riickzug (engl. pullback) von w mit
f wird so definiert:

fru:V—=R", (fwe=(dfe)"Wiw) = Ws) © dfa,

also

(f*("))x( >_wf (dfz( ))

firx eV, h e R™.
Analog wird fiir eine Funktion ¢g : U — R auch die Komposition go f : V' — R manchmal
Riickzug der Funktion g mit f genannt und mit f*g = g o f bezeichnet.

Hat f = (f1,...,fn) : V — U die Komponenten f; : V — R, j =1,...,n und ist

Z ;(y) dy;

die Komponentendarstellung von w, so kénnen wir das auch so schreiben:
Z o (F(2)) (df;)e Z () 3 G )

fiir x € V, also

ffw= ZB’ dr; mit Si(x Z gf () (69)
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Der Riickzug f*w entsteht also aus w = » 7, a; dy; durch Einsetzen (Substituieren) von
f(z) fir y und df; fiir dy;.
Das Gleiche in Matrixnotation: Stellt der Zeilenvektor

(Q1,... ) U — R
die Form w dar, so stellt der Zeilenvektor

(()Zl(f(x)), . ,Ozn(f(;p))) . Df(l‘) c R1><m

den Riickzug (f*w), an der Stelle z € V' dar. Der Riickzug von 1-Formen wird also durch
die Multiplikation mit der Jacobimatrix von rechts dargestellt.

Gelegentlich wird es niitzlich sein, in der Definition 2.111 auf die Voraussetzung zu ver-
zichten, dass U und V offen sind, z.B. fiir Intervalle V' = [a,b] C R oder fiir Halbrdume
U = [0,00[xR"!. Wichtig zur Wohldefiniertheit ist dann nur, dass die Ableitung df,
auch noch an Randpunkten x € V N9V existiert, z.B. als einseitige Ableitung.

Ubung 2.112 (Riickzug ist funktoriell) Es seien [,m,n € N, U C R}, V C R™ und
W C R"™ offene Mengen und f : U — V, g : V — W differenzierbare Abbildungen, sowie
w: W — (R")" eine 1-Form. Zeigen Sie:

L f*(g'w) =(go f)w
2. djpw=w
Von frither kennen Sie die Schreibweise der Kettenregel mit Hilfe des Riickzugs:

Lemma 2.113 (Kettenregel: Riickzug vertauscht mit Ableitung) Sind U C R",
V CR™ offen und sind f :V — U und g : U — R differenzierbar, so gilt

frdg = d(f o g)

anders gesagt:
frdg =d(fg).

Beweis: Dies ist in der Tat nur eine andere Schreibweise der Kettenregel:
(f*dg)s = dgs@) o dfe = d(g o f)e = (d(f*9))x

firxz e V.
O

Lemma 2.114 (Geschlossenheit und Exaktheit bleiben unter Riickzug erhalten.)
Es seien U C R", V C R™ offen, f : V — U glatt und w € C*(U, (R")') eine glatte 1-
Form.
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1. Ist w geschlossen, so ist auch f*w geschlossen. Anders gesagt:

iz c zi(v).

2. Ist w exakt, so ist auch f*w exakt. Anders gesagt:

FrBYU) € BY(V).

Beweis. Die Behauptung 2. folgt unmittelbar aus dem vorhergehenden Lemma.
Zu Behauptung 1.: Es sei
W= Z a; dy;
j=1

geschlossen, also

Ja; 0
gai _ 9% (70)
Oyr. Oy,

fir j,k=1,...,n. Setzen wir y; = f;(x) fir die Koordinaten ein, so erhalten aus Formel

(69):

ffw= Zﬁl dr; mit Bi(z Za afj (x) (71)
J 8:151
und daher fiir 7,/ = 1,...,m mit der Kettenregel:

06; ) af,
@) =2 5, [

—Z[a%axl OB 1 a1 ot

Ofi(z) 0f;(x anj
ymi) 0T O +Z% 8xl ox; o

Mit vertauschten Rollen von ¢ und [ und einer Umbenennung j <+ k lautet das:

8@ Dag(y Ofi(x) 0fe(z) & 02 f;
Do ZZ ’ym) B el e

Wegen
% f; o) = % f; .
83:1- 8131 N 8.’131 8:51
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erhalten wir

op 851 "L [ Do _ 0a4(y Ofj(x) Ofe(x
2y 3oy (260 W) AW
€Ty .ﬁE[ k=1 j=1 y] Yk y=f(z) X €y
Mit (70) folgt hieraus die Behaupung:
26 _ 95
ox; Ox;
0

Bemerkung: Man beachte, dass zur Herleitung der Gleichung (72) nur die Gleichung
fro = f*(32;a;dy;) = >, Bidr; verwendet wurde, nicht jedoch die Geschlossenheit
von w. Die Gleichung (72) beschreibt also allgemein das Transformationsverhalten von
Differenzen Dya; — Doy, beim Riickzug einer 1-Form Zj a; dy;.

Beispiel 2.115 Die 1-Form

rxdy —ydx
‘R2\ {0} — (R?) =
w i R\ {0} > (R, o
ist geschlossen, denn
0 v (@+y)-z-20 Y-z (@4 -y-2y 0 —y
Or 22 + 92 (22 +9y2)2 (22 +92)2 (22 + 922 Oya?+y?

Sie ist jedoch nicht exakt, wie wir unten sehen werden. Ihr Riickzug unter der Polarkoor-
dinatenabbildung

fRT xR = R*\ {0}, f(r,¢) = (rcose,rsing)
lautet
7 cos ¢ d(rsin ¢) — rsin ¢ d(r cos @)
(rcos¢)? + (rsin ¢)?
= T—12[rcos¢(sin¢dr + rcos¢dp) — rsin ¢ (cos ¢ dr — rsin ¢ dep)
= (cos® ¢ + sin® ¢) d¢
= do.

frw=

Der Riickzug f*¢ ist also exakt und daher auch geschlossen. )
Allerdings ist die Einschrinkung von w auf R x R dennoch exakt, wie Sie schon in Ubung
2.29 gesehen haben: Es gilt ndmlich

W|R+><R = dyg
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mit
g:RT xR —=R, g(x,y)=arctan(y/z).

Insbesondere gilt fiir 7 > 0 und —5 < ¢ < 7:

f*g(r,¢) = arctan rsing = arctantan ¢ = ¢
7 COS @
also o
A(f*g) = dé = fw=fdg auf R x] = 7. 7|

Die fehlende Exaktheit von w auf R? \ {0} wird also anschaulich gesprochen von der
Mehrdeutigkeit des Winkels ¢ der Polarkoordinaten modulo 27 verursacht.

Kurvenintegrale. Man kann sich Differentialformen physikalisch als Kraftfelder vor-
stellen: Durchléuft ein Teilchen eine glatte Kurve k : R — U, so bedeutet wy)(k'(t)) die
Leistung, die das Kraftfeld zur Zeit ¢ auf das Teilchen am Ort k() mit der Geschwindigkeit
K'(t) tibertragt.

Mit der vom euklidischen Skalarprodukt erzeugten Isomorphie R" — (R™), v — (v,-)
kann man sich eine 1-Form w auch mit Hilfe des Vektorfelds V' : U — R™ mit w, = (V(z), -)
veranschaulichen. Bespielsweise haben wir uns frither Ableitungen w = df mit Hilfe des
Gradienten V' = V f vorgestellt. So stellt man sich anschaulich oft Kréfte eher als Vektoren
statt als Linearformen vor.

Das Zeitintegral iiber die Leistung ist die vom Kraftfeld erbrachte Arbeit. Dies gibt Anlafl
zu der folgenden Definition:

Definition 2.116 (Kurvenintegral) Es sei w € C(U,(R")) eine stetige 1-Form auf
einer offenen Menge U C R", [a,b] ein Intervall in R und k € C'([a,b],U) eine stetig
differenzierbare Kurve in U. Wir definieren das Kurvenintegral

/kw = /abwk(t)(/f'(t)) dt.
fon [

wobei das Integral fabg(t) dt der stetigen 1-Form g(t) dt := (k*w); auf dem Intervall [a, b]
im Sinne der Analysis 1 gelesen werden soll.

Analog definiert man das Integral eines stetigen Vektorfelds V : U — R™ diber die Kurve
k durch

Anders gesagt:

| ) wa)

Ist die Kurve k zwar stetig, aber nur stiickweise stetig differenzierbar, so wird das Kur-
venintegral fkw als Summe der Integrale iiber die differenzierbaren Teilstiicke definiert.
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Beim Kurvenintegral iiber ein Vektorfeld V' verwendet man also die Ubersetzung in die
Linearform (V).

Das Kurvenintegral hidngt nicht von der Geschwindigkeit ab, mit der die Kurve durch-
laufen wird, sondern nur von der Durchlaufrichtung. Genauer gilt: Ist [c,d] ein weiteres
Intervall und 7 : [¢,d] — [a,b] eine stetig differenzierbare Bijektion mit positiver Ablei-
tung und bezeichnet ko7 die umparametrisierte Kurve (andere Durchlaufgeschwindigkeit
bei gleicher Durchlaufrichtung), so gilt

/ w:/w
kom k

In der Tat gilt nach der Kettenregel und der Substitutionsregel:

d

d
/k w:/ Wk(ﬂ(s))((ko'ﬂ')/(S))dS:/ W(n(s)) (K (7 (5)))7'(s) ds

[

=[Mwmwmﬁ:fwmwmﬁzéu

(c)

Ubung 2.117 Uberlegen Sie sich, dass sich nur das Vorzeichen des Kurvenintegrals
andert, wenn man die Durchlaufrichtung der Kurve umdreht.

Die Parametrisierungsunabhéngigkeit des Kurvenintegrals erlaubt uns manchmal eine et-
was vergroberte Notation: Es sei C C R" eine unparametrisierte Kurve in R". Parametri-
sieren wir sie durch eine Kurve

k:[a,b] — C.

Wenn keine Missverstdndnisse zu befiirchten sind, schreibt man manchmal einfach ver-

grobert
/w:/@.
c k

Natiirlich ist diese Schreibweise nur sinnvoll, wenn zusétzlich die Durchlaufrichtung der
Kurve C spezifiziert wird. Zum Beispiel bedeutet fiir z,y € U mit [z,y] C U

1
/ w = / W(lft)quty(y - 33) dt
[z.y] 0

das Kurvenintegral {iber die Strecke [z,y|, mit konstanter Geschwindigkeit durchlaufen
von x nach y mit der Parametrisierung & : [0, 1] — [z,y], k(t) = (1 — t)z + ty.
In manchen Fillen héngt das Kurvenintegral nicht vom genauen Verlauf der Kurve ab:

Lemma 2.118 (Kurvenintegral von exakten 1-Formen) Ist w = df € C(U,(R"))
die Ableitung einer Funktion f € C*(U,R) und ist k : [a,b] — U eine stetige, stiickweise
stetig differenzierbare Kurve, so gilt:

A#=f%®»—ﬂﬂ@)
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Beweis: Aus der Definition des Kurvenintegrals, der Kettenregel und dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung folgt

/k af = / Ckdf = / (k) = / (Fo k(8 di = F(R(B) — F(k(a).

Das Lemma gibt uns eine Methode, eine “Stammfunktion” f einer exakten Form w = df
zu finden: Fixieren wir einen Referenzpunkt xq € U und nehmen wir an, dass jeder Punkt
x in U durch eine stetige, stiickweise stetig differenzierbare Kurve k, : [a,b] — U mit z
verbunden werden kann: k,(a) = g, k,(b) = . Dann ist f : U — R, definiert durch

f(ﬂs)=/zw

Ubung 2.119 Finden Sie eine Stammfunktion f der exakten 1-Form

eine Stammfunktion von w.

w = 2xydx + 2* dy

auf R? auf drei verschiedene Weisen, indem Sie vom Referenzpunkt (0,0) zum Punkt (x,y)
iiber folgende Kurven integrieren:

a) auf der direkten Verbindungsstrecke k; von (0,0) nach (z,y);

b) auf dem Polygonzug ks, der durch Zusammenfiigen der Verbindungsstrecke ko, von
(0,0) nach (z,0) und der Verbindungsstrecke kg, von (x,0) nach (z,y) entsteht;

c¢) auf dem Polygonzug ks, der durch Zusammenfiigen der Verbindungsstrecke k3, von
(0,0) nach (0,y) und der Verbindungsstrecke ks, von (0,y) nach (z,y) entsteht.

Skizzieren Sie die Bilder der Kurven k1, £y und k3 in der Ebene.

Stellen wir uns eine 1-Form w physikalisch als “Kraftfeld” vor, so beschreiben die exakten
1-Formen die Kraftfelder, fiir die ein “FEnergiecerhaltungssatz’ in folgendem Sinn gilt: Die
Arbeit, die das Kraftfeld leistet, wenn ein Teilchen vom Punkt xq zum Punkt x bewegt
wird, héngt nur vom Anfangspunkt zy und vom Endpunkt z ab, nicht jedoch von der
Wahl des Wegs dazwischen. Solche Kraftfelder nennt man in der Physik “konservativ”.

2.14 Das Lemma von Poincaré und die erste de-Rham-Kohomologie

Wir beschéftigen uns jetzt mit dem Unterschied zwischen geschlossenen und exakten 1-
Formen. Auf manchen Gebieten ist nicht jede geschlossene 1-Form ist exakt.

Beispiel 2.120 Die 1-Form

rdy —ydx ~ ,
WET e € C*(R*\ {0}, (R?))

185



aus Beispiel 2.115 ist zwar geschlossen, aber nicht exakt. Ihr Integral iiber den im positiven
Sinn durchlaufenen Einheitskreis S' (Parametrisierung k : [0, 27r] — S', k(t) = (cost, sint))
verschwindet namlich nicht:

/ /xdy ydx_/2”costdsint—sintdcost
g1 24+y2 cos2t + sin?t

2w
= / (cos?tdt +sin® tdt) = / dt = 2.
0 0

Anschaulich gesprochen bedeutet das, dass der Winkel in Polarkoordinaten sich um 27
andert, wenn man einmal den Nullpunkt umlauft.

OJ

Integration einer gegebenen geschlossenen 1-Form w iiber Kurven liefert uns dennoch in
machen Fillen geeignete Kandidaten fiir eine Stammfunktion: Hierzu parametrisieren wir
fir z,z € R™ die Verbindungsstrecke [z, z] durch die Kurve [z — z]| : [0,1] — [z, 2],
t +— (1 —t)z + tz, die von z nach x mit konstanter Geschwindigkeit lduft.

Lemma 2.121 (Lemma von Poincaré fiir 1-Formen und sternférmige Gebiete)
Es sei U C R™ ein sternformiges, offenes Gebiet mit Zentrum z € U, d.h. [z,z] C U fir
alle x € U. Weiter sei w € Z'(U) eine geschlossene Form. Dann ist

fiUSR f@- |

[z

1
W= / W —t)stta (T — 2) dt
—z] 0

eine Stammfunktion von w, also w = df € BY(U). Insbesondere gilt:

ZYU) = B*(U) fiir sternformige offene U C R"

Beweis: Man beachte, dass mit w auch f glatt ist. Zur Vereinfachung der Notation
nehmen wir 0.B.d.A. an: z = 0; sonst verschieben wir das Gebiet U und die Form w um
—z in den Nullpunkt. Es sei
w = Z o dx;
j=1

die Komponentendarstellung von w. Es folgt fiir x € U:

1 n
:/ Zaj(tm)xjdt
(i
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und daher fir k=1,...,n

1 n a
8xk = Z prn laj(tz)x;] dt

(R
/1

1
—/ k(tx) —|—ZtDkon (tz)x;| dt
0

Jj=1 i

>

J=

1

a;( tx —i—tDkozj(tx) ] dt

1
:/ k(tz) —i—ZtD ap(tr)z;| dt  wegen w € Z'(U)
0

L j=1 i

_ /0 _ (m)H%@k(m)} dt

—_

0
= — [tay(tz)] dt
/0 oy (i)
= [tay(tz)]—, nach dem Hauptsatz
= oy, ().

Das bedeutet

df = Z . dxy, = ;akdxk = w.

Beispiel 2.122 Die Einschrankungen w|y, und w|y, der geschlossenen 1-Form

Z'(R*\{0})
aus Beispiel 2.115 auf die “geschlitzten Ebenen”

U =R*\ (] - 00,0] x {0})
Uz := R*\ ([0, +00[ x {0})

sind exakt, denn U; und Us sind sternférmig mit Zentren (1,0) bzw. (—1,0).

Ubung 2.123 Zeigen Sie durch direkte Rechnung, dass

¥y
z+ /22 +y?
Yy

N

¢, :U; — | —m, 7, Pi(z,y) =2arctan

Oy : Uy — | —m,m[, Po(z,y) = 2arctan

187



Stammfunktionen von w|y, bzw. von w|y, sind:
d(I)l :w]Ul, d®2:w|U2.

Uberlegen Sie sich mit elementargeometrischen Methoden, dass ®;(x,y) der Winkel zwi-
schen der positiven z-Achse und dem Strahl von (0,0) nach (z,y) ist, wihrend ®y(z,y)
der Winkel zwischen der negativen x-Achse und dem Strahl von (0,0) nach (z,y) ist.
Folgern Sie, dass ®; — &, : U; N Uy — R lokal konstant ist, genauer

s firz eR, y >0,

- firz eR, y<O. (74)

i)~ i) = {
Der Unterschied zwischen dem Raum Z'(U) der geschlossenen Formen und dem Raum
BY(U) der exakten Formen auf einer offenen Menge U C R"™ wird durch den folgenden
Quotientenraum beschrieben:

Definition 2.124 (1. de Rham Kohomologie) Es sei U C R" offen. Der Quotienten-
raum

H'(U) = Z'(U)/B'(U)

wird 1. de Rhamscher Kohomologieraum von U genannt. Seine Elemente sind also Mengen
der Gestalt
[w] :=w+ B'(U) = {w+df| f € C*(U,R)}.

mit geschlossenen Formen w € Z'(U). Die Klasse [w] von w € Z'(U) wird die Kohomolo-
gieklasse von w genannt. Wir nennen zwei geschlossene Formen w, x € Z'(U) kohomolog,
wenn sie die gleiche Kohomologieklasse [w] = [x] besitzen, d.h. wenn w—x € B(U) exakt
ist.

Aus dem Lemma von Poincaré erhalten wir:

H'(U) = {0} fiir sternférmige offene U C R"

Anschaulich gesprochen misst H'(U) manche Typen von “Léchern” in U: Stellen wir uns
U als einen “Schweizer Kise” im Anschauungsraum vor, so ist H'(U) sensitiv auf Locher,
“durch die man hindurchsehen kann”, jedoch nicht sensitiv auf Locher, “die man von
auflen nicht sieht”.

Satz 2.125 (1. Kohomologie von R?\ {0}) Jede geschlossene Form x € Z'(R?\ {0})
lisst sich in der Form

+df (75)

mit einem eindeutig bestimmten o € R und f € C°(R?\ {0},R) schreiben. Das Gleiche
anders gesagt: Der Kohomologieraum H'(R?\{0}) ist ein eindimensionaler R-Vektorraum

mat der Basis
rdy —ydx
24y |
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Beweis: Wir verwenden die Bezeichungen aus Ubung 2.123. Insbesondere kiirzen wir ab:
c Z'(R*\ {0}).

Zur FEindeutigkeit der Darstellung (75). Waren aqw + df; = w = asw + dfy mit reellen
Zahlen oy # oy zwei verschiedene Darstellungen wie in (75), so wére

W = (Ozl — Oég)_l(dfg — dfl) = dM

a1 — Qg

exakt, ein Widerspruch.
Zur Eristenz der Darstellung (75). Es sei x € Z'(R?\ {0}) gegeben. Da die “geschlitzten
Ebenen” U; und U, aus Ubung 2.123 sternformig sind, ist X|u, fiir j = 1,2 nach dem
Lemma von Poincaré exakt; sagen wir x|y, = dg; mit g; € C*°(U;,R) fiir j = 1,2. Die
Differenz g — gy ist auf Uy N Uy = R x (R \ {0}) definiert, und es gilt dort d(g; — g2) =
(X —X)|vinw, = 0. Also ist g1 — g2 auf UyNU; = R x (R\ {0}) lokal konstant, also konstant
auf V, := R x RT, sagen wir mit einem Wert ¢, € R, und konstant auf V_ := R x R™,
sagen wir mit einem Wert c_ € R, da R x R* zusammenhiingend ist. Mit den Funktionen
®;:U; - R, j=1,2aus Ubung 2.123 setzen wir

C+—C,
o=
27
und
c. +c_
fi=g1— +2 —adq,
fo = g2 — ad,y

Insbesondere gilt fiir 7 = 1, 2:
dfj == dg; — ad®, = x|y, — awly,
also
Xlu, = awly, + df;.
Dann folgt eingeschrankt auf Uy NU; = V4 U V_ wegen (74):

cy +c_
f1|UmU2 - f2|UmU2 = 91|U10U2 - 92|U1mU2 - B - Oé(CD1|UmU2 - (I)2|U10U2)

C++C,

= C_|_1VJr + C_lvi — — O{7T<1V+ — 1‘/7) =0.

Hierbei bezeichnet 1y, : Uy N Us — {0,1} die Indikatorfunktion von Vi, die den Wert
1 auf V4 und den Wert 0 sonst annimmt. f; : Uy — R und f; : Uy — R stimmen also
auf dem Durchschnitt U; N Uy ihres Definitionsbereichs iiberein und besitzen daher eine
gemeinsame Fortsetzung f € C*(U; U Uy, R) = C®(R\ {0},R), fly, = f; fir j = 1,2.
Wir erhalten zusammen:

X = aw + df,

wie gewiinscht.
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Ubung 2.126 (1. Kohomologie von R?\ {(+1,0)}) Zeigen Sie, dass H'(R?\{(1,0), (—1,0)})
ein zweidimensionaler R-Vektorraum mit der Basis

yd:c—(:z:—l)dy} [yda:—(:c—i—l)dy
Ve N ARV

ist. Hinweis: Betrachten Sie zu gegebenem y € Z'(R*\{(1,0), (—1,0)}) Stammfunktionen
der Einschrinkungen auf die sternfésrmigen Mengen U; = R?\ (] — 0o, —1] x {0}), Uy =
R?\ ([1, +oo[ x {0}) und Uz = R?\ ([-1,1] x {0}). Gehen Sie damit analog zum Beweis
von Satz 2.125 vor.

Ubung 2.127 (1. Kohomologie von R?\ {0}) Zeigen Sie, dass jede geschlossene 1-Form
auf R3\ {0} exakt ist. Anders gesagt: H'(R? \ {0}) = 0. Betrachten Sie dazu die
Uberdeckung von R*\ {0} mit den beiden sternformigen Mengen U; = R3\ {(¢,0,0)| t < 0}
und Uy = R*\{(¢,0,0)| t > 0}. Beachten Sie, dass jede lokal konstante Funktion auf U;NUs
konstant ist.?

Lemma 2.128 (Riickzug in der Kohomologie) Es seien V C R™ und U C R™ offen
und f:V — U glatt. Dann ist die Abbildung

HY(f): H(U) = H(V), H'(f)(w+B'(U)) = fw+BY(V) firwe Z(U)
wohldefiniert.
Diese Abbildung wird oft ebenfalls mit dem Symbol
fr=H'(f)
bezeichnet. Kurz gesagt: f*[w] := [f*w].

Beweis des Lemmas: Ist w € Z'(U) geschlossen, so ist f*w € Z'(V) nach Lemma
2.114 wieder geschlossen, und daher [f*w] € H(V) definiert. Sind nun w,y € ZY(U)
kohomologe geschlossene Formen, also w — x = dg fir ein ¢ € C*(U,R), so folgt
ffw— f*x = f*dg = df*g € BY(V), also [f*w] = [f*x] € H' (V). Daher hingt die Koho-
mologieklasse [f*w] nicht von der Wahl des Représentanten w der Kohomologieklasse |w]
ab.

O

Wir betrachten nun “Deformationen von Abbildungen”:

Die erste de Rham Kohomologie H'(R? \ {0}) “sieht” also ein punktférmiges “Loch” in R?® nicht.
Solch ein “Loch” wird erst von der zweiten de Rham Kohomologie H?(R? \ {0}) gesehen, die wir erst in
der Analysis 3 definieren werden.
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Definition 2.129 (Homotopie, Zusammenziehbarkeit) Es seienV, U (genauer: (U, Ty),
(V,Tv)) zwei topologische Raume und f,g:V — U zwei stetige Abbildungen. Eine Homo-
topie von f nach g ist eine stetige Abbildung h : [0,1] xV — U, (t,x) — h(z) := h(t, x),

mit ho = f und hy = g. Hierbei wird [0,1] x V' mit der Produkttopologie versehen.

Fiir uns von Interesse ist vorwiegend der Fall, dass V' C R™, U C R" offene Mengen sind,
manchmal statt dessen auch mit Randern, z.B. im Fall eines Intervalls V' = [a, b], und
dass f,g: V — U und die Homotopie h : [0,1] x V — U glatt sind.

Wir nennen eine offene Menge U C R™ auf einen Punkt z € U (glatt) zusammenziehbar,
wenn es eine (glatte) Homotopie von der konstanten Abbildung const, : U — U mit dem
Wert z zur Identitat idy : U — U gibt.

Beispiel 2.130 Ist U C R” sternféormig mit dem Zentrum z € U, so ist
h:[0,1] xU — U, h(t,x)=(1—-1t)z+tz

eine solche glatte Homotopie von const, nach idy. Mit dieser glatten Homotopie haben
wir im Beweis des Poincaré-Lemmas schon gearbeitet. Jedes sternformige Gebiet ist also
glatt zusammenziehbar.

Nun sei V' C R™ offen, W := [0,1] x V. Die Koordinaten eines Punkts (t,z) € W
bezeichnen wir mit ¢, zq, ..., x,,. Gegeben x € V', definieren wir die Kurve

ky o [0,1] = W, ki(t) := (¢, x).
Analog setzen wir fir ¢ € [0, 1]:
VoW, ux):=(t).

Wir definieren nun eine Abbildung Iy : ZY(W) — C*°(V,R) wie folgt. Fiir eine geschlos-
sene 1-Form

X=adt+) pjdu; e Z' (W)

j=1
setzen wir

1
Iyx: V=R, Iyx(x) ::/ X:/ a(t, ) dt.
. 0

Dann ist I, x glatt, und es gilt fir j=1,...,mund x € V:

a%uvxx:c) - / a%au,a:) it

:/lgﬁj(t,m)dt da y € Z*(W)
o Ot
= B;(1,2) — B;(0, ),
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also
m 8 %
d(IyX)z Za_ Iyx)(x) dej = Z/BJ (1,2)dz; — ZBJ (0,2) dr; = (11X)e = (19X)a-
j=1 7j=1 j=1

Es gilt also
X = tox = d(Iyx) € BY(V). (76)
Damit erhalten wir folgende Verallgemeinerung des Poincaré-Lemmas:

Satz 2.131 (Lemma von Poincaré fiir 1-Formen und Homotopien) FEs seien U C
R™, V CR™ offen®® und h: [0,1] x V — U, h(t,z) = hy(z) eine glatte Homotopie. Dann
gilt fiir alle w € Z1(U):

hiw — hiw = dIyh*w € BY(V)

Insbesondere sind hjw und hiw kohomolog. Die glatt homotopen Abbildungen hy : V — U
und hg : V' — U induzieren also die gleichen Abbildungen in der 1. Kohomologie:

H'(hy) = H'(hy) : H'(U) — HY(V)

Beweis: Setzen wir x := h*w, so ist x € Z'(V) geschlossen nach Lemma 2.114, da w
geschlossen ist. Mit Formel (76) folgt wegen hy = h o, t € [0,1]:

hiw — hjw = (hot1)*w — (hot)'w = ]h'w — ({h*w

=y — i = d(Iyx) = dIyh*w € BY(V).
Insbesondere folgt

H' (hy)([w]) = hjw + BY(V) = hjw + B (V) = H" (ho)([w]).

Als eine wichtige Anwendung besprechen wir:

Korollar 2.132 (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes Polynom f € C[X] vom Grad
n > 1 besitzt mindestens eine Nullstelle in C. Insbesondere zerfillt in C[X] jedes Polynom
f=a +auX+...+a, X" €C[X], a, #0, in Linearfaktoren:

=a, [J(X =), alle \; € C.
=1

30 Auf die Voraussetzung der Offenheit kann man verzichten, wenn die benétigten Ableitungen noch an
Randpunkten existieren und stetig sind.
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Beweis: Fiir diesen Beweis ist es zweckmiiflig, die Ebene R? mit C mittels (z,y) =
x + 1y =: z zu identifizieren. Insbesondere steht dx = Re : C — R fiir die Realteilbildung,
dy = Im : C — R fiir die Imaginérteilbildung, dz = dx + ¢dy : C — C fiir die Identitét
auf C und Multiplikation mit ¢ fiir die 90°-Drehung in R?, also fiir eine spezielle R-lineare
Abbildung. Die geschlossene 1-Form

rdy —ydx
w =
xr2 + y2
auf R?\ {(0,0)} = C\ {0} =: C* aus Beispiel 2.120 kénnen wir damit in der Form

rdr +ixdy —iydr + ydy (x —iy)(dz + idy) Zdz dz
w=1Im =Im =Im— =Im—
r? + y? r? + y? Zz 2

schreiben. Aus der (verallgemeinerten) Produktregel folgt: Die Potenzierung mit n, also
p: C* — C*, p(z) = 2", aufgefasst als differenzierbare Abbildung vom Typ R?\ {0} —
R?\ {0}, besitzt die Ableitung dp, = nz""!dz. Insbesondere folgt

dp. nz"ldz dz

=Im—— =nlm — = nw,,
p(z) Zn z

(p*w), =Im

kurz geschrieben: p*w = nw.

Nun sei ein Polynom f(X) =ag+ a; X + ...+ a,X" € C[X], vom Grad n € N gegeben.
O.B.d.A. nehmen wir a,, = 1 an, sonst dividieren wir f durch a, # 0. Indirekter Beweis:
Angenommen, f besitzt keine Nullstelle. Dann liefert f eine Abbildung f : C — C*. Ins-
besondere ist f*w nach Lemma 2.114 geschlossen, da w geschlossen ist. Da C sternférmig
ist und f*w € Z!(C), folgt aus dem Poincaré-Lemma 2.121: f*w ist exakt, sagen wir
ffw = dg fir ein ¢ € C*(C,R). Insbesondere ist auch die Einschriankung von f*w
auf C* exakt: (flc«)*w = (f*w)|c+ = d(g|c+). Wir definieren nun eine glatte Homoto-
pie h: [0,1] x C* — C* zwischen p : C* — C* und f|c+ : C* — C* so:

h(t,z) = Z ait" 2.

J=0

Man beachte, dass fiir 0 < ¢ <1 und 2z € C* gilt:

h(t,z) =t" z”: a; (;)J =t"f(z/t)

j=0

und h(0,z) = 2" = p(z) sowie h(1,2) = f(z), so dass in der Tat h nicht den Wert 0
annimmt, da f nach Annahme nicht den Wert 0 annimmt. Aus dem Poincaré Lemma
2.131 folgt: (f|c+)*w — p*w ist exakt. Da (f|c+)*w exakt ist, folgt, dass auch nw = p*w
exakt ist. Das ist ein Widerspruch, denn w ist nicht exakt und n # 0. Also besitzt jedes
nichtkonstante Polynom in C[X] eine Nullstelle, also mindestens einen Linearfaktor.

Die Linearfaktorzerlegung erhélt man hieraus rekursiv durch sukzessives Abspalten von
Linearfaktoren. Wir fithren das hier nicht genauer aus, da dieser Beweisteil rein algebraisch
ist und keine Analysis mehr braucht.
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Korollar 2.133 (Lemma von Poincaré fiir 1-Formen und glatt zusammenzieh-
bare Gebiete) Ist U C R" eine glatt zusammenziehbare offene Menge, so ist jede ge-
schlossene 1-Form auf U ezakt: H'(U) = {0}.

Beweis: Es sei h : [0,1] x U — U eine Homotopie von einer konstanten Abbildung
ho = const, : U — U nach der Identitdat h; = idy. Dann ist d const, = 0. Es folgt fiir alle
w € Z'(U) nach der Homotopie-Version des Poincaré-Lemmas:

w = id}; w = idj; w — const’ w = hijw — hiw = dIyh*w € BY(U).

Insbesondere ist die 1-Form w exakt. Wir erhalten Z'(U) = B (U), also H'(U) = {0}.
0

Ubung 2.134 Es sei U C R” ein sternformiges CGebiet mit Zentrum 0 und A : [0,1] x
U — U, h(t,r) = tx. Berechnen Sie fir w = >°" | ajdr; € Z'(U) die Stammfunktion
f = Iyh*w von w in diesem Fall, und vollziehen Sie den Beweis von df = w nach,
herunterspezialisiert auf den Fall dieser Homotopie h. Sie rekonstruieren damit den Beweis
des Poincaré-Lemmas fiir sternformige Gebiete als Spezialfall des Beweises des Poincaré-
Lemmas fiir glatt zusammenziehbare Gebiete.

Korollar 2.135 (Kurvenintegral iiber geschlossene Formen) FEs sei U C R" of-

fen, h:[0,1] X [a,b] — U, h(t,s) =: hi(s) =: ks(t) eine glatte Homotopie von Pfaden. Es
gelte mindestens eine der beiden folgenden Voraussetzungen:

1. Alle Pfade hy : [a,b] — U, 0 <t <1, besitzen den gleichen Anfangspunkt. x = hy(a)
und den gleichen Endpunkt y = h(b). Anders gesagt: k, = const, und kj, = const,,.

2. Alle Pfade hy : a,b] — U, 0 <t <1, sind geschlossen, d.h. hi(a) = hy(b). Anders

g(?SClg]Z. ka — kb.
/ w / w?
h] hO

Dann gilt fiir alle w € ZY(U):
d.h. das Kurvenintegral dndert sich nicht unter der Deformation mit h.

Beweis: Nach dem Poincaré-Lemma gilt

b b
/ w —/ w= / (hjw — hyw) = / dljph*w
h1 ho a a
1
= (Ljgh*'w)(b) = (Jjgyh*w)(a) = / (kjw — kiw) =0
0

wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dass kjw = 0 = kjw fiir Voraussetzung 1.
und kjw = kw fiir Voraussetzung 2. gilt.
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Ausblick: Homologie von Kurven. Sozusagen “dual” zur Kohomologietheorie fiir 1-Formen gibt es
auch eine Homologietheorie fiir geschlossene Kurven und “1-Zykeln”, das sind aus mehreren geschlossenen
Kurven mit “Vielfachheiten” zusammengesetzte Objekte. Die verbindende “Klammer” zwischen diesen
beiden Theorien ist das (Kurven-)Integral. In dieser Vorlesung iiber Differentialrechnung liegt es nahe, die
Homologierelation zwischen geschlossenen Kurven mittels “Dualitét” mit geschlossenen 1-Formen, also
mit Methoden der Differentialrechnung, zu definieren. Alternativ dazu gibt es auch einen rein topologi-
schen Zugang zur Homologie, den wir hier nicht besprechen und den Sie in der Algebraischen Topologie
lernen konnen.

Definition 2.136 (zusammenziehbare und nullhomologe Kurven) FEs sei k : [a,b] — U eine ste-
tige, stiickweise stetig differenzierbare geschlossene Kurve, d.h. k(b) = k(a).

1. Die geschlossene Kurve k heifst (glatt) zusammenziehbar in U, wenn es eine (glatte) Homotopie
h:[0,1] x [a,b] = U von geschlossenen Kurven h; gibt, so dass hy = k gilt und hy konstant ist.

2. Die geschlossene Kurve k heifit nullhomolog, in U, wenn fiir alle w € Z*(U) gilt:

/sz.
k

Zwei stetige, stiickweise stetig differenzierbare geschlossene Kurven ki, ks mit Werten in U heiflen
homolog zueinander in U, wenn fiir alle w € Z1(U) gilt:

[o=]w
k1 ko

Nach dem vorhergehenden Korollar sind zwei glatte geschlossene Kurven homolog zueinander, wenn es
eine glatte Homotopie geschlossener Kurven zwischen ihnen gibt. Insbesondere sind alle glatt zusammen-
ziehbaren geschlossenen Kurven nullhomolog. Es gibt jedoch in manchen Gebieten nullhomologe Kurven,
die nicht zusammenziehbar sind:

Beispiel 2.137 Es sei U = R?\ {(1,0),(—1,0)}. Weiter sei fiir o,7 € {£1}
kor:00,20] = U, kyr(t) = (0(1—cost),—oTsint)

die geschlossene Kurve, die den Kreis, mit Radius 1 um (o,0) mit Umlaufrichtung T und Start in (0,0)
durchlduft. Durchlduft man erst ki1, dann k_11, dann ki —1 und zuletzt k_1,_1, so erhdlt man eine
zusammengesetzte Kurve in U, die zwar nullhomolog, aber nicht zusammenziehbar ist.

Wir beweisen das hier nicht.

Die Umlaufzahl von Kurven.

Definition 2.138 (Umlaufzahl) FEs seik : [a,b] — R?*\{(0,0)} eine stetige, stiickweise
stetig differenzierbare geschlossene Kurve. Die Umlaufzahl (synonym: Windungszahl) um

0 dieser Kurve wird durch . p p
xdy —ydx
No(k) := 2—/ﬁ

definiert. Die Umlaufzahl von Kurven um andere Punkte w € R? statt 0 wird darauf mit
einer Translation um w zurickgefihrt:

Ny(k +w) := No(k).
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Anschaulich gesprochen gibt die Umlaufzahl um 0 an, wie oft der Nullpunkt umlaufen
wird, wobei Windungen im Uhrzeigersinn negativ und im Gegenuhrzeigersinn positiv
gezahlt werden.

Aus Korollar 2.135 folgt, dass zueinander homologe geschlossene Kurven die gleiche Um-
laufzahl besitzen. Insbesondere besitzen nullhomologe und zusammenziehbare geschlosse-
ne Kurven £ in C* die Umlaufzahl Ny(k) = 0.

Lemma 2.139 (Ganzzahligkeit der Umlaufzahl) Die Umlaufzahl No(k) ist fir jede
geschlossene, stetige, stiickweise stetig differenzierbare Kurve in C* stets eine ganze Zahl.

Beweis: Fiir t € [a, b] definieren wir:

|k(t)] . /t dk(s)
t) = —— I .
0= = UL
Es bezeichne (z, w) = Re(2w) = Re 2z Re w+Im z Im w das reelle euklidische Skalarprodukt

in C. Insbesondere gilt
IO 0)

aiF O ="

Nach der Kettenregel und dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung erhalten
wir:

4 KW (KEE) T

="k O e SO0
WD + RelR (OFD) + i (W (OFE) |, _
- EOE f{t) =0,

also ist f konstant. Es folgt f(a) = f(b), also wegen k(a) = k(b) auch

1= exp ( /ab Im d:(f))) = exp ( /kIm dj) = exp(2miNy (k).

Da exp : C — C* genau auf der Menge 2miZ den Wert 1 annimmt, erhalten wir hieraus
No(k) € Z.

O

Umlaufzahlbeweis des Fundamentalsatzes der Algebra. Als Alternative zum “kohomologischen”
Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra, den wir oben betrachtet haben, kann man auch sozusagen
“dual” dazu einen “Umlaufzahlbeweis” angeben: Hierzu betrachtet man die geschlossene Kurve k;, t > 0,
die den Kreis um 0 mit Radius ¢ mit Geschwindigkeit 1 im positiven Sinn umliuft. Wire nun f € C[X] ein
nichtkonstantes Polynom ohne Nullstellen in C, so liefert f ok, t > 0 eine Homotopie von geschlossenen
Kurven, die Umlaufzahl 0 des Nullpunkts fiir kleine t und Umlaufzahl n des Nullpunkts fiir grofie ¢ besitzt,
ein Widerspruch. Wir fithren die Details dieses Beweises hier nicht aus.
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Ubung 2.140 Es sei f : R?2 — R? eine glatte Abbildung mit der Figenschaft
Ir>0Vr € R2\U(0): f(z+2) ==z

Zeigen Sie, dass [ surjektiv ist. Sie konnen dabei mit der Umlaufzahl oder auch mit dem
Poincaré-Lemma argumentieren. Lassen Sie sich vom Beweis des Fundamentalsatzes der
Algebra inspirieren.

Ubung 2.141 Es sei [ : R?2 — R? cine glatte Abbildung mit der Eigenschaft
Ve e R2Vz € Z: f(z+2) = f(z)+ 2

Zeigen Sie, dass f surjektiv ist. Sie konnen auch hier mit der Umlaufzahl oder mit dem
Poincaré-Lemma argumentieren.

Ausblick: 1-Formen auf Untermannigfaltigkeiten. 1-Formen w kann man auch auf Untermannigfal-
tigkeiten statt nur auf offenen Teilmengen von R™ definieren. Statt dem Dualraum w, € (R™)" verwendet
man dann w, € (T, M) (Dualraum des Tangentialraums). Auch geschlossene und exakte 1-Formen und
damit den ersten de-Rham Kohomologieraum kann man ganz analog fiir 1-Formen auf Untermannigfal-

tigkeiten einfithren. Wir fithren das hier nicht aus.
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hermitesch konjugiert, 165
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Hilbertraum, 54
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Umlaufzahl, 195
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