Aufgabe 1. Es sefen (X,)nen unabhingige Zufallsvariablen mit Werten in [0, oof iiber ei-
- nem Wahrscheinlichkeitsraum (£, A4, P) und (a,)nen eine Folge positiver reeller Zahlen. Wir
betrachten das Ereignis _
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Zeigen Sie: P[B] € {0,1}.
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Aufgabe 2. In einer Urne befinden sich zunichst eine blaue und eine rote Kugel. Jemand
fiihrt folgendes Zufallsexperiment aus, das aus unendlich vielen Runden n = 1,2, ... besteht:
" In der n-ten Stufe zieht man zufillig eine Kugel aus der Urne. Ist die Kugel blau, legt man
sie zusammen mit einer neuen blauen Kugel zuriick in die Urne. Ist die Kugel rot, legt man
sie zusammen mit zwed neuen roten Kugeln zuriick in die Urne. Es sei R, bzw. B, die Anzahl
roter bzw. blauer Kugeln nach der n-ten Runde. Weiter bezeichne X,, = R, /(R, -+ By,) den
Anteil roter Kugeln nach der n-ten Runde. Zeigen Sie: Mit Wahrscheinlichkeit 1 existiert

limy, 00 Xn.
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Aufgabe 3. Es seien X und Y unabhiingige, standardnormalverteilte Zufallsvariablen. Be-
rechnen Sie E[X*/ X + Y. Stellen Sie das Ergebnis in der Form ¢(X +Y) fiir eine geeignete
.Funktlon g dar.
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Aufgabe 4. Anton und Berta besitzen je @ Euro, a € N. Die beiden spielen folgendes
Gliicksspiel: Sie werfen immer wieder eine faire Miinze. Erscheint “Kopf”, zahlt Anton einen
Furo an Berta, sonst umgekehrt. Die beiden héren zu spielen auf, sobald einer der beiden
Spielenden kein Kapital mehr hat. Es sei T die Anzah! der Runden des Spiels bis zum
Abbruch. Zeigen Sie: E[T] = a®. _

Hinweis: In einem moglichen Losungsweg spielt die Folge der Zufallsvariablen

(X2, — n A T)nen eine wichtige Rolle, wobei X, den Gewinn von Anton in Euro nach n
Runden bezeichnet. '
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Aufgabe 5. Es seien (X, )nem fo) reellwertige, unabhéngige Zufallsvariablen mit den Dichten

) (4 = V2 exp(-vlal), zeR

Zeigen Sie: Die Verteilung von (2logn)~/23 7 w—1 X konvergiert fiir n — oo schwach gegen
die Standardnormalverteilung.
Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis die folgende Aussage verwenden:
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