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1 2 3 4 5 Bonuspkt. Z

Bitte kontrollieren Sie, daf3 Sie fiinf Aufgaben erhalten haben.

Schreiben Sie bitte Ihren Namen in Blockschrift auf jedes Blatt, einschliefSlich Deck-
blatt.

Zugelassene Hilfsmittel: Ein handbeschriebenes DIN A4 Blatt (Vor- und Riicksei-
te) mit Inhalten Threr Wahl, Schreibstift, aber kein Bleistift, kein Tintenléscher.
Mobiltelefone sind verboten.

Bearbeiten Sie jede Aufgabe auf dem dafiir vorgesehenen Blatt (Vor- und Riicksei-
te). Wenn der Platz nicht reicht, steht Thnen am Ende der Klausur ein leeres Blatt
zur Verfiigung. Sollten Sie dieses Blatt benotigen, vermerken Sie das bitte bei den
betroffenen Aufgaben.

Alle Aussagen, die in der Vorlesung bewiesen wurden, diirfen Sie ohne Beweis ver-
wenden, wenn Sie sie zitieren.

Bei jeder Aufgabe sind maximal 5 Punkte erreichbar. Sie haben bestanden, wenn
Sie mindestens 10 Punkte erreichen.

Sie haben 120 Minuten Zeit.

Viel Erfolg!




Aufgabe 1. Die vier Seitenflichen eines fairen Tetraeders sind mit den Augenzahlen 0, 1,
2 und 3 beschriftet. Es wird so lange zufillig geworfen, bis zum ersten Mal die Augenzahl
“3” unten liegt. Die untenliegenden Augenzahlen werden addiert. Berechnen Sie die Varianz
dieser Augensumme.

Hinweise: Es ist zweckméafig, auf die Anzahl N der Wiirfe zu bedingen. Sie diirfen folgende
Formeln, die fiir [p| < 1 gelten, ohne Beweis verwenden:

— p N o, DPtDp
an - 27 an - 3
— (1-p) (I-p)




Aufgabe 2. Es seien (X,)nen 0} unabhéngige, auf dem Einheitsintervall [0, 1] gleichverteilte
Zufallsvariablen. Zeigen Sie: Mit Wahrscheinlichkeit 1 gilt n2X, ., < ZZ=1 X, fiir unendlich
viele n € N.



Aufgabe 3. Es sei t eine reelle Zahl mit 0 < t < 1. Weiter seien X und Y zwei unabhéngige
Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) mit den Verteilungen L£p(X) =
N(0,t) und Lp(Y) = N(0,1 —t), wobei N'(u, 0?) die Normalverteilung mit Erwartungswert
p und Varianz o2 bezeichnet. Zeigen Sie, daf§ eine bedingte Verteilung von X gegeben X +Y
P-fast sicher durch

PIX € AIX +Y]=N({tX +tY,t —t*)(4), A€ B(R)
gegeben wird.



Aufgabe 4. Anton und Berta spielen folgendes unfaire Gliicksspiel: Sie werfen immer wieder
eine faire Miinze. Erscheint “Kopf”, zahlt Anton zwei Euro an Berta, sonst zahlt Berta einen
Euro an Anton. Das Spiel wird abgebrochen, sobald Anton eine positive Spielbilanz hat,
d.h. sobald er kumuliert 1 Euro Gewinn gemacht hat. Wenn Anton niemals eine positive
Spielbilanz hat, wird unbegrenzt weitergespielt. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dafl
das Spiel nach endlicher Zeit abgebrochen wird.

Hinweis: Es empfiehlt sich, zunichst ein @ > 1 so zu finden, dafi (a*"),cy ein Martingal
beziiglich einer geeigneten Filtration ist, wobei X,, die Spielbilanz von Anton nach n Runden
bezeichnet.



Aufgabe 5. Es seien (X,,)neny unabhéngige, standardnormalverteilte Zufallsvariablen. Wir
definieren rekursiv: Yj := 0,

Y, =Y, + an{Yn—120} + Sign(Xn)l{Yn—1<0}7 (n €N \ {O})
wobei sign(X,) := 1{x,>0y — l{x,<0} das Vorzeichen von X, bezeichnet. Zeigen Sie: Die

Verteilung von Y,,//n konvergiert fiir n — oo schwach gegen die Standardnormalverteilung.
Hinweis: Es liegt nahe, den Zentralen Grenzwertsatz fiir Martingale zu verwenden.



