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Wahrscheinlichkeitstheorie:
Ubungsblatt 13

Falls nicht anders vermerkt, bezeichne (B(t)):>o die Brownsche Bewegung.

Tutoriumsaufgaben

Aufgabe T13.1 Sei & = (&1,. . .,&,) ein Gauflscher Vektor. Zeigen Sie, dass die Komponenten
&1,...,&, genau dann unabhéngig sind, wenn die Kovarianzmatrix ¥ Diagonalform besitzt.
Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass die gemeinsame Dichte von & gegeben ist

durch

1 1 - n
fg(:c):\/mexp (—2($—M)TE 1($—M)>7 z € R,

wobei 1= (pu1, -, pn) | mit g, = E[&].

Aufgabe T13.2 Ein Prozess (X (t))¢>0 wird Gaufscher Prozess genannt, falls fir alle n € N
und beliebige t; < to < ... < t, der Vektor (X (¢1),..., X (¢,)) eine multivariate Gaufivertei-
lung besitzt. Zeigen Sie: Ein stetiger Prozess (X (¢)):>0 ist genau dann Brownsche Bewegung,
falls

L] XO =0 f.S.,
o (X (t))t>0 ein GauBscher Prozess ist und

e E[X ()] =0 fiir alle t > 0 sowie Cov(X(t), X(s)) = s At fiir alle s, > 0.

Aufgabe T13.3 Ziel dieser Aufgabe ist es, B(t)/t 2% 0 zu zeigen.
(a) Begriinden Sie, warum (X]gn))OSkSQn mit
X" = B(t + 4) — B(0)

fiir beliebiges t > 0 ein Submartingal ist.
(b) Zeigen Sie fiir alle ¢ > 0 und A > 0 die Ungleichung

M) > 5) < L

(¢) Verwenden Sie die Stetigkeit von B, um fir alle ¢ > 0 und A > 0 zu folgern:
1
P( suwp |B#) - Bs) =) < .
t<s<t+1 A
(d) Folgern Sie lim; o, B(t)/t f.s.

Aufgabe T13.4 Definiere den Prozess Z = (Z(t))i>0 als Z(t) = tB(})1;50. Zeigen Sie, dass
Z wieder Brownsche Bewegung ist.



