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Wahrscheinlichkeitstheorie:
Übungsblatt 12

Falls nicht anders erwähnt ist ϕ eine maßerhaltende Transformation auf (Ω,F , P ), während
Xn(ω) = X(ϕnω) für n ∈ N0 mit einer Zufallsvariable X.

Tutoriumsaufgaben

Aufgabe T12.1
(a) Sei I = {A : ϕ−1A = A f.s.} die Menge aller invarianten Ereignisse. Zeigen Sie, dass I

eine σ-Algebra ist.
(b) Zeigen Sie: X ist I-messbar genau dann wenn X invariant ist, d.h. X ◦ ϕ = X f.s.

Aufgabe T12.2 Zeigen Sie, dass der Bernoulli-Shift (Bspl. D) ergodisch ist, indem Sie einen
Fourier-analytischen Ansatz ähnlich der Behandlung des Rotations-Beispiels C verwenden.

Aufgabe T12.3 Sei θ irrational. Zeigen Sie, dass {xn : n ∈ N0} mit xn = nθ mod 1 dicht
in [0, 1) liegt.

Aufgabe T12.4 Sei (Xn)n∈N0 die Irrfahrt auf einem zusammenhängenden Graphen G =
(V,E) (also (Xn)n∈N0 ∈ V N0 und P (Xn+1 = w | Xn = v) = deg(v)−11{{w,v}∈E}) in sta-
tionärer Verteilung π, also π(v) = deg(v)

2|E| . Sei weiterhin f : V → R eine Funktion mit∑
v∈V |f(v)|π(v) <∞. Zeigen Sie, dass

1
n

n−1∑
m=0

f(Xm) f.s., L1
−−−−→

∑
v∈V

f(v)π(v).
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Hausaufgaben

Aufgabe H12.1 Sei ϕ : Ω→ Ω eine beliebige messbare Abbildung. Zeigen Sie die Äquivalenz
folgender Aussagen:

(i) ϕ ist maßerhaltend;

(ii) für alle Y ∈ L1 gilt E[Y ] = E[Y ◦ ϕ];

(iii) für alle Y ∈ L2 gilt E[Y ] = E[Y ◦ ϕ].

Aufgabe H12.2 Adaptieren Sie den Beweis für den Birkhoffschen Ergodensatz für eine
Lp-Version, d.h. zeigen Sie: Sei X ∈ Lp mit p > 1. Dann gilt

1
n

n−1∑
m=0

X(ϕmω) Lp

−→ E[X|I].

Aufgabe H12.3
(a) Es gelte gn(ω)→ g(ω) f.s. für eine Folge messbarer Funktionen (g, g1, g2, . . .). Weiterhin

gelte E[supn∈N |gn|] <∞. Zeigen Sie, dass

1
n

n−1∑
m=

gm(ϕmω) f.s.−−−→
n→∞

E[g|I].

(b) Es gelte nun lediglich gn
L1
−→ g als Voraussetzung. Zeigen Sie, dass sich die Aussage

nun als Konvergenz in L1 ergibt.

Aufgabe H12.4 Wir setzen Sn =
∑n−1

k=0 Xk sowie An = Sn/n und Dn = max{A1, . . . , An}.
Zeigen Sie: Für α > 0 gilt

P (Dn > α) ≤ α−1E[|X|].
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