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Tutoriumsaufgaben

Aufgabe T11.1 Zeigen Sie: Ist X ∈ L1 und (Fn)n∈N eine Filtration, so ist (Mn)n∈N mit
Mn = E[X | Fn] ein Martingal.

Aufgabe T11.2 Es seien (ξn)n∈N unabhängige und zentrierte Zufallsvariablen mit reellen
Werten. Zeigen Sie mit dem Martingalkonvergenzsatz, dass die Endlichkeit von

∑
n∈N E[ξ2

n]
die fast sichere Konvergenz von

∑
n∈N ξn impliziert. Folgern Sie, dass die Reihe

∑
n∈N Zn/n

fast sicher konvergiert, wobei die Zn i.i.d. mit P (Z1 = ±1) = 1
2 .

Aufgabe T11.3
(a) Es seien (Xn)n∈N nichtnegative reellwertige Zufallsvariablen. Man definiere

D = {Xn = 0 für ein n ≥ 1}

und nehme an, es existiere eine Funktion δ, sodass E[1D|X1, . . . , Xn](ω) ≥ δ(x) > 0
für f.a. ω ∈ {Xn ≤ x}. Zeigen Sie mit Lévys Martingalkonvergenzsatz (H11.2), dass
P (D ∪ {limnXn =∞}) = 1.

(b) Sei Zn der Verzweigungsprozess aus H11.1 mit p0 > 0. Zeigen Sie, dass

P
(

lim
n→∞

Zn ∈ {0,∞}
)

= 1.
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Hausaufgaben

Aufgabe H11.1 Wir erinnern an den Galton-Watson-Verzweigungsprozess: Es sei (pk)k∈N0

eine diskrete Verteilung und (Xn,i)n∈N,i∈N eine Doppelfolge unabhängiger, identisch verteilter
Zufallsvariablen mit P (X1,1 = k) = pk sowie µ = E[X1,1]. Wir definieren Z0 = 1 und

Zn =
Zn−1∑
i=1

Xn,i, n ∈ N.

Insbesondere ist Zn = 0 falls Zn−1 = 0. Sei schließlich Fn = σ({Xk,i : k ≤ n, i ∈ N}) und
Wn = Zn/µ

n.
(a) Zeigen Sie, dass (Wn)n∈N0 bzgl. (Fn)n∈N0 ein Martingal ist.
(b) Sei µ < 1. Zeigen Sie, dass Wn fast sicher konvergiert und dass P (∃n ∈ N : Zn = 0) = 1.
(c) Sei nun µ = 1 und p0 > 0. Zeigen Sie, dass erneut P (∃n ∈ N : Zn = 0) = 1.

Aufgabe H11.2 (Lévys Martingalkonvergenzsatz) Sei (Fn)n∈N eine Filtration und
F∞ = σ(∪n∈NFn). Sei X ∈ L1. Zeigen Sie, dass

Yn := E[X | Fn] n→∞−−−→ E[X | F∞] f.s. und in L1.

Hinweis: Es mag hilfreich sein zu beobachten, dass ∪nFn ein ∩-stabiles System ist.

Aufgabe H11.3 Es seien (Zn)n∈N i.i.d. mit Z1 ∈ L1. Sei weiterhin θ eine von (Zn) un-
abhängige, integrierbare Zufallsvariable und Yn = Zn + θ. Zeigen Sie, dass

E[θ | Y1, . . . , Yn] f.s.−−−→
n→∞

θ.

Aufgabe H11.4 Sei (Xn)n∈N ein Martingal mit |Xn+1 −Xn| ≤M <∞. Setze

C = {Der f.s. Grenzwert von Xn existiert und ist endlich},
D = {lim inf

n
Xn = −∞, lim sup

n
Xn =∞}.

Zeigen Sie, dass P (C ∪D) = 1.

2


