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Wahrscheinlichkeitstheorie:
Ubungsblatt 10

Tutoriumsaufgaben

Aufgabe T10.1 Sei (X}, )nen eine Folge unabhéngiger, fairer Miinzwiirfe (d.h. X,, € {K, Z}).
(a) Sei T'=inf{n e N: X,,_1X,, = KZ}. Ist T eine Stoppzeit?
(b) Sei S =inf{n € N: X,,X,,41 = KZ}. Ist S eine Stoppzeit?

Aufgabe T10.2

(a) Essei 7:Q — NoU {400} eine Stoppzeit. Zeigen Sie fir alle n € No: {7 > n} € F,.
Diese Messbarkeit bedeutet, dass wir zu jedem Zeitpunkt entscheiden kénnen, ob das
Stoppen bislang ausgeblieben ist.

(b) Esseit:Q — NoU{+oo} eine Abbildung. Zeigen Sie, dass 7 genau dann eine Stoppzeit
beztiglich (F,)n>0 ist, wenn fiir alle n € Ny gilt: {7 <n} € F,.

(c) Es seien o und 7 Stoppzeiten beziiglich (Fy,)n>0. Zeigen Sie, dass dann auch (i) o A T,
(ii) o Vv 7, (iii) 0 + 7 Stoppzeiten sind.

Aufgabe T10.3 Es seien (Z,),en unabhingige, quadratintegrierbare Zufallsvariablen mit
E[Z,) = 0 fiir alle n € N und sei M, == (X7, Z)* — X¢_, E[Z?], n > 1, und zeigen Sie,
dass (Mp,)nen ein Martingal ist.

Aufgabe T10.4 Es seien (X,,)nen, und (Y )nen, Submartingale beziiglich einer gemeinsa-
men Filtration (Fy,)nen,. Zeigen Sie, dass auch (X, V Yy,)nen, €in (Fy)nen,-Submartingal
ist.



Hausaufgaben

Aufgabe H10.1 Es seien (X, ),en unabhéngig mit P(X, = £2") = § und M, =Y p_; Xj,
fiir n € N.

(a) Finden Sie die grobste Filtration, beziiglich der (My,)nen ein Martingal ist.

(b) Ist (X, )nen beziiglich dieser ein Sub- oder Supermartingal?

(¢) Erfiillt (M,), die Bedingung sup,,cy E[M,I] < cc?

(d) Konvergiert (M,,), f.s. gegen eine reellwertige Zufallsvariable?

Aufgabe H10.2 Es sei M = (M,,)nen, ein Submartingal und 7 eine Stoppzeit. Zeigen Sie,
dass M7 := (Mpar)nen, auch ein Submartingal beziiglich der gleichen Filtration ist. Folgern
Sie, dass die analoge Aussage im Falle eines (Super-)Martingals M gilt.

Aufgabe H10.3 Wir definieren die beziiglich einer Stoppzeit 7 gestoppte o-Algebra als
Fr={AeF|VneN: An{r <n} e F,}.

(a) Zeigen Sie, dass F; eine Unter-c-Algebra von F ist.
(b) Zeigen Sie, dass 7 beziiglich F, messbar ist.
(c) Es seien o und 7 Stoppzeiten, welche o < 7 erfiillen. Zeigen Sie: F, C F.

Aufgabe H10.4
(a) Essei M = (My)nen ein Martingal beziiglich einer Filtration (F,),cn. Zeigen Sie, dass
(E[M,])nen eine konstante Folge ist.
(b) Nun sei M ein Submartingal, sodass fiir alle n € N ein & > n mit E[M] < E[M;]
existiere. Zeigen Sie, dass M ein Martingal ist.



