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Tutoriumsaufgaben

Aufgabe T8.1 Seien (X,),en unabhéngig und identisch verteilt mit Erwartungswert p und
Varianz 0 < 02 < oo, und sei S, = X; + --- + X,,. Fiir @ € R sei

hn(a) = P(S, < an).

Bestimmen Sie h = lim,,_,so hy,.

Aufgabe T8.2 Gegeben sei ein unabhingiges A-Schema ((Xn’l)ﬁl)neN mit E[X,, ;] = pn,

und Var(X, ;) = 072%1 sowie s2 = ngl afl,l. Die Lyapunov-Bedingung fiir dieses A-Schema

besagt
kn

1
2752 B 1 Xns = g [H] = 0.
noog=1

36 > 0:

lim
n—oo
Zeigen Sie, dass die Lyapunov-Bedingung die Lindeberg-Bedingung impliziert.

Aufgabe T8.3 Seien (X,,)nen unabhéngige Zufallsvariablen mit X,, ~ Ber(p,,), wobei p,, €
(0,1) fir alle n € N. Zeigen Sie, dass das zugehorige zentrierte und normierte Dreiecksschema

((Yn,k’)zzl)neN mit
X, —E[X)]

Yn,k )
Vv Var (325 Xk)

die Lindeberg-Bedingung genau dann erfiillt, wenn 37,51 p(1 — pn) = oo.

Aufgabe T8.4 Seien (X,,)neny unabhingige Zufallsvariablen mit

1 1 1
p(Xn:i1):2<1—n2>, P(X, =4n)= —.

Zeigen Sie, dass (Xi/\/@n), ey 1<p<y Mit an = 3p_4(2 — k~2) ein zentriertes, normiertes,
unabhéngiges Dreiecksschema ist, aber

Z%%Xk i>J\/’(O l) (n — 00).



Hausaufgaben

Aufgabe H8.1 Sei (& )ren eine Folge von i.i.d. Zufallsvariablen mit Erwartungswert p und
Varianz o € (0, 00). Definiere

Xk =&k — 3&k+1 + Ekt2, Sn=>_ Xk, kmnel
k=1

(a) Berechnen Sie E[X}] und Var(Xy).
(b) Berechnen Sie fiir x € R den Grenzwert

lim p [ Se o nEX]
n—00 vnVar(X1) — )

Aufgabe H8.2 Es sei (X )ken eine beschrinkte Folge unabhéngiger Zufallsvariablen (d.h. es
existiert M > 0 sodass |X;| < M fur alle k) und S, = >.}_; X;. Es gelte weiterhin
> ken Var(Xy) = oco. Zeigen Sie, dass

Sp —E[Sn] 4
Var(S,,) n—oe

N(0,1).

Aufgabe H8.3 Sei (X})ken eine Folge an i.i.d. Zufallsvariablen mit E[X;] = 0, Var(X;) = 1.
Finden Sie Z, sodass

n
—3/2 d
n ;;—1: Xy —— Z.

Aufgabe H8.4 Sei (X})ken eine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen mit

P(Xpy=xk)=3k"  PXp=0=1-k",
wobei 5 > 0. Setze Sy, = > p_1 Xk
(a) Sei B > 1. Zeigen Sie, dass dann S,, fast sicher konvergiert.
(b) Sei B < 1. Zeigen Sie, dass dann eine Konstante ¢ = ¢(/3) existiert, sodass

Sn d
A2 o N(O1).

(c) Sei B = 1. Zeigen Sie, dass dann S, /n 4 7 , wobei Z die charakteristische Funktion

o(t) = z(t) = exp (/01 cos(at)) = 1 da:)

X

besitzt. Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis die folgende Aussage benutzen: Falls
— maxkgn ’ck,n’ n—>_oo> O,

n—oo
- ZZ‘L:l Ck.n ? )‘;
n
— SUDpen 2=t [Cka| < 00,
dann gilt TIR_1 (1 + cpp) 2 e

(d*) Bonus: Zeigen Sie den Hinweis aus Teilaufgabe (c).



