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Tutoriumsaufgaben

Aufgabe T4.1 Es werden zwei Punkte Punkte zufillig gleichverteilt und unabhéngig auf
dem Einheitskreis S; gewéhlt. Bezeichne Ys die Lénge des ldngeren Kreissegments von S,
welches keinen der beiden Punkte enthélt. Nun werden iterativ weitere Punkte (unabhéngig
und gleichverteilt auf S;) hinzugefiigt. Beschreibe Y, die Lange des langsten Kreissegments
bei n Punkten. Zeigen Sie, dass Y,, — 0 fast sicher.

Aufgabe T4.2 Es sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, wobei € hochstens abzihlbar
sei und F = 2. Zeigen Sie:

Aufgabe T4.3 Seien X, X1, Xo, ... nichtnegative, reellwertige Zufallsvariablen in £!. Zeigen
Sie:
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X, D X und E[X,)] "2 E[X] < X, L5 X.

Aufgabe T4.4 Seien X1, X, ... reellwertige i.i.d. Zufallsvariablen.
(a) Zeigen Sie:
(i) Ve >0: P(]X,| > en unendlich oft) =0 < E[|X1]|] < oc.
(ii) Ve >0: P(|X,| > en unendlich oft) =1 <= E[|X;|] = oc.
(b) Zeigen Sie, dass
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Hausaufgaben

Aufgabe H4.1 Sei (A;);en eine Folge unabhéngiger Ereignisse. Zeigen Sie
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Aufgabe H4.2 Es sei X, rekursiv wie folgt definiert: Sei Xo ~ Uy uniform auf [0, 1]
verteilt und fir n > 1 sei X, ~ Ujg x,,_,]- Zeigen Sie, dass %log X, fast sicher konvergiert
und bestimmen Sie den Grenzwert.

Hinweis: Nutzen Sie das starke Gesetz der groffen Zahlen.

Aufgabe H4.3 Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und M der Raum aller Zufallsva-
riablen
X :Q =R Fir X,Y € M definiere

d(X,Y) :_E{ X — V] ]

1+[X Y]

(a) Zeigen Sie, dass d(X,,, X) — 0 genau dann, wenn X, X )
(b) Zeigen Sie: Nennen wir X und Y dquivalent, falls X = Y f.s., so bilden die Aquiva-
lenzklassen auf M zusammen mit d einen vollstdndigen metrischen Raum.

Aufgabe H4.4 Es sei (X,)nen eine gleichgradig integrierbare Folge von Zufallsvariablen
und X € £'. Zeigen Sie, dass (X, — X),en gleichgradig integrierbar ist.



