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Wahrscheinlichkeitstheorie:
Ubungsblatt 3

Wir erinnern an folgende Definition aus der Stochastik:

Definition 1. Sei (X,,)nen eine Folge von Zufallsvariablen, X eine Zufallsvariable.

e Wir sagen, dass X,, — X fast sicher (und schreiben X, s X), falls

P(|X, — X| == 0) = 1.
o Wir sagen, dass X,, — X in Wahrscheinlichkeit (und schreiben X, Iox ), falls fiir

n—oo

allee >0: P(|X, — X|>¢) —— 0.

Tutoriumsaufgaben

Aufgabe T3.1 Seien {X;;}1<i<n,i<j<k, unabhingige Zufallsvariablen und f; : Rk — R
messbare Abbildungen. Zeigen Sie, dass auch {f;(X;1,..., Xir,) }1<i<n unabhéngig sind.

Aufgabe T3.2 Zeigen Sie: Zwei Ereignisse A und B sind genau dann unabhéngig, wenn die
zugehorigen Indikatoren 14 und 15 unabhéngig sind.

Aufgabe T3.3
(a) Es sei (Ag)ken die Folge der Ereignisse Ay = {Xj € By} auf einem Ereignisraum
(Q, F) fiir messbare By und Zufallsvariablen Xj. Gilt liminf,, o Ax € T7
Sei nun S,, = S°7_, X. Uberpriifen Sie, ob folgende Ereignissen in 7 liegen:
(b) {lim, o0 Sy, existiert},

(c) {limsup,,_ o, Sn > 0},
(d) {limsup,,_,., Sn/cn > x} fiir ein 2 € R und eine Folge ¢, mit ¢, ——— oo

Aufgabe T3.4 Zeigen Sie:
(a) X, 5 X = Ve>o0: P(sumen | X — X| > 5> n=oo
b) X, 2 x = Xx,5x.
(¢) Ist X, monoton fallend, so gilt X, Lx = x,5x
(d) X, 5 X, so existiert eine Teilfolge (n),)ren mit X, fs x.



Hausaufgaben

Aufgabe H3.1 Sei s > 1 und ((s) = > o2 ; n~* Weiter sei (2, F, P) ein W-Raum mit Q@ = N,
F = 2% und P gegeben durch

n—s

P({n})=——, neN.

"=

(a) Definiere fiir r € N das Ereignis A, = {n € N : n ist durch r teilbar}. Sei eine teiler-
fremde Folge 71, ..., 7, an natiirlichen Zahlen gegeben. Zeigen Sie, dass die Ereignisse

(A%, unabhingig sind.
(b) Definiere P, = {p € N : p ist Primzahl und p < n} sowie Poo = UpenPnr. Zeigen Sie

P({n € N : k% ist kein Teiler von n fiir alle k > 2}) = H (1—p%).
PEPoo

Aufgabe H3.2 Sei (2, F,P) = ((0,1),B((0,1)), x) mit dem Lebesgue-Mafi p. Definiere
Xn(w) = sin(2mnw) fir n € N. Zeigen Sie: Die X,, sind unkorreliert (d.h. E[X;X;] =
E[X;]E[X]] fiir ¢ # j), aber nicht unabhéngig.

Aufgabe H3.3 Sei (2, F, P) = ((0,1),8((0,1)), ) mit dem Lebesgue-Ma$ p. Sei

Yo (w) = ﬂ{l_anJ ist gerade}-

Zeigen Sie, dass die (Y, )nen eine unabhéngige, Bernoulli(1/2)-verteilte Folge an Zufallsva-
riablen sind.

Aufgabe H3.4 Es sei (X, )nen eine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen, die in Wahrschein-

lichkeit gegen X konverviert, also X, Lo X fiir n — oo. Zeigen Sie, dass X fast sicher
konstant ist.



