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Stochastik
Ubungsblatt 10: Lésungsskizzen

Aufgabe 10.1

(a) Q@ ={(w1,...,wn) w; € [n],w; #w;}, F =P(Q), P =Ug.
Also w; < k < i-te gezogene Kugel weif3.

(b) Mit f(z) = Lipepy(z) gilt A = {w € Q: 377, f(wi) =1}
(c) Mit |2] =n!/(n —m)! und |A| = (’;) ("_k)m! gilt

puay - DL

(d) Q@ ={(wy,...,wm) : w; € [n]}, F =P(Q), P =Uq. Ereignis A; ist beschrieben wie
oben. Aber |Q| = n™ und |A;| = (7)k'(n — k)™, und somit

r= (1) (2) (454)
Aufgabe 10.2

Q={(Z)" : Z; <nV¥i,y ;" Z; =n},F = P(Q), P = Ug. Die Verteilung der Anzahl
zerstorter Basenpaare iiber alle Abschnitte ist hypergeometrisch, fiir einen einzelnen Wert
Z; erhalten wir
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Fiir grofles IV gilt approximativ, dass P(Z; = k) >~ B, 1 (k), die Z; also binomialverteilt
sind. Durch die Motivation der Poisson-Verteilung wissen wir bereits, dass B, 1 — Poiy

P(ZZ — k) — . ]l{ogkgn}(k)

TL,m
fir n — oo und n/m — A. Da sowohl n als auch N recht grof§ sind, lasst sich eine
Approximation durch eine Poisson-Verteilung rechtfertigen.

Aufgabe 10.3
Fiir X ~ exp(\) gilt P(X <) =1— Ae™**. Damit folgt

P(X >x+t) e Mot
PR zottiX 20 =—prs0y = o™

=eM=P(X >1).




Nehme nun an, X ist gedéchtnislos. Setze g(z) := P(X > z). Fiir z,y > 0 gilt dann
gl +y) = P(X 2z +ylX 2 y)P(X 2 y) = g(x)g(y).

Wiederholtes Anwenden liefert g(1) = g(1/n)™ fiir alle n € N. Da X nur positive Werte
annimmt, gibt es ein n € N mit ¢g(1/n) > 0 und mit voriger Beobachtung folgt daraus
auch g(1) > 0. Withle nun A > 0 so, dass g(1) = e=*. Nun gilt fiir beliebige p, ¢ € N, dass

9(p/a) = g(1/q)" = g(1)"/,

e~ fiir alle r € Qso. Aufgrund der Stetigkeit der Verteilung von X
-z
=e 7,

und somit g(r) =
folgt daraus g(x)

Aufgabe 10.4

Nach dem SGgZ gilt S,, — 0 fast sicher und damit insbesondere auch S,, — 0 =: S,
in Verteilung, also F'(z) := Fs_(x) = Ly>ey(z). Damit gilt fiir alle u € (0,1) folglich
qr(u) = 0.

Aufgabe 10.8

Fiir d = 2 erhalten wir SRW auf Z, welcher rekurrent ist. Sei also d > 3 und Xy = z. Wir
betrachten (X,,)nez, , den Abstand zu x zum Zeitpunkt n. Da T} ein Baum ist, gibt es fiir
jeden Knoten einen eindeutigen Pfad zu x und jeder Knoten y hat somit einen eindeutigen
Abstand zu z (der RW auf T} ist damit auch irreduzibel). Dann ist (X,,) eine irreduzible
Markovkette auf Z, mit Ubergangsmatrix #(0,1) = 1 sowie #(a,a + 1) = (d — 1)/d und
7(a,a — 1) = 1/d fiir alle a € N.

Anschaulich ldsst sich (X,,) durch Vereinfachung von T} erreichen, indem alle Knoten
mit gleichem 2-Abstand zu einem einzigen Knoten kontrahiert werden (die Ubergangsma-
trix 7 bleibt so erhalten).

Nun gilt X, > Y, wenn (Y},)nez, der Random Walk auf Z mit Ubergangswahrschein-
lichkeiten (d — 1)/d nach rechts und 1/d nach links und Start in Null ist (Coupling).

Es bleibt zu zeigen, dass Y,, einen Drift nach rechts besitzt. Mit dem starken Gesetz
der grofien Zahlen und E[Y,, ;1 —Y,] = (d —2)/d =: p > 0 gilt, dass Y,,/n — p f.s. fur
n — 0o. Mit der Chernoff-Abschétzung gilt

o0 E[Y]
P(Y, 1-0EY,)) < | —— .
o< (-0 < (55
Setzen wir § = 1/2, so erhalten wir
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pn:—P(Yn<%)§< —) =a"

e

fiir o = (2/€)*? < 1. Doch p, ist sicherlich eine obere Schranke fiir eine Riickkehr zur
Null zum Zeitpunkt n, weswegen fiir die Green-Funktion gilt, dass

G(0,0) < Za” < 00,

n>0

und somit der Random Walk auf T, transient fiir d > 3 ist.



