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Aufgabe 8.1

(a) Sei X eine normalverteilte Zufallsvariable zu Parametern p,o? — fiir die Dichte f
von X gelte also
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fiir z € R. Bestiitigen Sie, dass in der Tat E[X] = x4 und Var(X) = o2

(b) Seien Xi,...,X, i.id. (unabhéngig, identisch verteilt) mit Xy ~ N, ,2. Zeigen Sie,
dass Y := % >, X; wieder normalverteilt ist. Bestimmen Sie Erwartungswert und
Varianz von Y.

Aufgabe 8.2

Geben Sie eine Folge von identisch verteilten Zufallsvariablen in £2 an, fiir welche weder
das (schwache oder starke) Gesetz der grofen Zahlen noch der zentrale Grenzwertsatz
gilt.

Aufgabe 8.3

Ein schweres Teilchen bewege sich in vorgegebener Richtung durch den Raum und erfahre
von leichteren Teilchen durch zufillige Sto8e pro Zeiteinheit eine zufillige Geschwindig-
keitsumkehr, d.h. fiir seine Ortskoordinate (mit vorgegebener Richtung) zur Zeit t gelte
X, = ZEI Vi mit unabhéngigen Geschwindigkeiten V;, wobei P(V; = +1) = 1/2. Geht
man zu makroskopischen Skalen {iber, so wird das Teilchen zur Zeit ¢ beschrieben durch
die Zufallsvariable Bt(e) = /eXy/., wobei € > 0. Bestimmen Sie den Verteilungslimes B,

von Bt(s) fiir e — 0 sowie dessen Verteilungsdichte o;. Verifizieren Sie, dass diese Dichten
mit einer geeigneten Diffusionskonstanten D > 0 die Warmeleitungsgleichung
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erfiillen.



Aufgabe 8.4
Seien X und (Xn)peN Zufallsvariablen auf einem gemeinsamen W-Raum mit Werten in
7. Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

(a) X, -5 X.
(b) lim, e P(X, = k) = P(X = k) fiir alle k € Z.

Aufgabe 8.5

(a) Zum Zeitpunkt Null enthalte eine Urne r rote und w weifle Kugeln, wobei r, w € N.
Zu jedem Zeitpunkt n € N wird zuféllig eine Kugel aus der Urne gezogen und zusam-
men mit einer weiteren Kugel derselben Farbe in die Urne zuriickgelegt. Dies ist das
sogenannte Polyasche Urnenmodell. Fiir n € N definieren wir X,, := (Xfll),Xf)),
wobei X" bzw. X{? die Anzahl der roten bzw. weifien Kugeln in der Urne nach n
Ziigen angibt. Zeigen Sie, dass der stochastische Prozess (X;)icz, eine Markovkette
ist. Geben Sie Zustandsraum und Ubergangsmatrix an.

(b) Sei nun Y, := X" die Anzahl roter Kugeln in der Urne nach n Ziigen. Ist (Y)iez,
eine (stationére) Markovkette?



