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Aufgabe 7.1

(a) Sei (Xn)n∈N eine Folge unabhängiger Bernoulli-verteilter Zufallsvariablen mit
P (Xn = 1) = 1

n
für n ∈ N. Zeigen Sie, dass Xn → 0 stochastisch.

(b) Geben Sie ein Beispiel an, welches aufzeigt, dass aus stochastischer Konvergenz im
Allgemeinen nicht fast sichere Konvergenz folgt.

Aufgabe 7.2
Sei X eine Zufallsvariable mit E[X] = 1 und Var(X) = 0. Zeigen Sie, dass P (X = 1) = 1.

Aufgabe 7.3
Sei X eine Zufallsvariable und seien a, t > 0.

(a) Zeigen Sie

P (X ≥ a) ≤ e−atE[etX ].

(b) Sei Y ∼ N0,1. Folgern Sie

P (Y ≥ a) ≤ e−a
2/2.

(c) Vergleichen Sie diese Abschätzung mit jener, die sich aus der Chebyshev-Ungleichung
ergibt. Welche ist für große a besser?

Aufgabe 7.4
Sei f stetig auf [0, 1]. Seien X1, . . . , Xn unabhängig und gleichverteilt auf [0, 1]. Zeigen
Sie, dass für große n der durchschnittliche Funktionswert In := 1

n

∑n
i=1 f(Xi) fast sicher

als Näherung für das Integral I =
∫ 1

0
f(x)dx verwendet werden kann.

Aufgabe 7.5

(a) Zeigen Sie, dass aus L1-Konvergenz stochastische Konvergenz folgt. In anderen
Worten: Seien (Xn)n∈N, X Zufallsvariablen mit limn→∞ E[|Xn − X|] = 0. Zeigen
Sie, dass limn→∞ P (|Xn −X| ≤ ε) = 1 für alle ε > 0.

(b) Seien (Xn)n∈N, X Zufallsvariablen. Zeigen sie, dass

lim
n→∞

E[|Xn −X| ∧ 1] = 0 ⇐⇒ ∀ ε > 0 : lim
n→∞

P (|Xn −X| ≤ ε) = 1.

(Hierbei bezeichnet
”
∧“ das Minimum.)
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