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Aufgabe U-1.

a) Die Frage wird leichter, wenn man erkennt, dafl U der Losungsraum des homogenen linearen
Gleichungssystems mit der Koeffizientenmatrix

A=(1 1 ... 1) eR™™
ist. Da offensichtlich Rang(A) = 1 ist, folgt dim(U) = n — Rang(A) =n — 1.

b) Der Schnitt zweier implizit gegebener Untervektorraume ergibt sich durch Kombinieren der beiden
zugehorigen Gleichungssysteme; da U’ der Losungsraum des Gleichungssystems mit der Koefhzi-

entenmatrix
1
B=(a a ... a,) €R"

ist, ergibt sich entsprechend, daff U N U’ der Losungsraum des Gleichungssystems mit der Koeffi-

/Ay (11 .1 o
C_<B)_(a1 as ... an)ER

ist. Um ihren Rang zu bestimmen, bringen wir sie auf Zeilenstufenform und erhalten die Matrix

o ool <1 1 1 )
0 aa—a; ... a,—a

Nun gibt es zwei Moglichkeiten:

zlentenmatrix

e Sind alle a; identisch, also a; = ay = ... = a,, so gilt Rang C' = 1, so dal dim(U N U’) =
n — Rang(C) =n — 1ist.
(Dies ist auch nicht iiberraschend, denn sind alle a; identisch, so ist offenbar U’ = U.)

e Sind nicht alle a; identisch, so gibt es ein ¢ mit a; # a4, also a; — a; # 0, und dann ist

Rang(C) = 2, also dim(U N U’) = n — Rang(C) =n — 2.

Aufgabe U-2.

a) Die Dimensionsformel lautet dim(W; +Ws) +dim(W;NWs) = dim(W; ) 4+ dim(W3) (natiirlich
sind auch beliebige dquivalente Umstellung dieser Gleichung moglich).

b) Im angegebenen Fall lautet die Dimensionsformel dim (W5 + Ws) 4+ dim(W; NW3) = 3+ 3 = 6.
Die Maoglichkeiten sind nun dadurch begrenzt, daff Wy + W5 und Wy N W5 als Untervektorraume
von R jeweils eine Dimension zwischen 0 und 5 haben miissen; aulerdem gilt dim (1, N Wy) <

d1m(W1 + Wz), daW;NWy C Wy + W, ist.

Allein diese rechnerischen Uberlegungen reduzieren das Feld auf insgesamt drei Moglichkeiten, die
alle tatsichlich auch eintreten:



e dim(W; N W3) = 1 (und entsprechend dim(W; + Wy) = 5).
Dies ist beispielsweise der Fall fiir W1 = (e1, €2, e3) und Wy = (es, e4, €5), denn es ist nicht
schwer nachzurechnen, daf§ dann Wy N W5 = (e3) ist. (In einer Staatsexamenspriifung sollte
das dann sicherheitshalber auch mit dem iiblichen Rechenverfahren nachgewiesen werden.)

o dim(W; NWy) = 2 (und entsprechend dim(W; + Wy) = 4).

Dies ist beispielsweise der Fall fiir W] = (e, eq, e3) und Wy = (ey, €3, €4), denn dann ist

W1 N W2 = <€2, 63>.
o dim(W; N Wy) = 3 (und entsprechend dim(W; + W) = 3).
Dies ist beispielsweise der Fall fiir W7 = Wy = (eq, e, €3).

Aufgabe U-3. Bei unserem jetzigen Kenntnisstand muf§ man den Rang fiir jede der vier Matrizen aufs
Neue berechnen (und auch spiter wird es nicht viel besser, siche unten). Ich gebe nur die Ergebnisse an:
Man erhilt zunichst

18 24 6 <101 o
A-B= |35 47 -11 sowie B-A=
53 71 —17 00 00
8 19 11 21
und dann, mit einer der besprochenen Methoden zur Berechnung von Ringen, Rang(A) = 2,

Rang(B) = 2, Rang(A-B) =2 und Rang(B-A) = 1. (Letzteres kann man natiirlich oh-

ne Rechnung sofort sehen.)

Im Allgemeinen it sich der Rang von A - B nicht allein aus den Riingen von A und B berechnen. Es gibt jedoch
die Abschitzung Rang(A - B) < min(Rang(A), Rang(B)), die sich zusammenfassen lif¢t in der Merkregel: ,Durch
Multiplizieren von Matrizen werden Ringe niemals grofler. Dies kann man mit den folgenden Uberlegungen einsehen:

e Die Spalten einer Produktmatrix A - B sind jeweils Linearkombinationen der Spalten der Matrix A. (Man mache
sich das klar!) Das beweist Spaltenraum(A - B) C Spaltenraum(A) und damit

Rang(A - B) = Spaltenrang(A - B) < Spaltenrang(A) = Rang(A).

e Die Zeilen einer Produktmatrix A - B sind jeweils Linearkombinationen der Zeilen der Matrix B. (Man mache sich
das klar!) Das beweist Zeilenraum(A - B) C Zeilenraum(A) und damit

Rang(A - B) = Zeilenrang(A - B) < Zeilenrang(B) = Rang(B).

Aufgabe U-4.

a) Da spiter auch nach dem Rang der Matrix gefragt wird, formen wir sie mit Zeilenumformungen
um. (Vorsicht: Beim Vertauschen zweier Zeilen wechselt die Determinante das Vorzeichen, und
beim Multiplizieren einer Zeile mit einem Faktor pflanzt sich dieser Faktor auch in die Determi-
nante hinein fort. Beides wiirde uns aber hier nicht stéren, weil wir nur wissen wollen, wann die
Determinante null ist.)

a 1 b 2 1 1 1 1
Ay = 0 0 ¢ 3 ~ 0 1—-a b—a 2—a
@e 1 111 0 0 1 1
0 0 11 0 0 0 3—c

Die so erhaltene obere Dreiecksmatrix hat die Determinante (1 — a) - (3 — ¢) (da wir, wenn man
genau mitgezihlt hat, dreimal Zeilen vertauscht und keine Zeilen mit Faktoren multipliziert haben,
ist diese Zahl das Negative der Determinante von A, ). Es ist also genau dann det(A,;.) = 0,
wenn @ = 1 oder ¢ = 3 ist.



b) Soll die Matrix den Rang 3 haben, so darf sie nicht invertierbar sein, d.h. ihre Determinante mufd
verschwinden. Wir miissen also nur unter den in a) erhaltenen Fillen @ = 1 bzw. ¢ = 3 suchen.

e Ista = 1, so kann man die in a) erhaltene Umformungsmatrix weiter umformen:

1 111 1
001 1
000 2-0b
000 3—c

1 1
0 b—1 1
0 1

o OO =
S = |

0 3—c¢

Diese Matrix hat nun den Rang 3, wenn nicht gleichzeitig b = 2 und ¢ = 3 ist.
e Ist ¢ = 3, so kann man die in a) erhaltene Umformungsmatrix weiter umformen:
1 1 1 1
0 1—a b—a 2—a
0 0 1 1
0 0 0 0

Hier gibt es nun zwei Unterfille: Ist @ # 1, so hat die Matrix den Rang 3. Ist aber a = 1,
so muf$ man weitersehen. (Es ist nicht gesagt, daf$ die Matrix dann Rang 2 hat, weil sie dann
nicht in Zeilenstufenform vorliegt!) Wir konnen uns diese Arbeit aber sparen, weil wir den

Fall @ = 1 schon erschépfend behandelt haben.

Zusammenfassend ist genau dann Rang(A,;.) = 3, wenn

(a=1 N b#2)
oder (a=1 N c#3)
oder (a#1 N ¢=3)
gilt.
Alternative Argumentation: Ein Blick auf die unteren beiden Zeilen der Matrix zeigt, dafl der
Rang mindestens den Rang 2 ist, und es gilt genau dann Rang(A,;.) = 2, wenn die beiden
oberen Zeilen im von den unteren beiden Zeilen erzeugten Untervektorraum von R'** enthalten
sind. Dieser besteht jedoch, wie man leicht sehen kann, aus allen Zeilen, bei denen sowohl die

vorderen beiden als auch die hinteren beiden Eintrige jeweils identisch sind. Also ist genau dann

Rang(Aupe) =2, wenna =1,b=2und ¢ = 3 gilt.

In a) haben wir aber (wenn man so will) gezeigt, dafl genau dann Rang(A,;.) = 4 gilt, wenn

a # 1 und ¢ # 3 gilt.
In allen anderen Fillen hat die Matrix Rang 3, also genau dann, wenn
weder (a#1 N ¢#3)
noch (a=1 N b=2 AN c¢=3)
gilt.
Dafl dieses Resultat identisch ist mit unserem oben gewonnenen Resultat, kann man entweder mit

langer Griibelei oder formalem Umformen von Aussagen nachzuvollziehen versuchen; einfacher
diirfte es jedoch sein, eine Wahrheitstafel fiir die drei Aussagen

A:a=1%,
B:,b=2",
C:,c=3°

zu betrachten.



