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Grundlagen der Mathematik II

Losungsvorschlag zum 2. Tutoriumsblatt

Aufgabe 1.

a) Die Additions- und Multiplikationsoperationen in Z; ererben sich von der iiblichen Addition und
Multiplikation in Z; Restklassen werden also addiert bzw. multipliziert, indem man ihre (im Prinzip
beliebig zu wihlenden) Vertreter addiert bzw. multipliziert. Dies liefert zunichst die folgenden

Verkniipfungstafeln:
+10 1 23 4 5 6 /01T 2 3 4 5 6
0/0 1 23 4 5 6 0j0 0 0 0 0 0 O
1/1 23 4 5 6 7 110 1T 2 3 4 5 6
212 3 45 6 7 8 210 2 4 6 8 10 12
53!13156 7 8 9 " 35036 0 12 B B®
4145 6 7 8 9 10 410 4 8 12 16 20 24
5/5 6 78 9 10 11 5/0 5 10 15 20 25 30
6/6 0 8 9 10 11 12 6/0 6 12 18 24 30 36

Nun gilt aber 7 =0,8 = 1 usw. in Z7, und es ist sinnvoll, zur Benennung von Elementen von
Z tatsichlich nur die sieben Bezeichnungen 0,1, .. .,6 zu verwenden. Damit erhalten die oben
angegebenen Verkniipfungstafeln die folgende Gestalt, die den Vorteil hat, dal die Eintrige der
Tabelle nur Symbole enthalten, die auch in den Zeilen- und Spaltenbeschriftungen auftauchen:
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Erst an dieser Form der Verkniipfungstafeln kann man beispielsweise direkt ablesen, dafl der Ring
Z7 tatsichlich ein Kérper ist (denn jede Zeile der Multiplikationstafel auf8er der Nullzeile enthilt
einmal 1).

Die Losungen der weiteren Teilaufgaben kann man nun anhand der Multiplikationstafel von Z7 ablesen:

b) Das Element @' ist das eindeutig bestimmte Element mit @ - @~ = 1; anhand der Multiplikati-
onstafel ergibt sich:
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(Es wurde also in der Zeile @ die Position des Eintrags 1 gesucht; diese liefert den Wert von a L)



c)

d)

Dies funktioniert dhnlich wie in b) (wo wir ja im Prinzip die Gleichung @ - x = 1 gelost haben).
Ein Blick in die Multiplikationstafel zeigt, dafy x = 2 die einzige Losung der Gleichung 5.2=3

ist. — Alternativ kann man auch die Gleichung auflssen und direkt rechnen:

5.2=3 (Auflésen nach x ...)
— z=5"'.3 (Nachschlagen unter b) .. .)
= r=3-3 (Nachschlagen in der Multiplikationstafel . . . )
= =2

Auf die gleiche Art ergibt sich fiir die Gleichung 4 - = 2 in Z7 die einzige Losung = = 4.

Die Quadrate in Z7 sind die Eintrige auf der Hauptdiagonalen (also der von Nordwest nach Siidost
verlaufenden Diagonalen) der Multiplikationstafel. Hier tauchen nur die Werte 0, 1, 2 und 4 auf,
und zwar gilt genauer:

e Die Gleichung 22 = 0 hat nur die Lésung = = 0,

e die Gleichung #? = 1 hat die Losungen 2; = 1 und 5 = 6,

e die Gleichung x? = 2 hat die Losungen 71 = 3 und 7o = 4, und

e die Gleichung #? = 4 hat die Losungen z; = 2 und x5 = 5.
Die Gleichungen 22 =3, 22 = 5 und 22 = 6 besitzen keine Losungen.

Fiir Interessierte: Die Frage, welche Elemente des Korpers Zj, (p > 2 eine Primzahl) Quadrate sind und welche
nicht, ist kompliziert, und sie hat die Mathematiker lange beschiftigt. Das Element 0 ist immer ein Quadrat
(denn 0 = 0°); von den iibrigen p — 1 Elementen sind stets genau die Hilfte Quadrate. Welche dies jedoch sind,
ist schwieriger zu sagen; die Antwort liefert das berithmte Quadratische Reziprozititsgesetz von LEONHARD EULER
(1707-1783) und CarL FriepricH Gauss (1777-1855).

Aufgabe 2.
a) In der angegebenen sechselementigen Gruppe ist beispielsweise
b+b+b+b+b+b=0b+b)+(b+b)+(b+b) =d+d+d=b+d=0.
und
etet+etetete=(et+e)+(ete)+(e+e)=b+b+b=d+b=0.
b) Da laut Vorlesung in jeder Zeile jedes Element der Gruppe genau einmal vorkommyt, stehen in jeder

c)

Zeile der Gruppentafel genau die gleichen Elemente, nur in jeweils verschiedener Reihenfolge. Da
wir in einer abelschen Gruppe arbeiten, ist die Summe all dieser Elemente also stets die gleiche.
(Nebenbei: In einer nicht-abelschen Gruppe wire nicht einmal klar, was mit ,der Summe* der
Elemente gemeint sein soll.)

Wenn wir, wie vorgeschlagen, die Elemente von G mit a4, ..., a, bezeichnen (wobei dann im
tibrigen eines dieser Elemente mit 0 und eines mit dem uns interessierenden Element g identisch
sein wird), gilt nach b):
Summe der Elemente der g-Zeile = Summe der Elemente der 0-Zeile
— (g+a)+@+a)+...+(g+a,) =a1+as+...+a,
— (a1—|—a2+...+an)+g+g+...+g:a1+a2+...+an

n Summanden

— gtg+...+g=0

n Summanden



Aufgabe 3.

a) Esist(1+1)-(1+1)=1-(141)+1-(14+1) =141+ 1+ 1, und der Satz von Euler-Fermat
fiir die vierelementige abelsche Gruppe (K, +) besagt, daff dieser Ausdruck den Wert 0 hat.

b) Wir haben in a) gezeigt, dafl (1+1)% = 0 ist. In einem Korper folgt aber aus 22 = ( bereits x = 0,
denn Korper sind nullteilerfrei (aus x - y = 0 folgt, falls nicht schony = Oist, z = z -y -y~ ! =
0-y ' =0,alsox =0.) Also muf 1 + 1 = 0 sein.

¢) Da 0 das neutrale Element der Addition ist, und wir bereits 1 + 1 = 0 bewiesen haben, erhalten
wir folgendes Fragment einer Verkniipfungstafel:

+10 1 a b
00 1 a b
1(1 0 7 7
ala 7
b|lb 7

Um die Fragezeichen loszuwerden, verwenden wir, dafl in jeder Zeile und jeder Spalte einer Grup-
pentafel (man beachte, daf} (K, +) eine Gruppe ist!) jedes Element der Gruppe genau einmal
auftaucht. Die Fragezeichen miissen also jeweils fiir a bzw. b stehen. Wire nun aber a + 1 = a, so
wiirde 1 = 0 folgen, und das kann nicht sein.! Also mufl @ + 1 = b sein, und damit bleibt nur die

folgende Moglichkeit:
+10 1 a b
0/0 1 a b
111 0 b a
ala b
b|lb a

d) Esiste+x=x-14+x-1=z-(1+1)=2-0=0 firalle z € K. Damit kénnen wir die
Additionstafel um zwei Eintrige erginzen:

+10 1 a b
0/0 1 a b
111 0 b a
ala b 0 7
blb a 7 0

Die beiden verbliebenen Fragezeichen ergeben sich nun wieder aus der Regel, dafl jede Zeile und

jede Spalte jedes Element des Korpers einmal enthilt: Sie miissen also beide fiir 1 stehen, so daf3
sich die Additionstafel

+10 1 a b
010 1 a b
111 0 b a
ala b 0 1
blb a 1 0

ergibt.

!Alternative Begriindung: Wire a 4+ 1 = a, so miifite das verbleibende Fragezeichen in der zweiten Zeile bzw. Spalte mit b
gefiillt werden, und das wiirde b + 0 = b + 1 implizieren, was nicht sein kann.



Man beachte, daf§ sich diese Additionstafel von derjenigen des Ringes Z4 unterscheidet! Es lohnt sich erfahrungs-
gemif3, klarzustellen: Es gibt einen Korper mit vier Elementen — und wir erarbeiten in dieser Aufgabe, wie er

aussehen mufd —, er hat jedoch nichts mit dem ebenfalls vierelementigen Ring Z4 zu tun!.

e) Da in der Vorlesung bewiesen (und auch in diesen Losungsskizzen schon mehrfach verwendet)
wurde, daf in jedem Korper 0-2 = 0 fiir jedes « gilt, und 1 das neutrale Element der Multiplikation
ist, kann man das folgende Fragment der Multiplikationstafel unmittelbar anschreiben:

SN~ O
o OO OO
SR = O
2 O
> O o

Zum Vervollstindigen hilft die Tatsache, daf§ (/K \ {0}, -) eine abelsche Gruppe sein muf$: Verges-
sen wir die 0-Zeile und -Spalte, so muf$ also jedes der drei Elemente 1, a, b in jeder der verbleiben-
den Zeilen und Spalten einmal auftauchen. Wir miissen also nur kliren, ob a®> = 1 oder a®> = b
ist. Im ersten Fall wiirde sich dann aber zwangsliufig das folgende Bild ergeben:

SR = O

S O O OO

SR = Ol
S o O o
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Dies kann nicht richtig sein, weil sich damit in der letzten Zeile/Spalte doppelte Eintrige (und
gleichzeitig damit zwangsliufig fehlende Elemente) ergeben. Also muf3 a? = b sein, und es ergibt
sich die Multiplikationstafel

SR = O
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Bemerkung. In dieser Aufgabe haben wir nicht bewiesen, daf§ es einen Kérper mit vier Elementen gibz! Stattdessen haben
wir gezeigt: Wenn es einen solchen Kérper gibt, dann sehen seine Additions- und Multiplikationstafeln aus wie angegeben.

Zum Nachweis der Existenz eines vierelementigen Korpers miifSte man nun noch verifizieren, daf§ durch die angegebenen
Additions- und Multiplikationstafeln eine Struktur definiert wird, die alle Axiome eines Korpers erfiillt. Insbesondere
wire also die Giiltigkeit des Distributivititsgesetzes zu zeigen, und wir haben schon im letzten (5. Tutoriums- und 5.
Ubungsblatt) gesehen, wie miihevoll das ist.

Zum Gliick gibt es abstrakte Verfahren, um die Existenz eines vierelementigen Kérpers mit weniger Rechenaufwand nach-
zuweisen (die jedoch in unserer Vorlesung keine Rolle spielen werden). Das definitive Resultat, das im Wesentlichen von
EvarisTe Gators, 1811-1832, stammt, lautet: Es gibt genau dann einen Kérper mit n Elementen, wenn n eine Potenz
einer Primzahl ist, und die Verkniipfungstafeln dieses Korpers sind dann (bis auf eventuelle Umnumerierung der Elemente)

schon eindeutig bestimmt.



Aufgabe 4. Die binomische Formel liefert
P
(a+0b)P = (p) abP".
n=0 n

Nun haben wir in Aufgabe 2 ¢) vom 1. Ubungsblatt gezeigt, dafl die Binomialkoeffizienten (fL ) fiir1 <
n < p allesamt durch p teilbar sind. Wir zerlegen die Summe in den (groflen) Teil, der von dieser Regel
erfa$t wird, und einen (kleinen) Restteil:

p—1
P _ P P\ npp-—n
(a+b) a+bp+;<n)abp .

Wenn wir nun von dieser Gleichung ganzer Zahlen zu Restklassen in Z,, iibergehen (also ,Querstriche
tiber alles setzen®), fillt das gesamte Summenzeichen weg, denn jeder seiner Summanden enthilt einen
Faktor p, der also in Z,, zu null wird, und das bedeutet

p—1
@+b)P=a"+0 + ) (p)a"l_)”_" =@+,
n
n=1

wie behauptet.



