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Partitionen und der Pentagonalzahlensatz

Fiir eine natiirliche Zahl n > 1 bezeichnen wir mit p(n) die Anzahl der Partitionen von n in ver-
schiedene Summanden. Jede solche Partition laf3t sich durch ihr Ferrers-Diagramm darstellen:

Dabei driickt sich die Verschiedenheit der Summanden in der Partition dadurch aus, daf die
Lange der Zeilen des Diagramms von oben nach unten nicht nur monoton, sondern sogar strikt
monoton abnimmt; wir wollen diese Eigenschaft als Zulissigkeit eines Ferrers-Diagramms be-
zeichnen. Zu jeder Partition n = a; + - - - + aj, von n mit dem Ferrers-Diagramm F' bezeichnen
wir mit k = k(F") die Anzahl der Summanden der Partition, also die Anzahl der Zeilen von F'.

Fixieren wir nun die Zahl n, und bezeichnen wir mit .%,, die Menge aller Ferrers-Diagramme
von Partitionen von n in lauter verschiedene Summanden. Dann ist |.% | = p(n). Definieren wir
die Teilmengen

FI:={F € %, |k(F) gerade}
und F#) = {F € %, | k(F) ungerade} ,
die den Partitionen von n in geradzahlig bzw. ungeradzahlig viele verschiedene Summanden
entsprechen, und setzen wir p, (n) := |.7 | sowie p,,(n) := |.7¢|. Dann ist also p,, (n)+p, (n) =
p(n).

Satz (Eulerscher Pentagonalzahlensatz). Fiir jedes n > 1 ist

K  k-(3k+1)
(=1)%  fallsn = ===,

0 sonst.

Py(n) = pu(n) = {



Der Name des Satzes erklért sich daraus, daf$ die Zahlen der Form %k: (3k=+1) als Pentagonalzah-
len bekannt sind; mit ihnen lif3t sich u.a. berechnen, wieviele Karten zum Bau eines Kartenhauses
benotigt werden. ..

Eine Anwendung: Die Rekursionsformel fiir Partitionszahlen

Zur Motivation skizzieren wir eine Anwendung des Pentagonalzahlensatzes: Zur Partitionsfunk-
tion p(n) (die die Anzahl der Partitionen von n in nicht notwendig verschiedene Summanden
angibt) betrachten wir ihre sogenannte erzeugende Funktion, also die Potenzreihe

F = Zp(n)x”
n=0

(die man sich, zur Umgehung von hier eigentlich irrelevanten Konvergenzfragen, als formale
Potenzreihe denken kann!). Es ist nicht schwer einzusehen, daf}

n>1

gilt.? Daraus folgt aber fiir die Funktion & := % die Beziehung

s= =TI =143 @m0 - 5"m) ",
n=1

n=1

denn beim Ausmultiplizieren des Produkts in der letzten Gleichung erhalten wir einen Summan-
den vom Grad n fiir jedes Produkt der Form

(™) (—a™) = (—1)F 2
mitn; <...<mngundn; + --- 4+ ni = n. Unser Satz besagt also
E=1—z—2?+a5+2" —a? — 2P 422 422 — |

woraus sich (durch Koeffizientenvergleich in der Beziehung & - F' = 1) die berithmte Rekursi-
onsformel fiir die Partitionszahlen ergibt:

p(n) =pn—1)+pn—2)—pn—>5)—pn -7 +pn—12) +p(n —15) — ...,

wobei p(0) = 1 und p(n) := 0 firn < 0 gilt.

'Eine formale Potenzreihe verhilt sich zu einer Potenzreihe, wie sie in Analysis-1-Biichern auftaucht, wie ein Poly-
nom zu einer Polynomfunktion.

?Auch die evtl. etwas unklare Bedeutung der hier auftretenden unendlichen Produkte lift sich durch das Rechnen
mit formalen Potenzreihen kléren.



Beweis des Pentagonalzahlensatzes

Zum Beweis ordnen wir jedem Ferrers-Diagramm F' neben k = k(F') zwei weitere Kennzahlen
d=d(F)undr =r(F) zu:

Kleoeee /T
o 0 o
d

Es ist also d die Lange der letzten Zeile und » (mit 1 < r < k) die Anzahl von Zeilen, deren
Lange ab der ersten Zeile ununterbrochen in Einerschritten abnimmt; ist n = a; + - - - + ay, die
zu F' gehorende Partition mit a; > ag > - -+ > ag, so ist also d = ay und r diejenige Zahl mit
ay—ag=...= a1 —a, = lund (fallsr < k) a, — a,4+1 > 2.

Betrachte nun die folgende Operation A auf den Ferrers-Diagrammen:

® 06 06 06 06 0 0 0 A e 6 06 0606 0 0 00
ceeeee T Ll

Sie ist offensichtlich nur fiir ein Diagramm F' sinnvoll ausfiihrbar, das die Ungleichung d(F') <
r(F) erfiillt. Etwas subtiler ist die zweite Bedingung, dafy auch d(F') < k(F') — 1 sein muf.
Setzen wir

Fr={F € .Z,|d(F) <r(F)undd(F) < k(F) — 1},

so ist A also eine wohldefinierte Abbildung .#,! — .%,, und fiir I € %! hat das zulassige

n

Ferrers-Diagramm AF' := A(F') die Kennzahlen

k(AF) = k(F) — 1,
d(AF) > d(F),
r(AF) = d(F).

Ebenso definieren wir eine zweite Operation B auf den Ferrers-Diagrammen, die wir uns als
invers zu A vorstellen sollten:



® 06 06 06 06 06 0 00 B o 6 6 06 06 06 0 0
o 6 06 0 0 O [ ] A © ® 0 0 0 00

Sie ist fiir ein Diagramm F' ausfithrbar, fiir das d(F') > r(F) ist. Auch hier gibt es aber eine
subtilere Bedingung: Ist namlich r(F') = k(F'), so muf sogar d(F") > r(F') + 1 sein, weil sonst
eine Situation wie im folgenden Bild auftritt:

® 06 06 06 06 0 0 00 B ® 6 06 06 06 0 0 0
M 4 I
o 6 06 0 0 0 :::::?!

(Es sind auch noch krassere Abweichungen von der Zuldssigkeit im Bilddiagramm als in unserer
Abbildung méglich.) Definieren wir also

FL.={F € Z,|d(F) > r(F)und, falls r(F) = k(F), sogar d(F) > r(F) + 1} .

Dann ist B eine wohldefinierte Abbildung .#2 — %, und fir F € .Z2 hat das zulissige
Ferrers-Diagramm BF := B(F’) die Kennzahlen

Lemma. Das Bild der Abbildung A : Z} — Z, liegt in F2, und das Bild der Abbildung B :
F2 — Fy, liegtin FL.

Beweis des Lemmas. Essei F € .Z! und G := AF. Wir miissen zeigen, dafl d(G) > r(G) und,
falls 7(G) = k(G), dann sogar d(G) > r(G) + 1. Die erste Ungleichung ergibt sich unmittelbar
aus d(G) > d(F) und r(G) = d(F). Ist nun sogar r(G) = k(G), also d(F') = k(F) — 1, so
erkennt man an der Konstruktion von A, daf§ sogar d(G) > r(G) + 1 gilt wie in der folgenden
Abbildung:

e 6 06 06 0 0 O A e 6 06 0 06 0 00
G %



Es sei nun umgekehrt F' € %2 und G := BF. Wir miissen zeigen, daf8 d(G) < 7(G) und
d(G) < k(G) — 1 gilt. Aber die erste Ungleichung ergibt unmittelbar aus d(G) = r(F') und
r(G) = r(F), die zweite aus k(G) = k(F) + 1, d(G) = r(F) und 7(F) < k(F). O

Als unmittelbare Folgerung aus dem Lemma ergibt sich, daf} A und B inverse Bijektionen zwi-
schen .7! und .72 definieren. Da aber beide Abbildungen ein Diagramm geradzahlig vielen
Zeilen in eines mit ungeradzahlig vielen Zeilen verwandeln (und umgekehrt), folgt, dafl in .7}
ebensoviele Diagramme mit gerader Zeilenzahl existieren wie Diagramme in .%2 mit ungerader
Zeilenzahl und umgekehrt. Fiir die Menge %, := %! U .%? gilt also

|\ TN FY| =|Fnn F|.

Wir miissen uns also zum Beweis des Satzes nur noch um die Menge .%,, \ .7, kiimmern. Ein
Diagramm F' liegt aber genau dann in dieser Menge, wenn einer der beiden folgenden Fille
eintritt:

i) Esistd < r,aberd > k.Dannistr > d > k > r,alsor = d = k, so daf$ die zu F
gehorende Partition, von unten nach oben addiert, die Form hat:
2k—1+k k-(3k—1)

n=kt kD)ot (bt k 1) =k = T

ii) Esistd > r und gleichzeitig = k, jedoch d < r+ 1. Dann haben wir alsor < d < r+1,
d.h.d =r+1 = k + 1. Dann hat die zu F' gehérende Partition die Form

%+ k+1  k-(3k+1)

n=(k+ D)+ E+2) 4tk k) =k = = 5

Diese Fille treten also nur fiir ganz bestimmte Werte von n auf, und fiir jeden gibt es nur ein
einziges Diagramm dieser Art. Da aulerdem in beiden Fillen das Diagramm genau & Zeilen hat,
ist der Satz damit bewiesen.



