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Einleitung

Auf der Suche nach klassischen Losungen partieller Differentialgleichungen stéfst man auf
direktem Weg schnell an seine Grenzen, wenn man die Differenzierbarkeit durchgehend
fordert.

Fiihrt man jedoch den Begriff der ,schwachen Ableitung ein, so bringt das mehrere Vor-
teile mit sich. Zum einen lasst sich jede lokal integrierbare Funktion beliebig oft schwach
differenzieren und es gelten dabei analoge Vorschriften zu den klassischen Ableitungsre-
geln. Auflerdem konnen schwache Losungen leichter gefunden werden, wobei dieser Begriff
einerseits intuitiv verstdndlich zu seien scheint, andererseits noch genau definiert werden
muss.

Die Regularitatstheorie erlaubt es nun, diese zu analysieren und sie unter bestimmten
Umsténden schlieflich als klassische Losungen partieller Differentialgleichungen zu iden-
tifizieren. Sei beispielsweise u eine schwache Losung der Poisson-Gleichung Au = f,
wobei f eine glatte Funktion ist und u zusammen mit seinen ersten schwachen partiel-
len Ableitungen quadratintegrierbar ist. Mithilfe der Regularitdtstheorie zeigt man, dass
auch u eine glatte Funktion sein muss.

Diese Arbeit gibt zunéchst eine Einfithrung in das Gebiet der Sobolevraume. Mit diesen
Raumen werden jeweils bestimmte Klassen schwach differenzierbarer Funktionen zusam-
mengefasst. Nach der Ausarbeitung einiger Eigenschaften beschéaftigen wir uns mit dem
so genannten Einbettungssatz von Sobolev, der das Fundament der Regularitétstheorie
darstellt. Damit gelingt es uns ndmlich, einen Zusammenhang zwischen den abstrakten
Sobolevraumen und den RAumen stetig differenzierbarer Funktionen herzustellen. Die
Poisson-Gleichung dient uns anschliefsend als Prototyp der elliptischen partiellen Diffe-
rentialgleichung um die innere L?-Regularitéitstheorie zu prisentieren. Die gewonnenen
Erkenntnisse iibertragen wir auf allgemeine elliptische lineare Gleichungen und geben
zum Schluss noch einen Einblick in die innere LP-Regularitétstheorie.
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1 Sobolevraume

1.1 Grundlegende Definitionen

Definition Sei Q C R? offen, a = (a1, ..., aq) ein Multi-Index, |a| = Zle a;,
r=(z',...,2%) € R? und fiir p € C(‘)a|(Q) definiere man

a\" 9\
Dyo=(-2) . (2L .
4 (8x1) (8xd) 4
Dabei ist Céa‘(ﬂ) fiir k = |a| die Menge aller ¢ € C*(Q) mit kompaktem Triger in €.

Unter der a-ten schwachen Ableitung einer integrierbaren Funktion w : 2 — R versteht
man eine integrierbare Funktion v : Q — R, falls fiir alle ¢ € C(‘)M(Q) die Gleichung

/ vpdr = (—1) / uDypdz (1.1)
Q Q
erfiillt ist. In diesem Fall schreibt man v = D,u.

Ist nun 1 < p < oo und k € N, so bezeichnet man mit W*?(Q) den Raum aller u € LP(2),
fiir die Dyu fiir alle |o| < k existiert und in LP(f2) enthalten ist,
und nennt ihn Sobolevraum. Auferdem sei

T —— /Q | Duf?

o<k

3=

die zu W*P(Q) zugehérige Norm.

Den Abschluss von C®(Q)NW*P(Q) beziiglich dieser Norm bezeichnet man mit H*? (),
den Abschluss von C§°(Q) mit HYP(Q).

Dass es sich bei ||||yyrp(q) tatsichlich um eine Norm handelt, ist im néchsten Ab-
schnitt zu sehen. Um den Beweis durchzufiihren, brauchen wir dann zunéchst das soge-
nannte Fundamentallemma der Variationsrechnung. Mit dessen Hilfe folgt fast iiberall
die Eindeutigkeit der schwachen Ableitung, die fiir den Beweis nétig wird. Bevor wir
die Normeigenschaften fiir ||'Hwk,p(Q) zeigen, wollen wir noch einige Dinge zur Notation
und zum Zusammenhang zwischen der gewohnlichen und schwachen Ableitung anmerken.

Bemerkungen Fiir die ersten schwachen Ableitungen von
u € WHP(Q) schreiben wir v; = Dju, i = 1,...,d, und meinen damit, dass

0
/Qvigod:c = —/Quaxigod:c (1.2)




fiir alle o € C}(2). Den Vektor (Dyu, ..., Dgu) kiirzen wir mit Du ab. Analog schreiben
wir D?u fiir die Matrix der zweiten schwachen Ableitungen D;ju (i,j = 1,...,d) von
u € W?P(Q). Die [l Lo ()-Norm kiirzen wir in Zukunft mit [|-||, ab.

Es ist offensichtlich, dass jede in €2 stetig differenzierbare Funktion uw auch schwach dif-
ferenzierbar ist. Die schwache Ableitung entspricht dabei einfach der gewohnlichen und
(1.2) ist fiir dieses u die Formel fiir die partielle Integration. Hinter dem Konzept der
schwachen Ableitung steckt also die Idee, die Formel fiir die partielle Integration als ab-
straktes Axiom zu verwenden.

In der Literatur bezeichnet man W'2(2) auch mit H'(Q2). Eigentlich ist H*(Q) als der
Abschluss von C*°(2) beziiglich der Norm

Ly = ( [istar [ |Vf]2da:)2

definiert, wobei mit V f der distributionelle Gradient von f € L?(2) gemeint ist, doch
nach dem Theorem von Meyers und Serrin sind die Bezeichnungen W12(Q2) und H'(Q)
dquivalent. Wir bleiben bei unserer Notation und zeigen spéter die Aquivalenz von

WHFP(Q) und H*P(Q).

1.2 Eigenschaften von W"?(Q)
1.2.1 Vollstindigkeit von WH?(Q)

Wir miissen erst einige Vorbereitungen treffen, um die Vollstindigkeit von W5P(Q)
zeigen zu konnen. Als erstes beschéftigen wir uns mit der Approximation von Elementen
aus LP(Q) durch glatte Funktionen.

Definition Sei p € C*°(RY) eine nicht-negative Funktion, die aukerhalb der Einheitsku-
gel B1(0) verschwindet und fiir die gilt, dass

/pdx—l

¢ exp (W%J fir x| <1

o) = (13)
0 fir || > 1,

Ein typisches Beispiel ist

wobei ¢ so gewéhlt wird, dass [ pdx = 1. Man nennt so ein p einen (d-dimensionalen)
Glattungskern. Nun definieren wir fiir uw € LP(2) und h > 0

we) =g [0 (55 ) utwidy < GEe,




wobei wir fiir y € RN\Q  u(y) = 0 setzen.
Die oben genannte Approximation erfolgt dann durch diese u; beziiglich der LP-Norm:

Lemma 1 Sei u € LP(Q) fiir 1 < p < oo. Dann konvergiert u;, in LP(Q) gegen u fiir
h—0,dh.

Ju— UhHLp(Q) — 0.

Beweis. Wir schreiben p (z)u (x — hz) geschickt um als p(z)% p(z)% u(z — hz), wobei
% + % =1, um die Hélder-Ungleichung anwenden zu kénnen.

)l = g [ o () wa
= 2)u(x — hz)dz mit z = r—y
— /|z|§1p(” he)dz|  (mite = ")

(z)% u(x — hz)dz

)q ( [ pelute - hz)l”dz>
j2<1

|z]<1

()1 p
</ p(z)dz
l2I<1
=1

hSA

IN

Wir erhalten
w@)? < [ o) lule ~ b da
|2]<1

Fiir ein @' CC Q und h < 3dist(€, Q) gilt dann:

/\uh(x)]pdx < // p(2) |u(z — hz)|P dz dx
o 1 J1z1<1
< [ e[ e
|z[<1 Bp (%)
= [ @,
B (&)

wobei By () := {z|dist(z,Q’) < h}. Durch diese Wahl ist bei der Translation in der
zweiten Zeile kein Teil des urspriinglichen Integrals bzgl. dx verloren gegangen. Es gilt
also mit Q" = B, (')

lunl gy < Tl o - (1.4)

Um den Beweis zu vollenden, benotigen wir zunéchst ein



Lemma 2 Sei u € C°(Q). Dann konvergiert u, auf jeder Menge €' CC € gleichmiiRig
gegen u.

Beweis. Wie oben schreiben wir
up(x) = / p(z)u(x — hz)dz.
|z|<1
Sei wieder ' CC Q und h < 1dist(Q', 09). Es gilt

u(z) = u(zx) /| - p(z)dz = /|<1 p(2)u(x)dz

Es ist zu zeigen, dass sup,cq/ |u — up| — 0 fiir h — 0. Dazu betrachten wir

sup |[u —up| = sup / p(2) (u(z) — u(x — hz))dz
zefY e |J/]z|<1
< sup / p(z) |u(x) — u(x — hz)| dz
ve J)z|<1

< sup sup |u(z) —u(x — hz)|.
zeQ |z|<1

Weil die Menge B := {x|dist(z, ') < h} kompakt ist und u € C°(f), ist u gleichmiRig
stetig auf B. Also ist die rechte Seite kleiner oder gleich

sup sup |u(z) — u(x — hz)|
|z|I<1zcB

und konvergiert somit gegen 0. [J

Sei € > 0, Q" := By (') und W < 3dist(€, 0Q) dhnlich wie oben. Wir kénnen nun ein
w € CJ(Q") so withlen, dass

1
Ju— wHLP(Q”) < 3¢

weil C§°(Q") C CJ(Q") dicht in LP(Q") liegt. Wegen Lemma 2 wissen wir, dass

1
[|w— whHLP(Q’) < 3¢

fiir ein gentigend kleines h. Nun ldsst sich (1.4) auf die Differenz u — w anwenden:
([ — whHLP(Q’) < u— w”LP(Q”)
Insgesamt ergibt sich mit der Dreiecksungleichung
lu—unll oy < llu—wllpp@y + llw —wall oy + llun = wall ooy

1
< 3'5626



fiir gentigend kleines h < h'. uy, konvergiert also in L} (Q) gegen u. Um die Konvergenz
in LP(Q) zu erhalten, setzt man u = 0 auferhalb von Q2 und wendet das eben erhaltene
Resultat fiir LY (R?) an. O

loc

Lemma 3 (Fundamentallemma der Variationsrechnung)
Seiu € Li, () und [, u¢dz =0 fiir alle ¢ € C5°(Q2). Dann ist u = 0 fast iiberall in .

Beweis. Zunéchst betrachten wir die Voraussetzungen fiir ein stetiges u. Angenommen,
es existiert ein xgp mit u(xg) < 0 (analog fiir > 0). Weil u stetig ist, gibt es ein h > 0,

sodass u(z) < 0 fiir alle x € Bp(zo) ist. Mit Hilfe des Glattungskerns p aus (1.3) lésst
sich ein nicht-triviales ¢ € C5°(Bj(z0)) mit ¢ > 0 konstruieren. Daraus folgt

/ updr < 0.
Br(xo)
Das ist ein Widerspruch.

Fiir u € L (Q) und ' CcC Q gehen wir folgendermafen vor: Fiir ¢ € C§°(2) mit
supp¢ CC Q' und geniigend kleines h > 0 gilt

/|xy|<hp (x;y) o(y)dy € CF(Q).

Mit der Voraussetzung und dem Satz von Fubini bekommen wir

0= [ ula) ( X (9” - y) ¢<y>dy) = [ ol ( X (‘”"f) u(m)dx) dy.

=uy, stetig

Nach dem ersten Teil des Beweises ist damit u; = 0. Desweiteren gilt
lu—unl g1y —0 firh — 0.
Wegen dem Satz von Riesz-Fischer gibt es nun eine beschrinkte Teilfolge von (up), die

fast tiberall gegen u konvergiert. Also ist bereits u = 0 fast iiberall in ', und da ' CC
beliebig war, gilt u = 0 fast iiberall in Q. [J

Damit sind die Vorbereitungen fiir den Beweis der Normeigenschaften von |[-[|yx.»(q)
abgeschlossen und wir kommen zu
Lemma 4 WF,P(Q) bildet zusammen mit [[*[ly%.p(q2) €inen normierten Raum.

Beweis.

(i) Wir wollen als erstes die Dreiecksungleichung zeigen, und betrachten dazu zunéchst



/Da(u+w)gpdx et (—1)'0‘/ (u 4 w)Dypdz
Q Q
= (=1)k / uDgpdz + (—1)1 / wDgypdz
Q Q
Def. .. ||
= (Dau + Dyw)pdx fir alle o € Cy ' (£2).
Q

Wir méchten zeigen, dass die beiden schwachen Ableitungen fast tiberall ibereinstimmen.
Aus der eben gefiihrten Rechnung folgt

/ [Do(u + w) — (Dau + Daw)] pdx =0 fiir alle p € C(ga‘(Q),
Q

=v

also insbesondere fiir alle ¢ € C§°(£2). Mit dem Fundamentallemma der Variationsrech-
nung folgt, dass v = 0 fast tiberall in © und damit ist Dy (u + w) = Dou + Daw fast
iiberall in €.

Schliefflich bekommen wir

B =

lutwlyisgy = | 3 I1Dalut )l
oo <k

S =

- Z | Dou + DawHiP(Q)
lo| <k

P
< Z (HDaU”Lp(Q) + ||Daw||Lp(Q))
o<k
1 1
p P
< Z HDauHZEp(Q) + Z ||Daw”lip(9)
laf<k o<k
— Jullrry + hollping
mithilfe der Minkowski-Ungleichung.
(i) Als néchstes zeigen wir, dass [[Aullyrp) = [Al[[ullyr.pq). Dazu betrachte man

wieder

/Da()\u)@dx = (—1)“'/ AuDypdx = )\/ Dyupdz
Q Q Q



Aus dieser Beziehung bekommen wir dhnlich wie oben die fast sichere Ubereinstimmung
von Dy (Au) und ADyu.

= [Mullwrs@y = | Do 1Py | =R | D 1Paullfnigy | = A ullyrn
|a| <k || <K

]
]

(ili) Es bleibt zu zeigen, dass [[u|yrpiq) =0 u=0 fi.
Ist die Norm gleich Null, so ist insbesondere [|ul[ (o) = 0 und damit v = 0 £.4i. . Ist um-
gekehrt u = 0 f.i., so folgt aus der Definition der schwachen Ableitung: Fiir alle |a| < k
gilt
/ Dyupdz = 0.
Q

Man zeigt wieder wie oben, dass D,u fast sicher gleich Null ist. Also ist fiir alle |o| < &
die LP-Norm von Dgyu gleich Null und somit folgt die Behauptung. [

Die zentrale Aussage dieses Unterabschnitts enthélt das folgende

Theorem 1 Der Raum W*P(Q) ist beziiglich der Norm [[[ly.p(q2) vollstéindig, also ein
Banachraum.

Beweis. Seien zundchst & = 1 und p = 2. Geben wir uns mit (u,) eine Cauchyfolge
in W12(Q) vor, so bedeutet das:

Ve>0 dno €N sodass Vim=>mng: [w— um|pyrzgq) <€
Nun gilt
1
2
2 2
e> = wmlhyray = | N — ey + 3 1D5 (0 — )l 2o
i=1

> Z 105t = ) |72
> ||Diul — Djum| 2y fiir ein beliebiges i € {1,...,d}.
= (Djuy,) bildet eine Cauchyfolge in L2(2). Ahnlich sieht man, dass
€> |lur = umllyr20) 2 lw = tmll 2(q) -
Also bildet auch (u,,) eine Cauchyfolge in L?(£2).

- T R, 2(9) 2(9)
Weil L?(Q) vollstéindig ist, existieren u und v* in L?(Q) mit u,, — w und Dju, — v*

10



firi=1,...,d.
Sei nun ¢ € C}(€). Dann gilt nach Definition der schwachen Ableitung

/Diungodx:—/unDicpdaz. (1.5)
Q Q

Mit Hilfe der Holder-Ungleichung schétzt man nun ab:

1

NP
< </ ‘Diun—v’| dx) </ || dx) —0
Q Q
<oo

—0

/ (Diungo — vigo) dx
Q

Also konvergiert die linke Seite von (1.5) gegen fQ vipdx. Genauso sieht man, dass die
rechte Seite von (1.5) gegen [, uD;pdx konvergiert, denn

2 : 2 ?
< </ |, — ul dx) (/ |Dipl dm) — 0.
Q PR

—0 <oo

/vicpd$: —/uDicpdx.
Q Q

= v® = D;u nach Definition (und Fundamentallemma der Variationsrechnung fast iiber-
all).

Da u,v* € L3(Q) fiir alle i = 1,...,d , folgt u € W12(Q).

Der eben gefiihrte Beweis funktionert fiir 1 < p < oo analog, weil auch LP(2) beziiglich
[l o () Vollsténdig ist.

/ (uDjp — upD;p) dx
Q

Insgesamt erhélt man

Die Vollsténdigkeit von W¥*?(Q) fiir k& > 1 sieht man &hnlich wie oben:
Sei (uy) eine Cauchyfolge in W*P(Q).

Ve>0 dno €N sodass Vim=no: |lu—tumlyrsq) <e
Es gilt
1
p

d d
e> = wmlhynay = | D0+ 30 1Di - Dl = um) g
n=l  jr=1

> HDZl .- 'Dik(ul - um)HLP(Q)

fiir beliebige i1, ..., € {1,...,d}. Also bildet auch (D;, ... D;, u,) eine Cauchyfolge im
vollstindigen Raum LP((2). Also existiert ein v} € LP(£2) mit

LP(Q .

11



Sei p € C§(Q2). Dann gilt

/(Di1 ... Djup)pdr = (—l)k/ un(Di, ... Dip)dx
Q Q

nach der Definition der schwachen Ableitung. Im Limes n — oo erhélt man daraus analog
wie fir k=1

/Q(v,i)godx: (—1)’“/ w(Dy, ... Dy, p)da.

Q
Also ist D;, ... Dju = v,i fast iiberall.
SchlieRlich bekommen wir u € WHP(Q), weil die v{ fiir i = 1,...,d sowie u in LP(Q)
enthalten sind und das eben gefiihrte Argument auch fiir 1 < k < k funktioniert. O]

1.2.2 Zusammenhang zwischen W*?(Q) und H*?(Q)

Zu Beginn dieses Abschnitts erarbeiten wir ein Kriterium, das fiir ein u € L?(Q) ein
weiteres Element v aus L?(2) als seine i-te schwache Ableitung identifiziert.
Anschliefend zeigen wir unter anderem damit die Aquivalenz der Definitionen von W*P?(Q)

und H*P(Q).

Lemma 5 Sei u € L (Q) und dist(x,0Q) > h. Unter der Annahme, dass v = D;u
existiert, gilt

Di(un(x)) = (Diju)p(z).

Beweis. Zunéchst tiberzeugt man sich davon, dass Eﬁ-p(L;y) = —881-/)(‘(”—;1’) fir das
z Y
anfangs definierte Beispiel eines Glattungskerns gilt. Dadurch erhalten wir

D) = g [ e (5L )
— i [ e () sty
1L (x - y) Du(y)dy = (Dsu)a(z)

wobei wir fiir die letzte Zeile die Definition der schwachen Ableitung benutzt haben. [J

Lemma 6 Seien u,v € L?(2). Dann ist v = D;u genau dann, wenn es eine Folge
2(Q 2(¢)
(un) C C*(Q) gibt, sodass u, @) o und 2y POy i alle @ cc Q.

Beweis. “=*. Seien u,v € L*(2) und v = D;u. Aus Lemma 1 folgt

lun = ull 2y — 0 fiirh — 0.

12



Das gilt auch fir v:
||’Uh—'U”L2(Q/) —>0 furh—>0

Nun ist v, = (D;ju)n, = D;(up) nach Lemma 5 fiir geniigend kleines h > 0. Also haben
wir eine Folge glatter Funktionen (uy) gefunden mit
0 L2(Y) . L2(Y) ..
up, — v fir h—0 und wu, — u fir h— 0.

ox*

“<= Sel (un) € C°(2) gegeben mit [ D;(up) — vl 2y — 0 und [lun — ul|12(q) — 0.
Nach der Definition der schwachen Ableitung gilt fiir alle ¢ € C§(Q)

D;updr = —/ uD;pdx
Q/ !
Dass der Ausdruck — fQ, upD;ipdx gegen die rechte Seite dieser Gleichung konvergiert,

sieht man wie in einem Beweis des vorigen Abschnitts mit der Holder-Ungleichung. Wie-
der gilt nach Definition

—/ upDipdx = D;(uy,)edz
! Q/

und die rechte Seite konvergiert gegen fQ, vodz. Insgesamt folgt fiir alle ¢ € CF(Q)

Diugoda::/ vpdx
Q/ !

und damit v = D;u fiir jedes beliebige Q' cc Q. O

Fiir den Beweis des néchsten Theorems bendtigen wir noch den Begriff der ,Partition
der Eins".

Definition Eine Uberdeckung (£;);en von Q mit N C N heifit lokal finit, wenn es fiir
alle x € (J;cy Qi eine Kugel Be(z) gibt, so dass €2; N B(z) nur fiir endlich viele ¢ nicht
leer ist.

(n:)ien heilt eine Partition der Fins auf € zu einer lokal finiten offenen Uberdeckung
(Q)ien von Q, falls

ni € C°(%), m; >0 und Zm(w) =1 fiir allex € Q.
iEN

In der Summe sind dabei lokal nur endlich viele Summanden von Null verschieden. Mit
der Existenz einer Partition der Eins beschéftigt sich die folgende Aussage:

13



Lemma 7 Sei Q ¢ R? offen, K; € ©; € ; € Q fiir i € N mit K; und Q; kompakt,
so dass (£2;);en eine lokal finite offene Uberdeckung von € ist. Die K; sollen auferdem
paarweise disjunkt sein und kénnen auch leer gewéhlt werden.

Dann existiert eine Partition der Eins und es gilt

ni(x) =1 fir ze€ K.

Um der Ubersichtlichkeit nicht zu schaden, sei fiir den Beweis des Lemmas auf das Buch
,Lineare Funktionalanalysis* (Kapitel 2.19: , Partition der Eins“) von H-W.Alt 6] verwie-
sen.

Theorem 2 Die Definitionen von W*?(Q) und H*P(Q) sind dquivalent.

Beweis. Sei k = 1 und p = 2. Wir miissen zeigen, dass C*°(Q) N WH2(Q) dicht in
Wh2(Q) liegt.
Sei n € N und man definiere

1
Q, = {x € Ql||z|| < n, dist(z,00Q2) > } , Q=0 :=0.

n

Dann ist €, CC Qpy1 und U, Q2 = Q.

Wir erhalten daraus eine lokal finite Uberdeckung (€2,,41\Qs_1)nen von €. Der Abschluss
der Menge Qn+1\§n_1 ist kompakt, also erhalten wir mit Lemma 7 die Existenz einer
Partition der Eins (1,)nen zu dieser Uberdeckung.

Sei u € WH2(Q). Wegen Lemma 6 gibt es fiir alle € > 0 ein h, > 0 fiir jedes n € N,
sodass h,, < dist(€2,, 9Q,4+1) und

€
H(nnu)hn - nnuuwl,Z(Q) < 27

Auf jeder Menge € CC € sind hochstens endlich viele der (n,u)p, von Null verschieden.
= U= Z(nnu)hn € C™(9Q).
neN

Wir benutzen nun, dass u = u), cnMn = Yoy Tl

Ju— ﬂ”ww(m = ||v— Z("?nu)hn
neN W12(Q)
neN wi2(Q)
< Z [mu — (nnu)hnuwm(ﬂ)
neN
6 j—
< 27 — €
neN
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Damit ist die Behauptung fiir K = 1 und p = 2 gezeigt. Der allgemeine Beweis funktio-
niert fast identisch. [

1.2.3 Regeln fiir die schwache Ableitung

Die Produkt- und Kettenregel der klassischen Ableitung lassen sich auf die schwache
Ableitung iibertragen. Diese Tatsache beweisen wir fiir W12(£2) und beschiftigen uns
mit dem konkreten Beispiel der Betragsfunktion.

Lemma 8 (Produktregel) Seien u,v € W12(Q) und uv, uDv + vDu € L'(Q). Dann ist
uv € WHH(Q) und es gilt
D(uv) = uDv + vDu.

Beweis. Sei ¢ € C}(2). Wir betrachten zuniichst v, € C*(Q) statt v und arbeiten
anschlieffend wieder mit einem Approximationsargument. Es gilt fiir i = 1,...,d:

/(uDivh—thDiu)apdaﬁ:/uDivhgadx—i-/ v, Diupdx
Q Q Q

:/uDivhgodx—/uDi(vhw)dx
@ 9 (1.6)

:/uDivhgodx/uchivhdx/uthigodx
Q Q Q

= —/ uvy Djpdx,
Q

wobei wir die Linearitdt des Integrals, die Definition der schwachen Ableitung, v,p €
C3(9Q) als ,Testfunktion* und die klassische Produktregel fiir v, verwendet haben. Die
letzte Zeile von (1.6) ist wiederum nach Definition gleich [, D;(uwvp,)¢ da.

Also stimmen D;(uvy,) und uD;vp, + v, D;u fast iiberall iiberein.

Nun nutzt man die Tatsache, dass

lon = ol 2y = 0

um die Gleichung (1.6) durch Approximation auch fiir v zu zeigen, wie wir schon in
fritheren Beweisen gesehen haben und deswegen nicht noch einmal explizit ausfiihren.
Zusétzlich braucht man dafiir, dass
2(Q
Divh L—(>) Dﬂ}.
Diese Tatsache folgt, weil D;v € L?(Q) und D;v, = (D;v), nach Lemma 5 fiir h <

dist(x, 92). Dass uv € W1(Q) sieht man leicht, da u,v € L*(Q) und damit uv € L*(Q)
wegen der Holderungleichung. Auferdem ist D(uv) = uDv +vDu € L'(Q). O
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Lemma 9 (Kettenregel) Sei u € W12(Q) und f € C'(R) mit beschriinkter Ableitung,
d.h.

sup ‘f’(y)} < 00.
yeR

Dann ist f ou € W12(Q) und es gilt
D(fou) = f'(u)Du.

Beweis. Man betrachte (u,) C C*(Q) N WH2(Q) (dicht in WH2(Q), sieche Beweis von
Theorem 2) mit u, — u in W12(Q). Nach dem Mittelwertsatz gilt

L1t = @ ds < sup| 7 [ fun = ulda
Q

2
= sup | /| fJlun — UH%Q(Q) — 0,
weil u, in W5H2(Q) gegen u konvergiert. Wegen der Dreiecksungleichung und der bino-

mischen Formel gilt

IN

1 (n) Dt — 1 () D2 <

< || f"(un) Diug — f,(un)Diu”iQ(Q) +
D) Hf/(un)Dzun _ f/(un)DiuHL2(Q) Hfl(un)Diu - f/(u)DiUHm(Q) +
|1 (un) Dis ~ () D32

< 2||f"(un)Diun, — f/(un)Diqu’ﬂ(Q) +

+2 Hf'(un)Dlu - f’(u)DiuHiQ(Q) (weil 2ab < a® + b?)

< 2sup|f|* | Dyun — Diul72(0) + 2/Q |/ (un) = f'(u)|* | Dyl dav,

Nach dem Satz von Riesz-Fischer existiert eine Teilfolge von (uy), die punktweise fast
iiberall gegen u konvergiert, und weil f’ stetig ist, gilt das auch fiir die Komposition von
f! mit besagter Teilfolge, also fiir f'(up, ). Weil f/ aufterdem beschriinkt und D;u € L?()
ist, konvergiert das zweite Integral

2/ ‘f’(unk) - f’(u)‘2 |Dl-u|2d:v gegen 0
Q

nach dem Satz der dominierten Konvergenz. Das erste Integral konvergiert gegen 0, da
Wh2(Q
. ( )u
Insgesamt bekommen wir also
L*(Q)

flun) — f(u) und

16



Di(f(un,,)) = f'(un,)Diu L@ f(u)Dsu fir i=1,...,d.
= fou € W12(Q) und D(f ou) = f'(u)Du. O

Beispiel Fiir u € W12(Q) ist auch |u| € W12(Q) und es gilt
D |u| = signu Du.

Beweis. Sei € > 0. Man zeigt, dass fiir f.(z) := (22 + 62)% — e € CY(R) die Ableitung f
beschrankt ist:
x

(x2 + 62)%
Mit der Kettenregel erhalten wir dann f. ou € WH2(Q) und es gilt fiir alle p € CL(Q2)

< 1.

|fl(z)| =

uD;u

/Qfe(u)Dicpd:r =— /Q goi(uz N 62)% dz.

Die linke Seite ist beschrankt durch
/Q |luD;p|dx < const ”UHL2(Q) < 00,
da ¢ € C}(Q) und u € L?(2), und die rechte Seite durch
| leubsalde < const ull oy |Dral e < o,

da auch D;u € L?(Q) fiir i = 1,...,d. Damit kénnen wir den Satz der dominierten Kon-
vergenz anwenden und fiir € — 0 folgt die Behauptung. [J

1.3 Der Einbettungssatz von Sobolev
1.3.1 Riesz-Potential

Definition Sei p € (0,1]. Wir definieren den Operator V,, auf L'(Q2) durch das Riesz-
Potential

(Vu)() = /Q & — %D f(y)dy.

Die folgende wichtige Eigenschaft von V), werden wir uns im Beweis des Einbettungssatzes
von Sobolev zunutze machen.

17



Lemma 10 Seip € (0,1, 1 <p<g<oound 0 <=
LP(Q) stetig auf L9(£2) ab und es gilt fir f € LP(Q)

1 .
% 7 < #. Dann bildet V},

1-0\""" 1 s
||Vuf||Lq(Q) < ﬁ Wy €2 ||f||Lp(Q) :

Dabei ist wy das Volumen der d-dimensionalen Einheitskugel By (0) C R

Beweis. Man definiere 1 1+

L= =1 — . Wir werden sehen, dass fiir festes x € Q

11
a p
Uy) = |z =y € I'(Q).
Man wihle sich R > 0, sodass |Q| = |Br(z)| = wgR?. Dann ist
[\ N Br(z))| = [Br(z)\(2N Br(z))|
und es gilt
|z — gD < R fir [x —y| > R,da d(p—1)<0.

Weil ﬁ > 0, erhalten wir auch

d(p—1) d(p—1) f .

|z —y| 13 < R1t35 =R firlx—yl>R bzw.
d(p—1) , .

|z —y| =0 > R fir |z —y| < R.

Damit konnen wir folgendermaften abschétzen.

d(u—1) 1-0
1l pry = Q\ﬂf—y’ =5 dy

=
d(u—1) d(p—1) !
= (/‘ Iw—ylbédy+/‘ |z —y| =3 @)
Q\(2NBR(x)) QNBR(x)

1-6
d(p—1)
(R’~ \(Q N Br(a))| + / o — 55 @y

QQBR((E)
=[Br(z)\(QNBg(z))]

IN

IN

1-6
(p=1) (p=1)
/‘ Ix—yff;dy+/) =y dy
Br(z)\(QNBgr(x)) QNBRg(x)

1-6
d(p—1)

/) o —y| = dy

Br(x)

1-6
) wjl_“ QF? mit w} ™0 = w;_“wg_a und |Q] = wyR%.

18



Wir schreiben nun [ |f| geschickt um:

L =0 @y e
(Uberpriift man zum Beispiel die Summe der Exponenten von [, so erhélt man
1 1 1 1 1
rl——-)+r—=rl—-+4+-)=r—-=1.
(1= ) =r(- k) =r =1)

Mit Hilfe der verallgemeinerten Holder-Ungleichung (—5— + 4= 1) bekommen wir

Vif(@) < /Q & — %D | £ ()] dy
- /Q 1) O 1) 1)) 1 F @) dy

(/ l(yydy)l_; (f \f(y)pdy>§ ([ If(y)l”dy>é

<
=
. :
Wil < ( L (Lrwra) sz ([ l(y)?‘|f<y>|ﬁdy) dx>
1— 1
7" op p
< s () " 1tho (| forisonrave)
-3 i
< s [iwras) 115 sup(/Q (o) 1l
7" 7%% 5p+
= itelg< dy) 111 £o gy

r ) D 1 1 D
= su I(y)"d weil § +:<—> +==1).
sup ([ 16 y) e vetdp+ L= (1-2)p a2 =y

Mit der obigen Abschatzung fiir die L"(€2)-Norm von [ ergibt sich also insgesamt

1-6\"7° | 5
Wit < (=) b 10 Il
Insbesondere ist V), : LP(2) — L4(12) stetig. [

1.3.2 Der Einbettungssatz von Sobolev

In seinen verschiedenen Versionen liefert der Einbettungssatz von Sobolev unter an-
derem eine Verbindung zwischen den abstrakten Sobolevraumen und den Raumen der
stetigen, (mehrfach) stetig differenzierbaren und sogar glatten Funktionen. Mit seiner
Hilfe zeigen wir spéter, dass schwache Losungen elliptischer partieller Differentialglei-
chungen unter bestimmten Voraussetzungen letztendlich glatte Funktionen sind.
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Theorem 3 Sei ) eine offene und beschrinkte Teilmenge von RY. Es gilt

L5 (Q) firp <d
HyP(Q) C
c(Q) fir p>d
Desweiteren gilt fiir u € Hy?(Q):

lull & < e(p. d) || Dufl, fiirp < d, (1.7)

sup lul < e(p,d) Q7 | Dull,  fiivp > d (1.8)
Q

Bewets.

Der Beweis ist in drei Teile gegliedert. In den ersten beiden Schritten zeigen wir (1.7)
und (1.8) fiir u € C}(£), im letzten Schritt iibertragen wir die ersten beiden durch ein
Approximationsargument auf u € H& P(Q).

1. Man setzt v = 0 in RY\Q und benutzt als erstes den Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung.

Tt
lu(z)| = |/ Diu(zt, ... 2L e 2t o xd)de
—00

IN

wi
/ )Diu(xl,...,x’_l,g,xzﬂ,...,xd)‘df
—00

< / | Dju| da*

—00

Damit ist

d 00 d—1
()21 < ( Diu]dxi) . (1.9)
/.

Die verallgemeinterte Holder-Ungleichung besagt, das fir f; € LP: mit ¢ = 1,...,m und
>ty = 1gilt:

/Qfl...fm <l -l

Wir benutzen sie in der folgenden Ungleichungskette an der Stelle () fiir m = d — 1,
pr=...=pg—1 =d—1und

1

© 2\ d—1
fi—l = </ |D7,u| dﬂ?’L) .
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Es gilt

/ |D1u|dx1> / H </ | Djul d:vz) dx*

i=2 o0
o0 Nt b o o\
/ |D1u|dx> H(/ / |Diu|d$1dac> .
—00 i=2 —00 J —00

Wir teilen das Produkt H?:Q der rechten Seite nun in den Faktor fiir # = 2 und das

restliche Produkt H?:?) auf. Integrieren wir anschliefend auf beiden Seiten bzgl. z2, so
ist der eben erwéahnte Faktor fiir ¢ = 2 beziiglich dieser Operation eine Konstante.

/ / ]u(:v)]d%l dzldz? <

1 d 1 1
o0 o0 a— [e¢] oo oo . d— o8] d—
(/ / | Dou da:2dx1) ' / | | (/ / | Djul dxzdac1> 1 </ | D1l dm1> | da?
—o00 J—00 —00 | ;23 —o00 J —o0 —00

Wendet man nun wieder die verallgemeinerte Holder-Ungleichung an, so ergibt sich

/ / ]u(x)]ff%l datdz® <

2 14 1
0 [e’e} a—1 o) S oo . d—1
H (/ / |Djul da:del) H (/ / / | Djul dxldxldﬂ)
j=1 —00 J —00 i—3 —00 J—00 J—o0

Als néchstes konnen wir wieder das Produkt Hf::,) in den Faktor fiir ¢ = 3 und das
restliche Produkt aufspalten, anschliekend bzgl. 23 integrieren und die verallgemeinerte
Holder-Ungleichung anwenden. Iteriert man dieses Verfahren, so erhélt man schlieflich

1
d—1

d
/]u(as)]ddldxg H/ \Djuldz | |
Q e

wobei wir 4 = 0 aufserhalb von € gesetzt haben. Da d%dl > 0, gilt somit

(*)

B T R
ol gy < (1L [ 1D | <5 [ 32 Dalas <" 72 1ul,.
Jj= i=

Dabei haben wir in (sx) verwendet, dass das arithmetische Mittel grofer als das geome-
trische ist. In (% %) haben wir die folgende Ungleichung benutzt:

1
d d 2
1 Vd 5 1
= |Diju| < — | Djul = —|Dul.
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Die Ungleichung (1.7) ist also fiir p = 1 bewiesen.

Sei nun v > 1 und wir setzen |u|” in (1.7) (p = 1) ein. (Ju|” ist stetig, aber unter
Umstéanden nur abschnittsweise stetig differenzierbar, also muss man ggf. das Integral
iiber © aufteilen und hinterher wieder zusammensetzen.) Mit der Kettenregel folgt

Il e, < = [ ul™" D ds

Holder—Ungl (1 10)

-1
Tl 1wl

mit 1% + % = 1. Falls p < d, dann setzt man

d—1
- ( ’ )p
-Dp
und daraus folgt durch Umformung
vd o (y=Dp
d—1 p—1

Das benutzen wir in (1.10) und erhalten

—1

d p—1
~d Td ol G=Lp\ p
e, = ([ i ae) © < 2o ([ 5) 7 1,

In einer anderen Notation bedeutet das

all”., < L=t 1Dy
iy < 2= ol 10,

= |lull 2a = —= || Duf,

\f
(d—1p
- ( )\f

nach der Definition von v und damit folgt (1.7) fiir p < d und u € C}(Q).

= llull g

2. Wieder nehmen wir an, dass u € C¢(9) und setzen u(z) = 0 in R\Q. Sei w € RY mit

|w| = 1. Dann ist
= —/ é?r (u(z + rw)) dr.
0

Integrieren wir beide Seiten iiber die Sphére {|w| = 1}, so entsteht links der zusétzliche
Faktor dwg, weil u(x) unabhéngig von w ist. Teilen wir anschlieffend durch diesen Faktor,

so erhalten wir
— dwd
de/ /lwl 18r u(z + rw)) dwdr.
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Durch eine Variablentransformation folgt daraus

u

u(r) = dwd/ /63 rdl il gy (z)do(z)dr

= dlzay y:fU'd

dwd Qlr—

Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir Summen liefert dann

1 1
1 1 0 (' —y")
ulz) < — | ——— E E d
(@)l < dwqg Q]a:—y!d_1< (ay )) ( & — y/? ) !

=1

=1
1 1

= — | ——|Du dy.
dwdjé|xyw1' ()] dy

= EVQ (|Dul) () (Riesz-Potential).

Wir betrachten die L?(£2)-Normen:

1-8
Lemma 10 1 1—-96 1-1 15
< | —= 4104 D .
< dwd<;_5> wg " 197" | Dal],

1
az”V%UD“WL

el

Fiir ¢ = oo (damit ist das ¢ aus Lemma 10 gemeint) ist § = % und

e (28) 7 b o you)
sup |u| < — w Qi 7 || Dul|, .
O dwd (11—% d p

Die Ungleichung (1.8) ist also fiir u € C3(2) gezeigt.

3. u € H&’p(Q) liisst sich durch eine Folge (u,) C C§°(2) C C(2) in der WP(Q)-

Norm approximieren. Das bedeutet

DO M)

Ve>0 dng,sodass Vn>mng:[[u—unllyreg) <

Ahnlich wie im Beweis der Vollstindigkeit von W#P?(Q) sieht man, dass

€
B > lu— UnHWLP(Q) > | Dju — Dj“nHLp(Q) .

= [[Djum = Djunl| 1oy < [1Djtm — Djull gy + [1Dju = Djun|l o) <€

23



fir m,n > ny, also ist (Djuy,)y eine Cauchy-Folge in LP(€2). Durch einige Umformungen
sieht man das auch fir (Du,). Mit Ungleichung (1.7) folgt fiir p < d:

d
(up) ist eine Cauchy-Folge in Ldfpp(ﬂ),

d
und wegen der Vollstédndigkeit dieses Raumes ist auch u € Lits (Q). Fiir p > d bekommt
man mit (1.8):
Sup [ty — tp| — 0
0

Wegen dem Cauchy-Kriterium fiir gleichméfige Konvergenz konvergiert damit u,, gleich-
méfkig gegen u, das wegen einem Satz aus der Analysis stetig ist. [J

1.3.3 Folgerungen des Einbettungssatzes von Sobolev

Wir erweitern in diesem Unterabschnitt die Aussage des Satzes fiir u € Hg P(Q) mit

kE>1.Istue H[]f P(Q) fiir alle k € N und ein beliebiges p > 1, so werden wir mit dieser
Erweiterung folgern, dass u € C*°(€2). Anschliefend stellen wir noch eine alternative
Version des Einbettungssatzes fiir WP () vor.

Korollar 1  Sei € eine offene und beschrinkte Teilmenge von R?. Es gilt

dp
La=kr (Q) fir kp < d
Hy?(Q) €

Cc™(Q) fﬁr0§m<k‘—%

Beweis. Zunéchst fiir K = 2. Wir miissen fiir 2p < d zeigen, dass
2.p _dp
ue Hy'(Q) = weLi2(Q).

Weil u € Hg’p(Q), gibt es eine Folge (un) C C§°(2) mit [up — ully2pq) — 0. Das
bedeutet

0 «— Hun—unz,p(Q):

B =

d d d
= |ttn — UHIZ,P(Q) + Z | Diup, — DiuHZ;Jp(Q) + Z Z HDjDiun - DjDiuHIzp(Q)

i=1 i=1 j=1
1
d P
> | Dty — Diu”ip(g) + Z 1D Diup, — DjDiuHip(Q)
j=1
= ”Dzun —DiuHWLp(Q) fuI"L = 1,...,d.
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Es gibt also eine
digkeit von WP

1,
Folge (Djuy,) C C§°(Q2) mit D;uy, W—p(>Q) D;u und wegen der Vollstan-

(Q) folgt
Diu € Hy"().

Weil aus 2p < d folgt, dass p < d, kbnnen wir Theorem 3 anwenden und erhalten

d
Dy € Li-5(Q).

Die obige Abschétzung kénnen wir auch anders durchfiihren:

0 «— ||Un—u”w2,p(g):

d d d
= [tn — “Hip(g) + Z | Divn — DiuH%p(Q) + Z Z | D; Dy — DjDiUHZ;Jp(Q)

v

<||un -

= Jup—u

also ist auch u €

S =

i=1 i=1 j=1

d P
U”Izp(g) + Z | Diup, — Diu”ip(g))
=1

lwip(q)
d;
H& ?(©)) und mit Theorem 3 in Lﬁ(Q). Insgesamt sehen wir, dass

d
uwe Whis (Q).

dp_
Wir miissen noch zeigen, dass u € H(]’d_p (), also bendtigen wir eine Folge von glatten

Funktionen (uy,)

mit kompaktem Trager, sodass ||u, —u|| , a  — 0. Es handelt sich
wha-p ()

dabei um die selbe Folge wie oben, denn

lun —u

Theorem 3 (1.7)
g elDun Dull,

p

d
< d (Z | Dsun, — Dm|r§p(m> — 0,
=1

weil [lun — ullyy2.(q). Analog sieht man mit Theorem 3 (1.7), dass

|Djuy, — Diu|| e  — 0.
Ld=r(Q)

dp

177
Also ist u € Hy 7 ().
Als letzten Schritt benutzen wir die erste Inklusion von Theorem 3 fiir dClTpp statt p. Um

das zu diirfen, iiberzeugen wir uns erst davon, dass 7

2p < dist 0 < d?

_dp
-p
— 2dp und daraus folgt bereits d%) < d. Das Theorem liefert

< d. Wegen unserer Annahme

ue LP(Q),
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wobei J
3= d(fpp) B dzp - dp
' d-(ﬁ%) d2—2dp d—2p

Den allgemeinen Fall beweist man mit Induktion tiber k, wobei die selben Ideen wie fiir
k = 2 verwendet werden.

Nun zeigen wir die zweite Inklusion des Korollars. Zu Beginn dieses Beweises haben wir
gesehen, dass Dju € H'P(Q), falls u € H*P(£). Ist nun p > d, so folgt aus der zweiten
Inklusion in Theorem 3, dass

Diu € C(Q) firi=1,...,d.

Also ist u € C1(Q).
Wir nehmen jetzt die zweite Inklusion fiir £ — 1 als Induktionsvoraussetzung an und
zeigen die Inklusion fiir k. Aus u € HiP(Q) folgt Dyu € HY “P(Q). Nach Induktionsvor-
aussetzung ist dann

Dyu € C™(Q) fiir Ogmgk—l—g,

also ist
u € C™(Q) fir 0<m<k—-—.
b
O

Aus diesem Korollar folgern wir

Korollar 2 Sei € eine offene und beschriinkte Teilmenge von R%. Ist u € Hg P(Q) fiir
ein p > 1 und alle k& € N, dann folgt u € C*°(2).

Beweis. Geben wir uns ein m > 0 vor, so existert dazu ein k € N mit

~ d
0<m<k-—-.
p

Fiir u € H(]f P(Q) gilt dann wegen Korollar 1, dass u € C™(€2). Weil m beliebig war, folgt
die Behauptung. (.

Wir stellen abschliefsend noch eine alternative Version des Einbettungssatzes von So-
bolev bzw. von Korollar 1 vor.

Korollar 3 Sei © eine offene und beschriinkte Teilmenge von R%. Fiir v € W*P(Q) und
O cc Q gilt
d
L% () fiir kp < d
u <
m () - d
cm Q) fir 0 <m <k—7
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Beweis. Sein € Cg°(2) mit n =11in ', 0 < n(z) <1 fir alle z € Q. Unser Ziel ist es zu
zeigen, dass
nu € Hy® (%),

denn mit Korollar 1 folgt

dp
La=kp (Q) fir kp < d
nu €
C™ () fﬁr0§m<k—%

Schrankt man diese Aussage auf ' ein, so ist nu = u und die Behauptung folgt.

Wir miissen also nur noch zeigen, dass nu durch nu, € C§°(Q2) bzgl. der W*?(Q)-Norm
approximiert werden kann, wobei (u,) C C°(Q) NWFP(Q) eine Folge ist, durch die u in
der WkP(Q)-Norm approximiert werden kann.

Dafiir brauchen wir die Beschrianktheit von |n| und seiner stetigen partiellen Ableitungen
auf seinem kompakten Tréger, die uns in den folgenden Abschétzungen niitzlich sein

wird.
d d
HU(U )”ka = HT](U )HLP(Q -t Z Z ||Dj1 T Djk [W(Un - )]”I[)/P(Q)
J1=1j,=1
<lun—ull?p g =1
p
Prod.Regel
I roctege Dj1 "‘Djk—l [(un —U)Djkn+77Djk(un - u)]
=:1y Lr(Q)
Prod.Regel
-1 |Dj, ... Djk_Qfl\\’;p(m :

wobei
I = (un )Djk Djyn+Dj,nDj, (un — )+Djk7177Djk(un_u)+77Djk71Djk(u”_u)'

Iteriert man dieses Verfahren, so erhélt man schlieftlich
I= Hhc—l”ip(ﬂ) )

wobei ;1 eine Summe aus Produkten verschiedener Ableitungen von 7 und (u,—u) sind.
Wegen der Beschranktheit der Ableitungen von n kénnen wir I;_1 nach oben durch das
Produkt aus einer endlichen Konstante und der Summe der verschiedenen Ableitungen
von u, —u abschéitzen. Mit dieser Idee (und etwas Arbeit mit der Minkowski-Ungleichung)
schitzen wir letztendlich die W*?(Q)-Norm von 7(u,, — u) ab:

In(un = W) [yrp() < const lun = ully, g — 0.

Dabei war nu, € C§°(£2), also kann nu durch glatte Funktionen mit kompaktem Trager
bzgl. der W*P(Q)-Norm approximiert werden. [J

27



2 Innere L?-Regularititstheorie

2.1 Vorbereitungen

Definition Sei Q eine offene und beschrinkte Teilmenge von R? und f € L?(Q). Man

nennt u € W12(Q) eine schwache Lésung der Poisson-Gleichung Au = f, falls fiir alle
1,2 .

v e Hy* () gilt:

/Du-Dde—i—/fvdx:O. (2.1)
Q Q

In den Beweisen der Hauptsétze der Regularitétstheorie kommt eine Idee mehrmals zum
Einsatz: Fiir v € H& 2(€2) setzt man in (2.1) spezielle ,Testfunktionen® ein. Das sind vor
allem Differenzenquotienten A?v bzw. Produkte von Abschneidefunktionen mit Differen-
zenquotienten HA?U. Diese miissen wir zunéchst definieren.

Definition Fiir ein u : 2 — R und h # 0 heifst

u(x + he;) — u(x)
Ahy(z) = .

Differenzenquotient. Dabei ist e; der i-te Einheitsvektor in R¢,

Damit uns diese Ausdriicke in spéteren Vorgehensweisen tatséchlich niitzlich sind, miis-
sen wir sie in Zusammenhang mit der schwachen Ableitung bringen.

Lemma 11 Sei u € W12(Q), Q' cC Q und || < dist(Q,09Q). Dann ist Afu € L2(Q)
und es gilt
ot

poiary S WPl fiwi=1,..d. (2.2)

Beweis. Wir betrachten zuniichst den Fall: v € C1(Q) N W12(Q). Dann gilt nach dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

h
‘Afu(x)’ = ‘i/ Diu(:cl,...,xi_l,xi+§,xi+l,...,md)d§‘
0

1 rh . ) .
< h/ ‘Diu(azl,...,:pz_l,xz+§,x2+1,...,xd)‘ dg
0

1 1
Holder-Ungl. | h , . , 2 2 h 2
< h</ ‘Diu(f,...,xz_l,x’—|—§,xz+1,...,$d)‘ df) (/ dﬁ)
0 0

Quadriert man beide Seiten und integriert sie iiber €', so erhalt man

J,

A?u(m)r

1 h , . 4 2
dx < h/ / ’Diu(ml,...,x“l,ml+§,x1+1,...,aﬁd)‘ dédx
+Jo

|h|<dist(Q,0Q) 1 [P 9 9
< 3 1wl d = D).
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Der allgemeine Fall folgt iiber ein Approximationsargument, da C®°(Q2) N W12(Q) C
CH(Q) NnW2(Q) dicht in W12(Q) liegt.
Aus der Ungleichung folgt Ay € L2(Y), falls u € W12(Q). O

Ist umgekehrt u € L?(£2) und existiert ein K < oo mit Afu € L2(€)') und HA?UHLQ(Q,) <
K, so ldsst sich zeigen, dass Dyu existiert und || Diul|2(qy < K. Den Beweis findet man
im Buch ,Partial Differential Equations* (Lemma 8.2.2) von J.Jost [1].

2.2 Regularitdt schwacher Lésungen der Poisson-Gleichung

In diesem Abschnitt erarbeiten wir uns anhand der Poisson-Gleichung Au = f in
als Prototyp der elliptischen linearen partiellen Differentialgleichung das grundlegende
Konzept der Regularititstheorie. Ausgehend von einer schwachen Losung v € W12(Q)
und f € L?(2) werden wir sehen, dass

we WAQ) mit Q' cc Q.
Ist f sogar in W*2(Q), so zeigen wir, dass
uwe WE22(Q)) mit Q' cc Q.

Damit werden wir folgern, dass fiir f € C°°(£2) auch u in C*°(£2) enthalten ist. Diesen
letzten Schritt bewerkstelligen wir mit einem Korollar des Einbettungssatzes von Sobolev.

In den folgenden Beweisen werden wir auf Ungleichungen der Form

el < const (Il 2oy + 1/l 2o

bzw.
lllysaaqry < const (Iull 2y + 1w

hinarbeiten. Dafiir muss man zunichst die L?(€’)-Normen der einzelnen schwachen Ab-
leitungen in eine &hnliche Form bringen, wie beispielsweise in der ndchsten Aussage.

Lemma 12 Sei u € WH2(Q) eine schwache Losung von Au = f mit f € L?(£2). Dann
gilt fiir alle Q' cc Q:

17
1Dl 72y < 5 Ilullz2) + 8% 1/ 1720 (2.3)

wobei § := dist(Q, 09).
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Die Ungleichung (2.3) ldsst sich in die obige Form bringen, denn die Summe zweier
Quadrate ist kleiner oder gleich dem Quadrat der Summe fiir positive Summanden.

V17

= [[Dull 2y < 5 ull L2y + 6 11f1 2 -

Beweis von (2.3). Zu Beginn konstruiert man sich durch Faltung einer Funktion 7y mit
dem Glittungskern p aus (1.3) ein n = pp, x 9 € C3(Q), wobei pp(2) = #p(%), mit den
Eigenschaften 0 <n <1, n(z) =1 fir x € Q' und |Dn| < %. Dafiir geeignet ist
R, 5
1 fiir dist(z, ) < §
._ . . 76
no(z) := 0 fiir dist(z, Q') > 2

& — sLdist(z, @) sonst.

AnschlieRend setzen wir fiir v in (2.1) das Produkt n?u ein und erhalten

d
/ [Z n*(Dyu)? + 2nDju qu] dr = / n? \Du!Q dx + 2/ nDu - uDndx =
Q Q Q

i=1
= —/ n? fudz.
Q

Mit Youngs Ungleichung (0 < |a & eb|?> = |a|* + €2 |b]* + 2¢(a - b) =)

(2.4)

2
:F(a-b)g‘gL—F;b\Q a,beRY €>0,

schiitzen wir den gemischten Term aus (2.4) ab:
1
2/ nDu - uDndx < 2/ u? |Dn|? dx + / n? | Dul? da.
Q 0 2 Ja
Youngs Ungleichung fiir € := §2 hilft uns auferdem bei der Abschétzung von

1 52
—/Qanudxg 262/9772u2d:c—|—2/ﬂ172f2dx. (2.5)

Aus (2.4) und (2.5) erhalten wir

1 1 52
/772|Du]2d:n§2/u2|D772 d:z:+/772|Du|2 dx+/n2u2d:n+/n2f2dm.
Q Q 2 Jo 26% Jo 2 Ja

~~

(%)

(2.6)
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Nachdem wir (%) auf die linke Seite von (2.6) gebracht und die Gleichung mit 2 multi-
pliziert haben, wollen wir die Eigenschaften von 7 ausnutzen:

|Dul? dx < / n? |Dul* dx
Q Q

|Dn|<3,0<n<1 2
O T R

1
< 5; u dx+52/f2d$

O

Mit diesem Lemma konnen wir das nachste Theorem beweisen.

Theorem 4 Fiir ein offenes und beschriinktes Q C R sei u € W12(Q) eine schwache
Losung von Au = f mit f € L(Q). Dann gilt fiir alle ' CC Q, dass u € W22(Q') und

el < const (11l 2oy + 12 - (2.7)
Dabei hangt die Konstante von d und 6 := dist(€?’, 9Q) ab

Beweis. Sei @' CC Q" cC Q, dist(Q”,0Q) > ¢ und dist(©,09") > 2. Sei auBerdem
v € Hy*(Q) mit suppv CC Q") sodass (2.1) erfiillt ist. Wir wiihlen uns i > 0 so, dass

0 < 2h < dist(supp v, 9Q").

Wegen dieser Wahl und Lemma 11 diirfen wir auch A;hv fir i =1,...,d anstelle von v
n (2.1) einsetzen:

- Du - D(A; ") da = fAah
Q// Q//

1 1
Holder-Ungl. 2 2
£ </ dea:)Q(/ <Aihv>2daz)2

11l 20 1Pivll L2 )

1120 (Z | 1paf? dw)

= Hf”L?(Q) HDUHm(m) ;

,\
INx

IN

wobei wir in (*) die Wahl von h, suppv CC ©” und die Ungleichung (2.2) benutzt haben.
Es gilt also

= | Du- DA ) dx < |l a0y 1DVl (2.8)
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Auferdem brauchen wir
h 1
D (Az u) -Dvdr = ’ (Du(z + he;) — Du(x)) - Dvdx
= A" (Du) - Dvdz (2.9)

Q//

) _ - Du-D (A;%) dx.

Wir zeigen (k) fiir eine Dimension: Es gilt ndmlich
Dju Ai_h(Djv) dr =

O
= (—1h) . Dju(z) Djv(x — he;) dx — ) Jo Dju(z) Djv(zx) dz
= (—1h) . Dju(x + he;) Djv(x) de — (—1h) . Dju(x) Djv(x) dx
= (—1h) /N (Dju(x + he;) — Dju(x)) Djv(z) dz
= — o AlMDju) Djv dz.
Aus (2.8) und (2.9) erhalten wir
|, D (8k) - Duds <1 fl20) Dol ey (210)

Ahnlich wie im Beweis von Lemma 12 sei nun n € C}(€2") mit 0 <5 < 1, |Dn| < § und
n(xz) =1 fiir z € Q. Wir setzen
v =1 Al

Es gilt dann

2 P}oedlékt-
/ nD(A?u)‘ dr & D(AM) - D(n? Alw) da — 2/ nD(AM) - AhuDndx
s Q// s
(2

<" 111220 HD(”QA?“)’

L2(QN)

2 2

ol

Y

)+4HA£‘an‘

LZ(Q” LQ(Q”)

(2.11)

wobei wir fiir den zweiten Term die Holder-Ungleichung und die Ungleichung von Schwarz
in der Form

1 €
b< —a®+ -b?
a _26a +2
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fiir € = 4 benutzt haben.
AufRerdem erhélt man nach einigen Umformungen und Abschétzungen des ersten Sum-
manden der rechten Seite von (2.11)

2 AR h h
170y [DOP AR |, < 120y 2V (HAi ubn| o+ [n0(kw) (Q,,))
2 h 2
< Al + | AluDn| o+
2 1 hoo |12
+4d|F o + g [0k,
(2.12)

wobei wir im letzten Schritt die Ungleichung von Schwarz fiir € = % bzw. € = ﬁ

verwendet haben.
Insgesamt bekommen wir aus (2.11) und (2.12)

2 2

o, < sdlfiRa + 5 [nD(ak)

+5sup [ Dl || Daul|72 g -

L2 (Q//) L2 (Q )

(k)

Fiir (% * %) haben wir durch Wahl von h < dist(supp 7, 9Q”) das Lemma 11 zusammen

mit der Tatsache benutzt, dass suppn CC Q”. Bringen wir den Term mit Koeffizient

% auf die linke Seite und multiplizieren wir die ganze Gleichung anschlieffend mit 2, so

erhalten wir wegen n = 1 auf Q' und (a? + 62)% <a+b(a,b>0)
h ,
|p@tw] < const (11120 +sup D9l [Dsul 2 ) -

Wegen der Vertauschbarkeit von Differenzenquotient und Ableitung folgt mit der Bemer-
kung nach Lemma 11 fiir h — 0, dass

1
HD2UHL2(Q/) < const <”f’L2(Q) + 5 HDiU||L2(Qu)> )

Lemma 12 Vv )

17
= HDQUHLQ(Q/) < const <||f||L2(Q) + 52 HUHL2(Q) + HfHL2(Q)

Also erhalten wir hieraus die gewiinschte Abschétzung fiir HDzuH L2(9) und aus Lemma

Q/
12 die Abschétzung fiir |[Dul| 2 (q). Damit bekommen wir schlieklich

1
2 2 2 2
lelwea@y = (lelZa@) + 1Dul3a) + [D%ullfa )

lull 2oy + [1Dull 20y + HDQUHLZ(Q/)

const (||f||L2(Q) + HUHLZ(Q)) :

IN

IN

g

Verlangt man zusitzlich f € W*2(Q) fiir k > 1, so erhilt man das folgende Resultat.
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Theorem 5 Fiir ein offenes und beschrinktes Q C R sei u € W12(Q) eine schwache
Losung von Au = f mit f € W*2(Q). Dann gilt fiir alle Q' cC Q, dass u € WF22(QY)
und

el eszqy < const (Jlull aay + 1/ lhyraqey) - (2.13)

Dabei hangt die Konstante von d, k und ¢ := dist(Q’, 9Q2) ab.

Beweis. Zunichst fiir k = 1. Wegen der Voraussetzung gilt insbesondere, dass f € L(Q).
Aus Theorem 4 folgern wir also, dass v € W22(Q') und

el < const (1lullza) + 1) -

Fiir alle i = 1,...,d ist damit D;u € WH2(Q'). Man setzt nun D;v statt v in (2.1) fiir €’
statt € ein und erhélt mit der Definition der schwachen Ableitung und der Vertausch-
barkeit zweier schwacher Ableitungen (die leicht zu zeigen ist)

D(Du)-Dvder =— | D;fvdz.
Q Qf

Weil D;f € L?(Y'), kénnen wir Theorem 4 fiir D;u statt u, D;f statt f und Q' statt Q
anwenden. Es folgt also Dyu € W22(Q") bzw. u € W32(Q") fiir Q" cC Q' und

HDZ'UHWQ,Q(Q//) < const (HDluHLz(Q/) + ”DZfHLQ(Q/)>

A

< const (”u”wzz(Q/) + ||f||W12(Q))

Theorem 4

< const (HUHLZ(Q) + Hf”WL?(Q)) :

Daraus folgt letztendlich

uliyszqgery < const (I[ull 2oy + 1wy ) -

Fiir die Induktion von k nach k + 1 bendtigen wir nun keine neuen Ideen mehr. Aus
u € WE22(Q) mit Q cc Q folgt Dyu € WFH12(Q) und es gelte wie oben

/ND(Diu)-Dvdx:—/NDifvdx.
Q Q

Man nimmt an, dass f € WhHL2(Q). Es folgt induktiv, dass Dju € WHhH22(Q)) fiir
Q' cc Q, und damit ist v € WFEHD+22(()). Der Rest funktioniert ganz analog. [J

Mit den bisherigen Resultaten folgern wir nun eine Aussage, mit der wir unter bestimm-
ten Voraussetzungen schwache Losungen als glatte Funktionen identifizieren kénnen.
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Korollar 4 Fiir ein offenes und beschrinktes Q C R? sei u € W12(Q) eine schwache
Losung von Au = f mit f € (5, WHk2(Q), d.h. f € C>®(Q). Dann ist auch u € C=(9).

Bewets. Zur Erinnerung: Wir haben Korollar 2 mit der Hilfe von Korollar 1 gezeigt.
Analog lésst sich eine entsprechende Aussage, die aus Korollar 3 folgt, beweisen:

Ist f € WF2(Q) fiir alle & > 1, so gilt fiir alle Q' cC Q, dass f € C®°(Q), d.h.
f € C>(Q). Wir kénnen also schreiben:

(N W*2(Q) € C>=(9Q). (2.14)
k>1

Weil f € (>, Wk2(Q), folgt mit Theorem 5, dass fiir alle k& > 1
we Wk22(Q)  firalle @ cc Q.

Wegen Theorem 4 gilt das auch fiir £ = 0. Aus der Voraussetzung kénnen wir auferdem

leicht sehen, dass u € WhH2(QY).

=ucWm™HQ) firalle m>1 und Q' ccQ

CL oy e o).

2.3 Regularitdt schwacher Losungen elliptischer Gleichungen

Am Beispiel der Poisson-Gleichung haben wir uns im vorangegangenen Unterabschnitt
die Regularitédtstheorie erarbeitet. Jetzt wollen wir die gewonnenen Resultate auf Glei-
chungen der Form

Lu(z) = f(z) (2.15)
auf Q C R? fiir
d d d
Lu(x) := Z_ 021 [aij( o ] Z_:aa (2)u()] +;cl(x)8izu(x)+d(x)u(x)

iibertragen, wobei wir folgende Annahmen machen:

A1l Essoll ein A > 0 geben, sodass Z” L (2)&E > M€ fiir alle € Q und € € R%
Die Gleichung soll also elliptisch sein.

A2 Die Betrige der Koeffizienten a¥ (), (x), ¢'(z) und d(z) sollen fiir alle x € Q und
1,7 =1,...,d nach oben durch eine gemeinsame Konstante K beschrankt sein.
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Definition Man nennt v € W12(Q) eine schwache Lisung der Gleichung (2.15) mit
f e L2(), falls fiir alle v € Hy () gilt

d d d

/ Z a” DyuDjv + Z YuDjv — (Z ' Diu + du) v| do = —/ fvodx. (2.16)
Q=1 j=1 i=1 Q

Auferdem bezeichnen wir Lu mit ¥/, ¢, d = 0 als

d

Mu:= " aij [aij(x) 8‘;“(9;)} .

ij=1

Dabei definiert man eine schwachen Losung von Mu = f analog zu (2.16). Im Folgenden
wird es ausreichen, schwache Losungen von Mu = f statt Lu = f zu betrachten. Warum
das funktioniert, werden wir spater sehen. Als erstes zeigen wir eine analoge Aussage zu
Lemma 12.

Lemma 13 Sei u € W12(Q) eine schwache Lésung von Mu = f mit f € L*(Q). Dann
gilt fiir alle Q' cc Q:

1Dl 720y < comst [[ull72(qy + 6% [1f 1720 » (2.17)

wobei die Konstante jetzt von § = dist(Q', 92), A\, K und d abhéngig ist.

Beweis. Wir setzen n?u mit 1 wie im Beweis von Lemma 12 als , Testfunktion“ in (2.16)
fiir o, ¢’,d = 0 ein und erhalten mit der Produktregel

d d

—/ fnPuds = / Z n?a" Dyu Dju + 2 Z nauD;uDjn | dx. (2.18)
@ € \dj=1 ij=1
Wegen A1 ist
1

/77 |Dul? dz < < / Z n?a" Dyu Dju dx

i,j=1

(2.18) ;
= —= ZnaJuD uD]ndm—— fn wdx (2.19)

4,j=1

d
1 i 1
X E /’277aJuDiuDjn da:—i—)\/Q|f77| [nu| dx.
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Fiir beide Summanden der rechten Seite von (2.19) wenden wir jeweils Youngs Unglei-
chung mit € bzw. € an. Also gilt

1
2 2 2 2
D < — (2 i D, —(uD; — d
/Qn|u| dr < ”221/< na u)+2€(u jn)>d:n+2)\/nf x +
+ ! u? dx und mit A b €=26%\ ist das
= 7W . =
2N ” CTaKrz V€
1 2M?2d?
< /172|Du]2 dx + d /u2|D77|2 dzr +
2 Ja A2 Q

1
+ 52/n2f2d:c+ /n2u2d:c.

Das Integral mit dem Koeffizienten % subtrahieren wir von beiden Seiten und multipli-
zieren die Ungleichung mit 2. Verwendet man anschliefsend die Eigenschaften von 7, so
folgt die Behauptung. [

Um ein analoges Theorem zu Theorem 4 und 5 aufstellen zu konnen, werden einige
zusétzliche Voraussetzungen benétigt. Neben der Forderung von A1 stellt man weitere
Bedingungen an die Koeffizienten a"(x).

Theorem 6 Fiir ein offenes und beschrinktes Q C R? sei u € WH2(Q) eine schwache
Losung von Mu = f mit f € W"2(Q). Es gelte die Bedingung A1 und man nehme an,
dass a¥(x) € C*1(Q) fiir i, =1,...,d.
Dann gilt fiir alle ' cc Q:

= Wk+2’2(Q/).

Falls es eine Konstante M} < oo gibt, so dass ||aij“ck+1(g,) < M furallei,j=1,...,d,
so gilt auflerdem

HUHWH?»?(Q') < const (Hu||L2(Q) + HfHWM(Q)) ’ (2.20)
wobei diese Konstante von d, A, k, My und § abhéngt.

Mit Haij H CR () bezeichnen wir die Summe aller Supremumsnormen iiber €’ von Dya%

fir |o| < k+ 1.

Beweis. Wir wollen zunachst den Fall £ = 0 betrachten.
Sei ' cC Q" cC Q, dist(Q”,9Q) > ¢ und dist(,9Q") > S, Fiir alle v € Hy?(Q) gilt
nach (2.16) die Gleichung

/Z a¥ (x) Dyu(x) Djo(z /f (2.21)

3,j=1
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Es sei suppv CC Q" und man wihle h > 0 mit 2h < dist(supp v, 9Q"). Wie im Beweis
fiir die Poisson-Gleichung setzen wir A;hv anstelle von v in (2.21) ein. Die linke Seite
von (2.21) wird dann zu

/ ” ]Z_l [az‘j(@piu(x) (jh) (Dyv(x — hey) — Djm))] iz —
- [, 3 [ty ot teo] an-
- [, 3 [epat iy ppte)] o
[ Z oo+ he) Do+ ) s Dyt -
-/ z 9@ Pante) )] a
. /Q ) ]i (Al (4 Di) Djo] do

Es gilt also

/,, Xd: [A? (aijDiu) Dj’U:| dr = f(;c)Al*hU(x) dr.
ij=1

Q//
Den Differenzenquotienten des Produkts ¥/ D;u miissen wir umschreiben:
d .. .. ..
Al (Z a”Dm) => [aw (z 4 he)) Al Diu(z) + (Ala (z)) Dyu(x))| .
i=1 i=1
Setze nun ¥ (z) = Zgzl(A?aij (z))D;u(zx). Dann ist

d
/ Z a”(x + he)) DiAfu(x) Djv(z)de = [ f(x)A " o(x) do—
" 27]21 Q//

. (2.22)
- /” Zzpj(a:)Djv(x) dx.
j=1
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Wegen der Wahl von h und suppv cC Q” kénnen wir nun Lemma 11 anwenden und
erhalten

d d
/ 3" @+ hep Didfu(e) Dyva) dw < |16y + 1z | 1D0] 2
=1 j=1

< a1 [lullrar + 1711 2oy 1Pl gy
(2.23)

wobei die Konstante ¢; von d und M, abhéngig ist.

Im Beweis von Theorem 4 haben wir an der entsprechenden Stelle (2.11) damit be-
gonnen, HnD(A?u)HiQ @ nach oben abzuschétzen. Genauso gehen wir auch jetzt vor.
Wiéhle 7 wie im Beweis von Theorem 4. Wegen A1 gilt

)\/Q ‘nD {Afu(x)] )2 dzx < /9772 mzdjl a(x + he)) A [Dyju] A [Dju] . (2.24)

Fiir v := n?Alu wird die linke Seite von (2.22) bzw. (2.23) zu

/,, zd: az‘j(l‘ + hey)D; [Alhu} D, [UZAZ}LU} do —

ij=1
d
:/ Z n*a" (x + he;)D; [A?u} D; [A?u} dx+ (2.25)
" ig=1

d
+/ E 2na’ (x + he)) Afu D; [A?u} Djndx.
=1

Der zweite Summand der rechten Seite von (2.25) lasst sich mit der Holder-Ungleichung,
1

S <V (Zle zf) * und Lemma 11 folgendermafen abschitzen:

d
/ Z 2na¥ (z + he)) Al D; [A?u} Djndzx| <
7 i1

3
16 Myd?=
-

- 0
Young 16> <e

= 1)

o [st)

L2 [ Dyl g2y

2
h
nD [Al u] ‘ L2(Q)
2 N 162 M2 d3
L2(Q) A2

(2.26)

1 2
+ 50 HDZUHL2(Q~))

2
= llnfand]

I D72 g »

39



;fdg gesetzt haben. Bevor wir alle bisherigen Schritte miteinander
32Myd2
kombinieren, benétigen wir noch weitere Abschiatzungen. Wegen (2.23) gilt

/,, Z $+ hey) D; {A?u D; [nQAlhu} dx <

2
< e [llullyran + 1l 2] |2 [P 00|

wobel wir € =

La@n (2.27)
L2(QY) * HnD [A?u} ‘ L2(Q~)>

2
2 2 2
iy 2 (17320 + Tl + 1Dl

SQJMMmmwﬂmmmlth%h
A
<i
— 4

st

wobei wir in der letzten Zeile von (2.27) Lemma 11 und Youngs Ungleichung (viermal)
verwendet haben. Die Konstante co héngt von ¢; und A ab. Nun benutzen wir alle bis-
herigen Ergebnisse und erhalten

A HUD [A u} ‘ : = 24§2 ) /// Z (x + hey)D; [Al u} [772Alhu] dx+

3,j=1

L2 (Q//)

/ Z 2na’’ (x + hey) Alu D; [Al u} Djndx

1" ’J 1

(2.26),(2.27) ) 2
= H??D [Al u] ) L2(Q)

+ e (1132 + Nl + I Dullfaan )
(2.28)

Wir bringen jetzt dem Term mit Koeffizient % auf die linke Seite von (2.28), multiplizieren

die Gleichung mit 2, benutzen Lemma 13 fiir ||Du||%2(9u) und erhalten wie im Beweis
von Theorem 4 fiir h — 0

102y < const ([l + 11320y ) -

Schliefslich verfahrt man genauso wie im Beweis von Theorem 4 und erhélt die gewiinsch-
te Aussage fiir k = 0.

Wir nehmen nun an, die Aussage sei fiir k gezeigt. Es gelte also
we WH22(Q) fir QccQ, fewr(Q), (2.29)

und
el < const (Jlul zg) + 1 wraqy ) - (2.30)

40



Um die Aussage fiir k+1 zu zeigen, diirfen wir zusitzlich annehmen, dass f € W*+1:2(Q)
und a¥ € C*+2(Q). Die Annahme (2.29) liefert

D e WFH2(Q) fiirl =1,...,d.

Wir setzen nun Djv statt v in (2.16) ein und erhalten

d
/~ Z aijDiuDj (D) dx = —/~ f Ddzx.
Q. Q

ij=1

d
:>—/~ ZD; (aijDiu) Djvdx:/Nlevdx.
Q Q

2,j=1

Mit der Produktregel bekommen wir

/~ Z Dya" DiuDjv da —|—/~ Z a” D; (D) Djvde = — /~ D;fvdz. (2.31)
Q Q Q

i,j=1 i,j=1

Die grundlegende Idee ist wie im Beweis von Theorem 5, schwache Losungen der Glei-
chung fir Dju statt v und D;f statt f zu betrachten. Wegen dem ersten Summanden der
linken Seite von (2.31) kénnen wir noch nicht analog wie bisher verfahren. Am Anfang
dieses Unterabschnitts haben wir allerdings behauptet, es geniige, Gleichungen der Form
Mu = f statt Lu = f zu betrachten. Die versprochene Rechtfertigung fiir diesen Schritt
wird im Anschluss dieses Beweises nachgeliefert.

Diesen Ansatz wollen wir auch fiir (2.31) verwenden und lassen den ersten Summanden
weg. Weil Diu € WH2(Q) und D f € W*2(€), folgt dann mit der Induktionsvoraus-
setzung, dass

Diu € WFE22(Q) fiir @ cc Q (:> ue W’“*sz(ﬁ’))
flirl=1,...,d und es gilt
| Drtll @y + IS g ey )

HDlu||ch+2,2(§/) § const

< const

Hu||wk+2,2(ﬁ) + Hf”wk+1,2(§)>

(
(
*2 comst (ully + e

Insgesamt folgt

lallyessaq@ry < const (lul aoy + 1 Flwesay ) -
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Unser Ziel ist es, eine zu Korollar 4 entsprechende Aussage fiir Lu = f zu zeigen. Dazu
schreiben wir (2.16) als

d
/ ZaijDiuDjvdx:/wvdx,
Q Q

i,j=1
wobei

d
Z Db +d
=1

d
Y= Z (bi +ci) D;u +

i=1

u— f.

Nach Annahme ist ¢ € L?(€2). Also ist u eine schwache Losung von
Mu=1 in Q' ccq.

Mit Theorem 6 fiir & = 0 erhalten wir u € W22(Q") fiir Q” cC . Dann folgern wir,
dass auch 1 lokal in W12 enthalten ist. Benutzen wir nun wieder das Theorem, dann
sehen wir, dass u lokal in W32 enthalten ist. Iterativ erhilt man, dass u fiir jedes m € N
lokal in W™? enthalten ist.

Schlieflich kénnen wir das folgende Resultat formulieren:

Korollar 5 Sei u eine schwache Lésung von Lu = f mit f € (0,5, W™?(Q) C C®(Q)
fiir ein offenes und beschrinktes  C RY. Alle Koeffizienten a”(z),...,d(x) seien in
C>°(Q) und es gelte die Annahme A1.

Dann ist auch v € C*°(Q).
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3 Ausblick: Innere LP-Regularitatstheorie

Die bisherigen Methoden lassen sich fiir 1 < p < oo leider nicht direkt auf die LP-
Regularitéatstheorie iibertragen und dennoch &hneln sich die entsprechenden Resultate
sehr. Die zu (2.7) analoge Ungleichung lautet bespielsweise

el gy < const (Il oy + 171l ey )

fir Q' cc Q. Wir wollen in diesem Kapitel einen kleinen Einblick in die innere
LP-Regularitatstheorie geben und dabei in erster Linie die Methoden zum Beweis der
Calderon-Zygmund-Ungleichung vorstellen.

3.1 Calderon-Zygmund-Ungleichung

Um das Theorem formulieren zu kénnen, bendtigen wir erst den Begriff der Fundamen-
tallosung und des Newton-Potentials.

Definition Wir setzen fiir z,y € R? mit  # y

= log |z — y| fir d =2
D(z,y) =

2—d .

und nennen I' die Fundamentallosung der Laplace-Gleichung. Die Berechtigung fiir diesen
Namen ergibt sich aus der Tatsache, dass AI' = 0 in R\ {y} fiir I" als Funktion von x.
Das Newton-Potential von f ist dann definiert als

w@wzérmwﬂw@.

Theorem 7 (Calderon-Zygmund-Ungleichung) Sei 1 < p < oo, f € LP(Q2) mit Q C R?
offen und beschrinkt, und w das Newton-Potential von f. Dann ist w € W2P(Q), Aw = f
fast iiberall in €2, und es gilt

|D*0|l 1y < const | f ae (3.1)

wobei die Konstante von p und der Dimension d abhéngt. Fiir p = 2 gilt
/ |D%w|* da = / £ da.
R4 Q

Mit der Gleichung fiir p = 2 kénnte man Theorem 4 bzw. 5 auf eine neue Art be-
weisen. Dafiir sei auf das Buch ,Partial Differential Equations von J.Jost [1] verwiesen.
Wir wollen den Fall p # 2 betrachten. Fiir den Beweis des Theorems 7 bendtigen wir die
sogenannte ,,Cube Decomposition Procedure” und das Interpolationstheorem von Mar-
cinkiewicz.
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3.1.1 Cube Decomposition

Wie die Ubersetzung des Begriffs ,,Cube Decomposition® schon erahnen lisst, geht es bei
dieser Methode darum, einen Wiirfel in R? auf eine spezielle Weise zu zerlegen. Dazu
betrachte man einen solchen Wiirfel Ky und eine nicht-negative integrierbare Funktion
f, die auf K definiert ist. Sei aufserdem t > 0 derart, dass

Ko

Man zerlegt nun Ky in 2¢ kongruente Wiirfel K, deren Inneres paarweise disjunkt ist.
Gilt fiir einen solchen Wiirfel

[ pdr<ti].
K

so wird die eben beschriebene Prozedur wiederholt. Ist hingegen
/ fdx >t|K],
K

so fassen wir solche Wiirfel in der Menge S zusammen. Fiir jedes K € S sei K derjenige

| | _ 29 und wir erhalten

Wiirfel, aus dessen Unterteilung K hervorgeht. Es gilt dann Rl =

<= g e

Wir setzen nun F' := (Jgcg K und G := Ko\ F. Nach Lebesgues ,Differentiation Theo-
rem“ (siche dazu beispielsweise ,Partial Differential Equations® (Appendix E.4) von
L.C.Evans [3|) gilt

g —t — 29¢,
| K|

f <t fastiiberallin G.
Man definiert aukerdem die Menge F' := Ukes K, fiir welche wieder die Ungleichung

/Afdx<t}ﬁ"
ja

gilt, weil K ¢ S. Ist nun f gleich der charakteristischen Funktion y 4 fiir eine messbare
Teilmenge A von K, so erhélt man aus den bisherigen Resultaten insbesondere

A| = ‘AQF’ gt‘ﬁ‘.

3.1.2 Interpolationstheorem von Marcinkiewicz

Fiir eine messbare Funktion f auf Q c R? definieren wir fiir ¢t > 0

pp(t) ==Kz € Q|f(2)] > t}].

Diese Funktion p besitzt zwei wichtige Eigenschaften.
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Lemma 14 Fiir alle p > 0 und f mit |f|” € L}(Q) gilt

nrl) <7 [ 1517 da (3:2)
und ~
L1 e =p [ "oty (3.3)
Q 0

Beweis. Auf {z € Q| |f(x)| > t} gilt t? <|f(x)[’. Daraus erhalten wir

| € 9 (@) > 1) s/

{zeq]|f(z)|>t}

F(@)P dx < /Q F@)P do V>0,

=ps(t)

= (3.2).
Um (3.3) zu zeigen, nehmen wir zunichst an, dass f € L'(Q). Es gilt

|f (@)l ~
/|f($)‘ dr = // dtdac:// lstor1on (Ot do =
Q oo N
Fubini o
- / /X{f($)>t}($)d$dt:
0 Q
_ s

= [ wwa,

wobei x 4 die charakteristische Funktion einer messbaren Menge A sein soll. Daraus folgt

(3.3) fiir p=1.
Fiir ein allgemeines p > 0 sieht man (3.3) folgendermafien:
[t = [T g @ dr -
. £ ()]
Fubini / / ptP~tdt do = / [tp]l)f(m)‘ dr =
QJO Q
= [ s

Q

O

Mit dieser Aussage kann man das folgende Theorem beweisen.

Lemma 15 (Interpolationstheorem von Marcinkiewicz) Sei T eine lineare Abbildung
von L2(Q2) N L"(Q) in sich selbst mit 1 < ¢ < r < co. Man nehme an, es existieren
Konstanten 77 und T3, sodass fiir alle f € LI(Q2) N L"(2) und alle ¢ > 0 gilt:

T . e T. cion )
prs(t) < (”f‘t‘“‘”) und iy (t) < (”f't'“”’) . (3.4)
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Dann lédsst sich T fiir ¢ < p < r zu einer beschrinkten linearen Abbildung von LP(2) in

sich selbst fortsetzen und es gilt fiir alle f € L9(2) N L"(Q) und « mit % =5+ 1o

HTfHLP(Q) < const T{' T, Hf”LP(Q) : (3.5)

Beweisskizze. Sei f € L1(Q2) N L"(2) und s > 0. Definiere

[1(@) = f@)Xqr@)sa (@) und  fol@) = f(2)X{12)<s) (%)

Dann ist f = f1 + fo. Wegen der Linearitét von 7" und der Ungleichung |T'f| < |T f1| +
|Tf2| ist

t t
pry(t) < MTf1(§> + MTf2(§)

(34) /2Ty 2T,
< (CR) 1y + (22 Ul
Desweiteren gilt

/|Tfyp do & p/ 7 s (8) dit

(3.6) o0
2y [Toa ([ ) s
0 {If>s} (3:7)

+p(2T2)T/ 1T (/ Kl dx) dt.
0 {IfI<s}

Sei A > 0 eine Konstante, die wir aber erst spater bestimmen wollen. Wir betrachten nun
s als eine Funktion von ¢, d.h. wir setzen s = %. Mit Fubini lasst sich die Ungleichung
(3.7) zu

(3.6)

TSy < | Lo @mars s Loy |l 69

umformen.
Man wahlt nun

R r
A= 2T, "ITy

und erinnert sich daran, dass Il? = % + 177“ Daraus erhélt man a = ;E::Z g und aus (3.8)
schlieflich )
P
T <2|—— T, "
I iniey <2 2ot L T Wi
const(p,q,m)
O
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3.1.3 Beweisskizze zur Calderon-Zygmund-Ungleichung

Angenommen, wir hitten den Fall p = 2 beweisen. Dann definieren wir fiir den allgemei-
nen Fall 1 < p < oo den linearen Operator T : L(Q) — L?(2) durch

Tf = D,-jw
fiir festes 7 und j. Wegen (3.1) fiir p = 2 und Lemma 14 erhélt man

2
prs(t) < (mm)> . (3.9)

t

Es gilt aufserdem die Ungleichung

Cllfllr

P (3.10)

prg(t) <

wobei die Konstante C' von d abhéngt. Um (3.10) zu zeigen, setzen wir f = 0 auferhalb
von {2 und wéhlen einen Wiirfel Ky mit 2 C K, sodass

fd.%’ < t|K0|.
Ko

Wir zerlegen K mithilfe der ,Cube Decomposition“-Methode und erhalten so eine Folge
von Wiirfeln {K;};°; mit der Eigenschaft

1 o
t< — |f] dz < 2% und |f| <t in G:Ko\\UKl'
| K| K =1

Der néchste Schritt ist es, f in einen ,,guten” Teil g und einen ,schlechten* Teil b := f—g
aufzuteilen, wobei

f(x) firx e G

g(l') =
ﬁlefdx fir r € Ky, 1=1,2,. ..

Es folgt |g| < 2%t fast {iberall, b(x) = 0 fiir z € G und le bdx = 0 fir jedes [. Weil T
linear ist, gilt T'f = T'g + T'b und wir erhalten

t t
pry(t) < /J'Tg(§) + MTb(§)~
Mithilfe einiger Abschétzungen der rechten Seite bekommt man schliefslich (3.10).
Wegen (3.9) und (3.10) sind die Voraussetzungen des Interpolationstheorems fiir ¢ = 1
und 7 = 2 erfiillt. Daraus erhiilt man fiir 1 < p <2 und f € L?(2) die Ungleichung

HTfHLp(Q) < const HfHLP(Q) )
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wobei die Konstante von d und p abhéngt. Diese Ungleichung lasst sich fiir p > 2 erwei-
tern. Dazu seien f,g € C§°(Q2). Es gilt dann

/(Tf)gda: = /wagdaﬁ—/wagdx
Q
= / / T — D;jgdxdy
= [ o ay
Holder-Ungl.
< 1l o) 179l e

mit ;1) + % = 1. Weil (LP(Q2))* = L9(Q2), erhalten wir

1Tl oy = sup [ / (Tf)gdx] < sup |l 170l
lgll,=1 L/ llgll,=

WEeil p > 2, ist ¢ < 2 und wir konnen obiges Resultat fiir ¢ statt p und ¢ statt f anwenden.
Es folgt

HTf”Lp(Q) <c(d,q) ”S”up1 ”f”Lp(Q) HQHLq(Q) =c(d,q) ||f”Lp(Q)
gll=

Da ¢ von p abhéngt, erhalten wir die Behauptung durch Approximation. [J

3.2 Bemerkungen zur [P-Regularitdtstheorie

Mit Theorem 7 ldsst sich eine zu (3.1) entsprechende Ungleichung fiir v und Aw folgern:
HDQuHLp < const [[Aul|1p(q) -

Diese ist fiir den Beweis der LP-Version von Theorem 4 bzw. des analogen Theorems fiir
Lu = f von grokem Nutzen, denn damit erhilt man nach einigen Uberlegungen
2
|D UHLP(BUR) =
< 1 D 1
< const | [|f[|o(py) + A=o)R | u||LP(B%(1+U)R) AR lull Loy | »

wobei B = Bpr(xzg) CC  fiir ein festes zp € ' CC @ und o € (0,1), solange R
geniigend klein gewahlt ist. Im zweiten Teil des Beweises fiihrt man folgende Notation
ein:
®, = sup (1—o)"RF HDku)
0<o<1

. k=0,1,2.
LP(BUR)

Aus obiger Ungleichung folgt damit

®y < const <R2 1l ey + @1+ <I>0> .
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Man kann zeigen, dass die ®; die Interpolationsungleichung

const

O < ey + %)

erfiillen. Insgesamt ergibt sich
®y < const (R2 £l o) + <I>0) ,d.h.

const

HDQUHLP(BUR) < 7(1 ~ )R (R2 ||f||Lp(BR) + HUHLP(BR)) )

Man setzt nun o = % und iiberdeckt €' mit endlich vielen Kugeln mit Radius g (mit

geniigend kleinem R) und erhélt somit die Abschétzung
lullwesry < const (Jlul oy + /1l o) (3.11)

fiir w € W2P(Q) N LP(Q).
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AbschlieBende Bemerkungen

Ausgehend von schwachen Losungen elliptischer partieller Differentialgleichungen, die
zunéchst nirgends klassisch differenzierbar sein mussten, haben wir uns Kriterien erar-
beitet, um sie schlieftlich doch als klassische glatte Losungen zu identifizieren. In den
Riaumen L?(Q) und LP(Q) sind wir dabei unterschiedlichen Methoden begegnet. Die
LP-Regularitatstheorie scheint zunédchst nur eine unbrauchbare Verallgemeinerung der
L?-Regularititstheorie zu sein; sie wird allerdings fiir die Behandlung vieler nichtlinearer
partieller Differentialgleichungen unentbehrlich.

Diese Arbeit hat sich nur mit der inneren Regularitit beschéaftigt, also ist es nur selbstver-
stdndlich sich zu fragen, inwiefern es sich mit der Regularitét auf 02 verhélt. Um dafiir
eine entsprechende Theorie zu entwickeln, verlangt man von 952, eine (d—1)-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von R? der Klasse C* zu sein. Im Prinzip werden dann lokale Funk-
tionen u o ¢! statt u betrachtet, wobei es sich bei ¢ : B,.(z0) — ¢(Br(x0)) fiir zo € 9Q
um eine Bijektion handelt, die zusammen mit ihrer Umkehrfunktion ¢! in C* enthal-
ten ist. ,Partial Differential Equations von J.Jost [1] gibt fiir dieses Thema eine kleine
Einfihrung. Fiir genauere Ausfiihrungen der Globalen Regularitétstheorie sowie der LP-
Regularitéatstheorie sei auf das Buch ,Elliptic Partial Differential Equations of Second
Order* von Gilbarg/Trudinger 4] verwiesen.
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