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I. Differentialtopologische Vorbereitungen (1V).

1. Allgemeine Lage: Transversalität, Whitney-Immersion und -Einbettung

2. Bordismus, Pontrjagin-Thom-Konstruktion

II. Morse-Theorie und h-Kobordismussatz (4V). Ein h-Kobordismus zwischen
zwei Mannigfaltigkeiten kann als Schritt von einer Homotopie-Äquivalenz hin zu ei-
nem Diffeomorphismus angesehen werden. Der h-Kobordismussatz beschreibt eine
allgemeine Situation, in der h-Kobordismen Produkte sind und damit Diffeomorphis-
men liefern. Der Beweis, der anhand der Darstellung in [Mi65h] besprochen werden
soll, basiert auf Morse-Theorie und die Strategie ist die Vereinfachung von Morse-
Funktionen bzw. der Dynamik ihrer gradientenartigen Flüsse (kritische Punkte und
verbindende Trajektorien). Die Grundlagen der Morse-Theorie (§1-3) sollen nur zur
Erinnerung skizziert und das Hauptaugenmerk auf den eigentlichen Beweis (§4-8) ge-
legt werden. Spektakuläre Anwendungen sind die Poincaré-Vermutung und Schönflies
in Dimension ≥ 5 (§9).

III. Whitehead-Torsion und s-Kobordismussatz (3V). Der h-Kobordismussatz
soll auf den Fall nichttrivialer Fundamentalgruppe ausgedehnt werden, wobei ei-
ne Obstruktion algebraischer Natur ins Spiel kommt, die Whitehead-Torsion. Ihre
Werte liegen in der Whitehead-Gruppe Wh(π1), die alleine von der Fundamental-
gruppe abhängt. Nach algebraischen Vorbereitungen (Konstruktion der Whitehead-
Gruppe) sollen geometrische Invarianten gewonnen werden (Whitehead-Torsion von
Homotopie-Äquivalenzen endlicher CW-Komplexe bzw. h-Kobordismen) und ent-
sprechende Klassifikationsresultate formuliert werden (einfache Homotopietypen von
CW-Komplexen bzw. h-Kobordismen mit gegebener Anfangsmannigfaltigkeit). Letz-
teres ist der s-Kobordismussatz, dessen Beweis aufbauend auf dem Beweis des h-
Kobordismussatzes skizziert werden soll. Quellen: [KL05, Kap. 5-8] und [Ke65].

IV. Killing homotopy groups (0V). Um die allgemeine Theorie der Chirurgie
zu motivieren, sollen die frühen Arbeiten [Mi61, Wa62] (hauptsächlich erstere) vorge-
stellt werden, in denen Chirurgie unter Parallelisierbarkeitsannahmen eingesetzt wird,
um Mannigfaltigkeiten hoch-zusammenhängend zu machen. Es soll mindestens das
zu Beginn von [Mi61] formulierte und Chirurgie unterhalb der mittleren Dimension
betreffende Resultat erklärt werden, daß man geschlossene (m − 1)-parallelisierbare
2m-Mannigfaltigkeiten (m− 1)-zusammenhängend machen kann.

V. Exotische Sphären (3V). Es soll das Hauptresultat der Arbeit von Kervaire und
Milnor [KM63] besprochen werden, daß die Gruppe Θn der Diffeomorphieklassen n-
dimensionaler Homotopiesphären für n ≥ 5 endlich ist. Man sieht hier auch, in welche
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Teilprobleme sich das Klassifikationsproblem zerlegt und welche Rolle die Chirurgie
dabei spielt.

VI. Chirurgie (5V). Chirurgie spielt eine zentrale Rolle bei der Klassifikation glatter
Mannigfaltigkeiten in Dimension > 5. Nachdem wir dies in spezielleren Situationen
bereits kennengelernt haben (exotische Sphären), wollen wir uns nun mit dem allge-
meinen Fall befassen geleitet von der Frage, wann man eine Homotopie-Äquivalenz
geschlossener glatter Mannigfaltigkeiten M0 und M1 zu einem Diffeomorphismus de-
formieren kann. Chirurgie betrifft dabei den Schritt, einen Kobordismus (W, M0, M1)
zwischen M0 und M1 in einen h-Kobordismus umzuwandeln.

Zuerst soll das Konzept der Normalenabbildung (normal map) im Zusammen-
hang mit den Bordismusgruppen erklärt werden. Während man in der CW-Kategorie
Elemente von Homotopiegruppen einfach durch Anheften von Zellen stets annullie-
ren kann, ist dies in der glatten Kategorie durch Chirurgie nur unter bestimmten
Voraussetzungen möglich. Die Normalenabbildung gewährt geometrische Kontrolle,
so daß zu annullierende Elemente von Homotopiegruppen (unterhalb der mittleren
Dimension) durch eingebettete Sphären mit trivialem Normalenbündel repräsentiert
und daher tatsächlich durch Chirurgie beseitigt werden können. Die Chirurgie soll
erst unterhalb der mittleren Dimension durchgeführt werden, wo noch keine Hin-
dernisse auftreten. Die Hindernisse zur Chirurgie in mittlerer Dimension liegen in
sogenannten L-Gruppen, die in einem algebraischen Exkurs eingeführt werden sollen.
Es sollen dann die Chirurgie-Obstruktionen erklärt und (im Fall dim ≡ 0 mod 4)
gezeigt werden, daß sie invariant unter Bordismus sind und die einzigen Hindernis-
se darstellen, um den gegebenen Bordismus in einen h-Kobordismus zu überführen.
Diese Information soll schließlich in der exakten Chirurgie-Sequenz zusammengefaßt
werden. Quellen: [KL05, ch. 11-14], eventuell weitere Details aus [Lü04, ch. 3-5].

Eventuell kann man im Licht der allgemeinen Theorie noch einmal auf den Fall
der exotischen Sphären zurückkommen [Lü04, Kap. 6].
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Birkhäuser 2005.
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