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Losungen:

46.

47.

48.

Rang einer Matrix. Es seien A, B € IR™*" reelle n x n - Matrizen mit rgA = rgB =
r €{0,...,n}. Man zeige: rg(BA) <.

Es ist rg(BA) = dim ImBA = dim B(ImA). Nach Voraussetzung gilt dimImA = r,
also ImA = (vy, ..., v,) mit gewissen Spalten vy, ..., v, € IR".

Daher wird InBA = B(ImA) durch Buy, ... Bv, aufgespannt; die Dimension ist also
< r (da man unter den aufspannenden Vektoren eine Basis auswéhlen kann).

Affine Unterrdume

Welche der folgenden affinen Unterriume des IR® sind gleich?
X1 =ey+(ex—er,e3—ey)

Xy =26y + (2e5 — 261, 263 — 2¢1)

X3 =e1+ (e3—ea,e3 —e€1)

X4 =e;+ <2€2 — 61,263 — €1>

Damit zwei affine Unterrdume z; + U;, ©+ = 1,2, gleich sind, mufl zundchst U; = Us
gelten (der zu einem affinen Unterraum gehorende Untervektorraum ist durch den
affinen Unterraum eindeutig bestimmt).

Die affinen Unterrdume von X; und X5 sind offensichtlich gleich.
Die affinen Unterrdume von X; und X3 sind ebenfalls gleich, da
e3s—ey=(e3—e1)— (ea—e1) € (3 — 1,63 — €1)

und

ea—e; = (e3—e1) — (e3 — e2) € (€3 — €9,63 — €1)

gilt.

Dagegen ist der affine Unterraum von X, ein anderer. Das kann man z.B. daraus
folgern, dafl man zeigt, daf3 die Vektoren 2e, — e1,e5 — €1 und ez — e; Lu. sind. Also
ist X, von den anderen affinen Unterrdumen verschieden.

Von den drei affinen Unterrdumen X, X5, X3, die alle den gleichen Untervektorraum
haben, sind X; und X3 gleich wegen

62:€1+(€2—61):61+(€3—61)—(63—62) 6X3
und
€1 262—(62—61) € X;.

Dagegen ist X5 von X; (und X3) verschieden wegen 2es ¢ X;; dies folgt z.B. wegen
e; € X1, aber 2e5 — €1 & (ea — €1, €3 — €1), wie oben gezeigt wurde.

Koordinatentransformationen.
Sei d : IR> — IR? die Drehung im IR? mit dem Drehwinkel 45° um die Achse

1
R-| 1/2
1/2 V3

Man gebe die Matrixdarstellung von d bzgl. der kanonischen Basis £ = {e, €2, e3} des
IR? an. Man bestimme dazu zuerst die Matrixdarstellung der linearen Abbildung d
bzgl. einer geeigneten Orthonormalbasis des IR?.
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Die Aufgabe ist in der angegebenen Form zwar 16sbar, erfordert aber einen unverhélt-
nisméfig grofen Aufwand. Gedacht war die Aufgabe (in Analogie zu einer Staatsex-
amensaufgabe und als Vorbereitung fiir eine Aufgabe der Klausur) mit der Achse

0
IR~( 1/2 )
1/2 V3
0

Der Vektor b := ( 1/2 ), der diese Achse aufspannt, liegt in der Ebene (e, e3),
1/2 /3

aber nicht auf einer der Koordinatenachsen. Nun ist eine Drehung bzgl. einer Ortho-

normalbasis nur dann leicht zu beschreiben, wenn die Drehachse eine der Koordina-

tenachsen ist. Deswegen beschreibt man die Drehung zunéchst bzgl. einer Orthonor-

malbasis B = {by, by, b3}, die so gewihlt wird, dafi die vorgegebene Drehachse eine

Koordinatenachse der neuen Basis wird.

Da b in der x5, x3-Ebene liegt, findet man eine solche Basis B, indem man die Stan-
dardbasis € = {ey, e, e3} um die z1-Achse dreht. Dreht man um den Winkel 60°,
geht ey in den Vektor b iiber. Die durch diese Drehung von £ entstehende Basis ist
B = {bl, bg, bg} mit

1
b1:€1: 0 s
0

0
by =1/2 ex+1/2v/3 e3 = ( 1/2 )
1/2 V3

0
by = —1/2v3 ey +1/2 e5 = ( ~1/2/3 )
1/2

1 0 0
Sei B die aus diesen Spalten gebildete Matrix, also B=| 0 1/2 —1/2/3 |.
0 1/2v/3  1/2

Dann ist die Transformationsmatrix des Basiswechsels

1 0 0
TE=B'1=|0 1/2 1/2V/3
0 —1/23 1/2
Die Drehung d wird bzgl. der Basis B durch folgende Drehmatrix dargestellt:
1/2v2 0 —1/2V/2
Dp = ME(d) = 0 1 0 )
1/2v2 0 1/2V2
Bzgl. der Basis £ wird dann d It. Vorlesung dargestellt durch die Matrix
Dy = Mg(d) = TP ME(d)T5 = BDpB™' =
0 0 1/2v2 0 —1/2V/2 1 0 0
/2 —1/2V3 0 1 0 0 1/2 1/2V/3 | =
1/2/3  1/2 1/2v/2 0 1/22 0 —1/2v/3 1/2

0 0 1/22  1/4v6 1/4&)

/2 —1/2v/3 0 1/2 1/2/3
1/2/3  1/2 1/22 —1/4V6  1/42

OO = OO
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1/2v/2 1/4/6 —1/42
(1/4\/6 1/4 4+ 3/8V/2 1/4\/51/8\/5)
1/4v2  1/4/3—1/8V6  3/4+1/8V2

49. Permutationen

Man gebe alle geraden und alle ungeraden Permutationen in Sy an.

Gerade Permutationen:

Ay ={(1),(123), (132), (124), (142), (134), (143), (234), (243), (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.
Ungerade Permutationen:

U, = {(12),(13), (14), (23), (24), (34), (1234), (1243), (1324), (1342), (1423), (1432)}

50. Determinanten

(a) Uber Zs ist:

410
det 1 41 = (mlt 1. Zg = Z3 + Zg, 2. Zg = Zl + ZQ)
4 4 0
410
det| 0 0 1 | = (Z5 und Z3 vertauschen)
0 3 1
410
—det| 0 3 1 |=-4-3-1= (da Dreiecksmatrix)
0 01
(b) Uber IR ist:
1 3 5 1
det i) g 2 131 = (ZQ = Z3 - 321, Zg = Z3 - Zla Z4 = Z4 — 6Z1)
6 15 21 18
1 3 1
0 —2 —6 8
det 0 o | =
0 —3 —9 12
1 35 1
013 —4
(=2)-2-(—3) - det 011 1 =0
013 —4

(c) Man rekapituliere die in der Vorlesung aufgelisteten Eigenschaften von Determi-
nanten (Aussage 5.1.3.2).

Siehe Skriptum.



