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Losungen:

38. Invertierbare Matrizen

Sei K ein Korper, und es seien a,b, ¢, d € K. Man zeige:

Die Matrix ( CCL Z ) € K?*? ist genau dann invertierbar, wenn gilt: ad — bc # 0.

Fallunterscheidung;:

a) a # 0. Man bringt die Matrix @b auf Zeilenstufenform, indem man die
c d

zweiten Zeile durch a - Z3 — ¢+ Z; ersetzt; man erhilt:

a b
0 ad—bc

In diesem Fall siecht man: Matrix invertierbar <= Rand = 2 <=5 ad — bc # 0.

(b) a = 0. Ist dann b = 0 oder ¢ = 0, so ist der Rang kleiner 2; im Fall b # 0, ¢ #£ 0

dagegen ist der Rand 2. Die Bedingung fiir Invertierbarkeit ist also bc # 0; das
ist in diesem Fall wiederum ab — bc # 0.

39. Inverse Matrix und inhomogene lineare Gleichungssysteme. Fiir A € IR be-

trachte man
A1 0
Ayvi=l 1 X 1 | eR>®

01 A

(a) Fiir welche A € IR ist A, invertierbar? Man bestimme gegebenenfalls die inverse
Matrix.

(b) Man bestimme Basen von KeA, und ImA,.

1
(c) Fiir welche A, 1 € IR ist das inhomogene lineare Gleichungssystem A,z = ( i )

p
16sbar? Bestimme jeweils den Losungsraum.
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40. Affine Unterriume. Gegeben seien folgende Punkte im IR3:

(3 ()

(a) Man gebe einen 2-dimensionalen affinen Unterraum X C IR? an mit p; € X, i =

0,1,2.

X := po + (p1 — po, P2 — Po) enthilt die Punkte po, p1, po und ist 2-dimensional,
2 0

dapi—po=] 0 | und po —pp = ( 1 ) l.u. sind.
0 1

(b) Man zeige: X ist durch die Punkte pg, p1, p2 eindeutig bestimmt in folgendem
Sinne: Ist X’ C IR? ein 2-dimensionaler affiner Unterraum mit p; € X', i =0, 1,2,
so gilt X = X'.
Aus p; € X', 1 =0,1,2 folgt: X' = po+ V' mit p; — po,p2 — po € V'. Wegen
dim V' = dim X' = 2 folgt X' = (p; — po, P2 — po), also X' = X.

(c) Gibt es einen 1-dimensionalen affinen Unterraum ¥ C IR®* an mit p; € Y, i =
0,1,27
Ausp,eY, 1=0,1,2folgt X CY,alsodimY > dimX = 2.

(d) Fir beliebige Punkte gg,q1,92 € IR® gebe man eine notwendige und hinrei-

chende Bedingung dafiir an, da diese Punkte einen eindeutig bestimmten 2-
dimensionalen affinen Unterraum Z C IR? festlegen.

Die Bedingung lautet: ¢; — qo, g2 — qo l.u.
Beweis:

i. Es sei vorausgesetzt: ¢; — qo, g2 — qo Lu.
Dann sieht man wie in den obigen Aufgaben: py+ (g1 — qo, g2 — qo) ist der ein-
deutig bestimmte affine Unterraum von IR?, der die Punkte go, g1, g2 enthalt.
il. Seien q1 — qo, g2 — qo l.a. Dann gilt gilt dim(g; — go,¢2 — o) = 1. Sei etwa
(@1 — 90,92 — 90) = {q1 — 0)-
Nach Steinitz gibt es eine Basis {by, by, b3} des Qg, sodaB {g1 — qo, b2, b3}
eine Basis des IR? ist. Dann sind g + (g, — o, b1) und go + (g1 — qo, b2) zwei

verschiedene 2-dimensionale affine Unterraume von IR3, die beide die Punkte
o, g1, g2 enthalten.

Letzte Teilaufgabe 2 P., andere Teilaufgaben je 1 P.

41. Affine Unterrédume. Es seien K ein Koérper, V ein K-Vektorraum und X;, Xo C V.
affine Unterrdume. Man beweise oder widerlege:

(a) X1 N X, ist affiner Unterraum von V.

(b) X1 U X ist genau dann affiner Unterraum von V, wenn X1 C X3 oder X, C X,
gilt.
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