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Losungen:

35. Elementarmatrizen und invertierbare Matrizen. Man stelle die folgenden Ma-
trizen jeweils als Produnkt von Elementarmatrizen dar:

(a)

(1)

Zur Losung fithrt man die Matrix durch elementare Zeilenumformungen, also
durch Multiplikation von links mit Elementarmatrizen, in die Einheitsmatrix
iiber:

.me%emA=(_§?>A=<é_i>*
Gai-24= (g1 )( 5 1 )4a=(o )"

&eth%emA=(é_ﬁ)(é})(_

Es gilt also S3(—1) @? Qi(—2) A = F und damit

N =
i)
SN——
b
I
TN
O =
— O
SNe—
|
&

A= (Qx(=2))7 (@) (S2(=1))7" = Q3(2) QI(-1) Sa(-1) =

(29)(0 1)(0 1)

0001
0010
A= 0100
1 000
Analoges Vorgehen:
0 001 1 000
0100 0010
4 A _ _
A B A= 007 0|4 0100 |7
1000 0001
1 000 0 001 1000
0010 0100 0100
3p4 4 _ _ _
P2P1A_0100 OOlOA_0010—E
0001 1000 0 001
Es gilt also P{ P! A = F und daher
0 001 1000
0100 0010
_ (p4y—1 (pP3\—-1 _ p4 p3 _
A"(Pl) (P2) _Pl PQ— 0 O 1 0 O 1 O 0
1 000 0 001

(je 2 Punkte)
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36. Inverse Matrix. Man invertiere folgende Matrizen, sofern sie regular sind:

(a)

-11 2 2

11 =21

A= 2 2 -4 4
-3 1 6 2

Man muB zuerst den Rang der Matrix bestimmen: II+I, III+2I, IV-31 ergibt

-1 1 2 2
0 2 0 3
0 4 0 8
0 -2 0 -4
Dann III+21V ergibt
-1 1 2 2
0 2 0 3
0 00 O
0 -2 0 -4

Man kann sehen, dal der Rang der Matrix kleiner 4 ist, und somit ist die Matrix
nicht invertierbar.

(b)

2 2 4
A=14 40
4 3 2
Der Rang der Matrix
2 2 4
4 4 0
4 3 2

ergibt sich aus der Zeilen-Stufen-Form, welche

(=i

10
1 2
0 2

ist. Somit kann man die Matrix invertieren. Man berechnet:
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AN
o N
W = N
N O
SN————
NN
o O
O = O
~ o o
SN————

%I und %II ergibt

O
(S e
N O N
S——
N
o o=
oORI= O
— oo
\_/

1I-1, I11-41 ergibt

1 1 2 -,;; 00
0 0 -2 -3 20
0 -1 -6 -2 01
Austausch von IT und III ergibt
11 2 £ 00
0 -1 -6 -2 01
0 0 -2 -1 10
I+I11, II-3111 ergibt
1 1 0 0 % 0
0 -1 © —% 3 1
0 0 -2 -5 7 0

— $1IL, T+11, -1 ergibt

O = O

]

O =
S——
f
OO =
- OO
~——

Q0= |G| =
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(c) Fir a,b,ce R

1 a b
A=|10 1 ¢
0 01
(je 2 Punkte)
‘Wie man sehen kann, ist die Matrix
1 a b
0 1 ¢
0 0 1

schon in Zeilen-Stufen-Form und der Rang ist gleich 3. Diese Matrix kann somit

invertiert werden.

1 a b 1 00
01 ¢ 010
0 0 1 0 0 1
I-5I1T und II-III ergibt
1 a O 1 0 -b
010 0 1 —c
0 01 00 1
I-all
100 1 —a (=b+(ac))
010 0 1 —
0 0 1 0 1

Die Probe ergibt:

1 a b 1 —a (=b+(ac)) 100
01 ¢ 0 1 —-c |=1010
0 01 0 0 1 0 0 1
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37. Sei K ein Koérper und sei A € K™ eine n X n-Matrix fiir ein n > 1. Zeigen Sie, da
folgende Aussagen dquivalent sind:

(a) Fir alle B € K™ gilt AB = BA.
(b) Es gibt ein A € K mit A = AF.

Hinweis zu a = b: Man zeige zuerst, daf alle Elemente aulerhalb der Diagonale 0 sein
miissen. Im 2. Schritt soll gezeigt werden, dafl alle Diagonalelemente gleich sind.

Wir zeigen zuerst, dal (b)) — (a). Wir setzen A = AE und formen AB und BA
geeignet um.

AB = (AE)B = A(EB) = AB
BA = B(AE) = A(BE) = AB

Somit haben wir gezeigt: unter der Annahme von (b) gilt AB = BA fiir alle Matrizen
B. ‘

Als nichstes zeigen wir (a) — (b). Dazu beweisen wir, daB unter der Annahme (a) die
Matrize A eine Diagonalmatrix sein muB. Um einen Widerspruch herzuleiten, nehmen
wir an, daB A ein Element a,, s (mit u # s) verschieden von Null enthilt (d.h. A ist
keine Diagonalmatrix). Nun konstruieren wir eine Matrix B, die in der s-ten Zeile und
d-ten Spalte eine 1 hat (d beliebig); der Rest sind Nullen.

0 0
B=|01 0 ... 0
0 : 0

Aus der Annahme (a) folgt, daB AB = BA gelten muB. Das heiBt, fiir alle ¢ und j
muB gelten:

[AB]i; = [BA] ;
Insbesondere sollte gelten:

[ABya = [BAlua

was nichts anderes ist als:

n n

> (Al [Blia =D [Blug - [Alia

=1 =1
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Da in B nur [B]; 4 ungleich Null ist, vereinfacht sich die linke Seite zu [A]y s - [Bls,q.
Dieses Produkt ist ungleich Null, da [4], s # 0 und [B]s,4 = 1. Dir rechte Seite ist
Null, da [B],,; immer Null ist (es wurde u # s angenommen). Somit konnen beide
Seiten nicht gleich sein und wir erhalten einen Widerspruch mit der Annahme, da A
keine Diagonalmatrix ist.

Nun zeigen wir, daB A eine Diagonalmatrix mit nur einem A auf der Diagonalen ist.
Wir nehmen wieder an, es gibe verschiedene A’s auf der Diagonalen und leiten einen
Widerspruch her. Also, es gibe auf der Diagonalen von A ein A; und ein A; mit A\; #
A;j. Aus der Annahme (a) folgt, daB AB = BA ist (fiir alle B) und somit mu AB —
BA = 0 gelten. Fiir die i-j-Komponente heifit das

[AB — BA)i; = [Bli,j(\i — X))
Die rechte Seite ist (im Allgemeinen) Null, nur wenn A; = A; ist. Somit kdnnen nur

ein X auf der Diagonalen von A vorkommen und folglich hat A die Form AE, was zu
zeigen war.
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