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Losungen:

23. Untervektorrdume. Welche der folgenden Mengen ist ein Untervektorraum von IR3
Begriindung!

x
U:={(y ) EIR3:2w+3y=0,z=0,x—y=0}=KeAmit

z
2 3 0

A:=11 -1 0 | und daher ein Untervektorraum (das kann man natiirlich auch
0 0 1

direkt zeigen, indem man die beiden Forderungen in der Definition des UVR nach-

weist).

—{(;) Pra? 42—z =1},

W::{(

T
X::{(y)em3:x2+y2+z2:1}
V4

ISR S

) EIR3:x—-y:O,2m+z=1,x:0} und

enthalten alle nicht den Nullpunkt und sind deshalb keine Untervektorraume.

24. Lineare Abbildungen. Welche der folgenden Abbildungen sind linear? Begriindung!

(a) Fiir
f: R - R3

)= ()

20 0
gilt f=Amit A:=| 0 1 0 |[.Daherist f linear.
0 0 -1
(b) Fiir
g: IR3 — R®

x Ty
a=|y | = gla)=| xz
z yz

1

gilt nicht g(Aa) = Ag(a), denn z.B. mit a = ( 1

) und A = 2 gilt g(a) = (
1

et ol
\J

4

und g(2a) = ( 4

) # 2g(a). Daher ist g nicht linear.
4

(c) Fiir
h: R} - R

x
Y — 24y
z

gilt h = A mit A := ( 210 ) Dabher ist A linear.
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(d) Fiir
i: R} — R

x

Y — 2r+2y+1
z

0

gilt (] 0 | = 1. Bei einer linearen Abbildung wird aber stets Null auf Null
0

abgebildet. Daher ist 7 nicht linear.
25. Lineare Unabhingigkeit

(a) Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K, und seien u,v,w € V linear un-
abhéngig,.
Man zeige:
Je drei der Vektoren u,v, w,u + v + w sind linear unabhéingig.

1. Fir die drei Vektoren u,v,w ist die lineare Unabhéingigkeit vorausgesetzt;
fiir diesen Fall ist also nichts zu zeigen.
ii. Zeige die lineare Unabhéngigkeit von v, w,u + v + w:
Seien o, 3,7 € K mit aw + fw + y(u + v + w) = 0.
Dann gilt
yu+ (o +y)v+ (B +v)w = 0.
Da u,v,w Lu. sind, folgt y =0,a+v=0,8+~ = 0.
Hieraus folgt a = =~y = 0.

iii. Die lineare Unabhéngigkeit von u, w, u+v+w und u, v, u+v+w wird analog
bewiesen.

(3 P)

(b) Gilt die entsprechende Aussage, wenn man vier linear unabhingige Vektoren
v1,V2,v3,v4 € V hat und vier Vektoren aus der Menge {vy, vo, v3, V4, V1 +vg +v3+
v4} herausgreift?

Ja, Beweise genau analog. (1 P.)

26. Basis des Losungsraums eines homogenen linearen Gleichungssystems, Pa-
rametrisierungsabbildung.

L c TR* sei die Losungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems Az = 0 mit

1 1 01
A=}11 -1 20
1 -1 20

(a) Man bestimme die Losungsmenge L mit dem GauB-Algorithmus.
Die Zeilenstufenform von A ist

11 0 1
A=102 -2 1
00 0 O

Als Losung ergibt sich daraus
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—t1 — 5t

t, — Lt
gty te) = | t12 ?

ta
(3 P)

(b) Man bestimme speziellen Losungen a := z(1,0) und b := (0, 1) (also die Losun-
gen zu den Parameterwerten ¢, = 1.t, = 0 bzw. t1=0,t0=1)

.

(1P)
(c) Man zeige: a und b sind linear unabhéngig.

Seien o, 3 € IR mit aa + Bb = 0. Aus der dritten und der vierten Zeile dieser
Vektorgleichung folgt oo = 8 = 0.

(1P)
(d) Man zeige: Die Abbildung

R} - L
t
<t;> = z(ty, to)

Die Losung z(t1,t;) wird gewonnen, indem man z5 = ¢; und T4 = t9 setzt und
dann aus den beiden ersten Gleichungen zuerst o und dann x1 berechnet.

Aus dieser Berechnungsvorschrift sieht man:

%(tl +ti, t2+t’2) = Z‘(tl,tg) +$( ’1, tl2), CI?()\t]‘, )\tz) = )\(E(tl, tg), dh, die Abblldung
p ist linear.

Die lineare Abbildung p heit Parametrisierungsabbildung fiir die Losungs-
menge.

(3 P)

(e) Man zeige: a und b bilden eine Basis des Losungsraums L.
Zu zeigen ist: Ist x(t, ;) eine beliebeige Losung, so gilt z(¢, t2) € (a,b). Dies ist
richtig, da wegen der Linearitét der Abbildung p gilt: x(t1,t2) = t1a + t9b.

(1P)

ist linear.
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