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Loésungen:

16.

17.

18.

Permutationen Es seien Permutationen o,7 der Menge {1,2,3,4} durch folgende
Wertetabelle definiert:

n {(1[2(3(4
o(n)|[413]2]1
T(n)[[2]{3]4]1

Man gebe in Zyklenschreibweise an: o, 7,07, 70,00 = 02,77 := 0 und entsprechend
die Potenzen o3, o4, 73, 74.

o = (14)(23),7 = (1234), 07 = (13),70 = (24)
o? = (1),0® = o0 = (14)(23),0* = (1)

72 = (13)(24), 7° = (1432), 7% = (1).

(Je 0.5 Punkte)

Matrizenprodukt

Fiir eine Matrix A € R™*" sei 'A € R™*™ die an der Hauptdiagonalen gespiegelte
Matrix, d.h., ist A = (aij)i=1,..m, j=1,..n, 80 I8t *A = (@ji)j=1,..n, i=1,..,m Mit Gj; := ag;
fiir alle 4, j.

Man zeige: Fiir A € R”™, B € R™*" gilt
“YAB)= 'B'A

Beweis:

Seien A = (a'/\u))\=1,...,l,p.=1,...,m € Rlxm’ B = (buu)pzl,...,m,uzl,...,n € IR’mxn.

Dann AB = (cx)a=1,..iv=1,.n € R mit cy, = i Gaubpy.

‘B = (l_)up.)uzl,...,n,p:l,...,m S IRnxm mit l—)uu = buu)
YA = (@ur) p=1,...mr=1,...1 € R™! mit A = Qxy,
t(AB) = (El,,\)y=1,...,n,)‘=1,...,l € IRnXI mit E,,)\ =Cyw = le a,\ub,“, fir alle v, A

‘B'A= (duA)v=1,---,n,A=1,--.,l € R™ mit dyx = Eu l_),,#&u,\ = zu bl“’a/\# = Zu aAubuu =
Cy = Gy fiir alle v, A.

Ringe
Sei R ein Ring mit den neutralen Elementen 0 und 1. Man zeige fiir Elemente a,b € R:
(a) 0Oa=a0=0
0=0+4+0= 0a = 0a + Oa.

Addition des Elements —(0a) liefert 0 = 0a—0a = (0a+0a)—0a = 0a+(0a—0a) =
0a + 0 = Oa.

Ebenso wird gezeigt: a0 = 0.
(b) —(ab) = (—a)b = a(-b)
Zu zeigen ist: ab + (—a)b =0 und ab + a(—b) =0
Beweis: ab+ (—a)b = (a + (—a))b = 0b = 0. Andere Aussage entsprechend.
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(c)

(d)

(e)

(~a)(~b) = ab

Beweis: (—a)(—b) = —(a(-b)) = —(—(ab)) = ab
—a=(-1)a

Beweis: Zu zeigen ist: a + (—1)a = 0.
a+(-1)a=(1+(-1))a=0a=0

0=1= R={0}

Beweis: Sei ¢ € R. Dann a = la = 0a = 0.

19. Endliche Koérper

Fiir kleine natiirliche Zahlen a, b kann an sich einfach von folgender Tatsache iiberzeu-

gen:

Sind a und b teilerfremd, so gibt es ganze Zahlen 7, s mit ra + sb = 1. (Dies ist

allgemein, also nicht nur fiir kleine Zahlen, richtig und kann mit Hilfe des Euklidischen
Algorithmus bewiesen werden). Man zeige:

(a)

(b)

Ist p eine Primzahl a eine natiirliche Zahl mit 0 < a < p, so gibt es
ze€{l,...,p—1} mitaGz=1.
Dabei sei © : %, x #, — %, die Multiplikation in Z,, d.h. ¢ ® z ist die ein-

deutig bestimmte Zahl in {0,...,p — 1}, die sich von az um ein Vielfaches von p
unterscheidet (also der Rest bei Division von azx durch p).

Da p prim ist, gibt es ganze Zahlen r, s mit ra + sp = 1.

Wshle z € {1,...,p — 1}, das sich von r um ein Vielfaches von p unterscheidet,
dh.z =r—gpit g € Q =z ist also der bei der Division von r durch p
auftauchende Rest. Dann gilt:

1=ra+sp=za-+gpa+ sp=za+(qa+s)p

za unterscheidet sich demnach von 1 u ein ganzzahliges Vielfaches von p, d.h.
a®zr=z0a=1.

Fiir eine natiirliche Zahl m > 2 gilt: Genau dann ist Z,, ein Korper, wenn m
prim ist.

Ist m prim, so hat nach der vorherigen Teilaufgabe jedes von O verschiedene
Element von Z,, ein multiplikatives Inverses. Daher ist in diesem Fall Z,, ein
Korper.

Ist m nicht prim, gibt es a,b€ {1,...,p—1} mitab=p,dh.a®b=0. a und
b konnen daher keine inversen Elemente besitzen. Denn wire etwa b invers zu b
so wiirde folgen: 0 = 0b = ab@ = a, im Widerspruch zu a € {1,...,p—1}.
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